A kvantumkémia alapjai és alkalmazása
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	A. FÜGGELÉK


1. fejezet - A csoportelmélet alapjai



A molekuláris szimmetria felismerése és tudatos felhasználása az elméleti kémia és a molekulaspektroszkópia számos területén nemcsak nagyon hasznos, hanem új szemléletet is ad. Segít eligazodni a molekulapálya elméletben, a forgási, rezgési és elektronspektroszkópia bonyolult világában, egyszerűvé teszi a kiválasztási szabályokat, segít megérteni a kémiai reakciók mechanizmusát és számos egyéb, első pillanatban nehéznek tűnő kérdésre ad egyszerű választ. Ezért mielőtt a kvantumelmélet sűrűjébe vágnánk, a szimmetria elméletének és szerepének alapfogalmait tisztázzuk. Tesszük ezt annak ellenére, hogy e fejezet nem tartozik szorosan a témánkhoz.
A szimmetria köznapi értelemben a szépség és harmónia fogalmaihoz kötődik. Matematikai értelemben szigorú és logikus elmélet kapcsolódik hozzá, melyből számunkra csupán néhány alapfogalom szükséges. Jó befektetés, mely hamarosan megtérül, mikor segítségével nehezen átlátható fogalmak és jelenségek válnak egyszerűvé. Ahhoz viszont némi kitartásra van szükség, hogy böngésszük a rémségek e kicsiny boltját.
1.1. Szimmetria elemek és szimmetriaműveletek



Szimmetrikus objektumok esetén mindig található olyan művelet, transzformáció, amelyet elvégezve az illető tárgyon, a transzformált alak az eredetitől megkülönböztethetetlen lesz. Pl. az Országház kupoláján átmenő, a Dunára merőleges függőleges síkban tükrözve a Parlament épületét a változást csak az venné észre, aki figyelemmel kíséri az éppen aktuális felállványozást. Két fontos fogalmat rejtettünk el ebben a példában. Az első a tükröző sík, a másik maga a tükrözés. Általánosan szimmetriaelemeknek nevezzük azokat a geometriai fogalmakat, melyek segítségével szimmetriaműveletek hajthatók végre. Szimmetriaműveletek (operációk) egy adott test olyan elmozdulásait jelentik, melyek a testet önmagára képezik le a szimmetria elemek segítségével. Az 1.1. táblázat a lehetséges szimmetriaelemeket és szimmetriaműveleteket foglalja össze.

          
	 	
                    
                      1.1. táblázat. Szimmetriaelemek és szimmetriaműveletek.

                  	 



        

          
	 	
                    [image: 1.1. Szimmetria elemek és szimmetriaműveletek]
                  	 



        
Az első három szimmetriaelem, illetve a hozzárendelt művelet eléggé nyilvánvaló, különösebb magyarázatot nem igényel. Kicsit nehéz felfogni a forgatásos tükrözés hatását, ezért segítségül hívjuk az 1.1. ábrát. Az ábrán két, egymás fölötti, és egymástól  [image: 1.1. Szimmetria elemek és szimmetriaműveletek]-kal elforgatott szabályos háromszöget láthatunk, melyek oldalnézetben (ha a háromszögek megfelelő csúcsait összekötjük) korona alakzatot, felülnézetben pedig Dávid-csillagot formálnak. Vajon ennek az alakzatnak a szimmetriája megegyezik, vagy különbözik a szabályos háromszögétől? Mindazok a szimmetriaműveletek, melyek a szabályos háromszögben elvégezhetők – a  [image: 1.1. Szimmetria elemek és szimmetriaműveletek]-os forgatás, a tükrözés a háromszög súlyvonalaira, valamint a háromszög síkjára – a Dávid-csillagon is elvégezhetők. Mégis úgy érezzük, ez az alakzat valahogy szimmetrikusabb. Az érzés nem csal: ha az alakzatot a tengelye (mondjuk a z-tengely) körül  [image: 1.1. Szimmetria elemek és szimmetriaműveletek]-kal forgatjuk el, majd a forgatás után a z-tengelyre merőlegesen tükrözzük, az eredetitől megkülönböztethetetlen alakzathoz jutunk. Ezt a műveletet, mely a szabályos háromszögben „nincs benne” nevezzük forgatásos tükrözésnek.

          
	 	
                    
                      1.1. ábra. Forgatásos tükrözés két egymás fölötti, egymástól  [image: 1.1. Szimmetria elemek és szimmetriaműveletek]-kal elcsavart szabályos háromszögalakzaton.
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A szimmetriaműveletek szimbólumait alsó indexekkel szokás ellátni a következőképpen: ha  [image: 1.1. Szimmetria elemek és szimmetriaműveletek] fokkal forgatunk, a művelet jele  [image: 1.1. Szimmetria elemek és szimmetriaműveletek]. A szabályos háromszög  [image: 1.1. Szimmetria elemek és szimmetriaműveletek]-os forgatását tehát  [image: 1.1. Szimmetria elemek és szimmetriaműveletek] jelöli. Ugyanezért a  [image: 1.1. Szimmetria elemek és szimmetriaműveletek]-os forgatást, és az utána következő tükrözést a Dávid-csillagon  [image: 1.1. Szimmetria elemek és szimmetriaműveletek]-tal szimbolizáljuk.
Az alakzat fő szimmetria tengelyét (a legnagyobb fogású – azaz a legnagyobb indexű – tengelyt) magában foglaló tükrözést vertikálisnak nevezzük és  [image: 1.1. Szimmetria elemek és szimmetriaműveletek]-vel jelöljük. Az erre merőleges tengely és a megfelelő tükrözés horizontális, jele  [image: 1.1. Szimmetria elemek és szimmetriaműveletek]. Amennyiben a vertikális sík a főtengelyre merőleges tengelyek között (és nem rajta) található, a síkot, és a műveletet diéderesnek nevezzük, a megfelelő jelölés  [image: 1.1. Szimmetria elemek és szimmetriaműveletek]. Ha a műveletet többször egymás után elvégezzük, ezt a felső indexben jelöljük. Pl. a  [image: 1.1. Szimmetria elemek és szimmetriaműveletek] művelet azt jelenti, hogy a  [image: 1.1. Szimmetria elemek és szimmetriaműveletek] műveletet kétszer hajtjuk végre egymás után. A  [image: 1.1. Szimmetria elemek és szimmetriaműveletek][image: 1.1. Szimmetria elemek és szimmetriaműveletek]-os forgatást ír elő, ami olyan, mintha nem is tettünk volna semmit. Azaz, mintha a „semmi műveletet” hajtottuk volna végre. Ezt E-vel jelöljük, tehát  [image: 1.1. Szimmetria elemek és szimmetriaműveletek]. Ugyanígy értelmezhejük más műveletek „négyzetét”:  
[image: 1.1. Szimmetria elemek és szimmetriaműveletek]

 Vigyázni kell a forgatásos tükrözéssel, mivel  
[image: 1.1. Szimmetria elemek és szimmetriaműveletek]

 Ez utóbbit talán kicsit nehéz belátni, mivel első pillanatban nehéz példát találni páratlan  [image: 1.1. Szimmetria elemek és szimmetriaműveletek]-re. De ha végiggondoljuk, hogy egy szabályos háromszögön, vagy háromszög alapú hasábon tulajdonképpen az  [image: 1.1. Szimmetria elemek és szimmetriaműveletek] művelet is végrehajtható, máris minden világos: Az  [image: 1.1. Szimmetria elemek és szimmetriaműveletek] művelet során 3-szor alkalmazzuk a tükrözést, ezért nem juthatunk vissza az eredeti helyzetbe. Azt csak a művelet hatszori végrehajtása,  [image: 1.1. Szimmetria elemek és szimmetriaműveletek] után érjük el.
Ha tehát egy szimmetriaműveletet egymás után többször elvégzünk, új szimmetriaműveletet kapunk. Úgy is mondhatjuk, hogy egy szimmetria elem több szimmetriaműveletet is generálhat. Erre látható példa az 1.2. táblázatban.

          
	 	
                    
                      1.2. táblázat. Szimmetriaműveletek generálása.
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Ha különböző szimmetriaműveleteket végzünk el egymás után, akkor is új szimmetriaművelethez jutunk. Pl. az 1.1. ábra alakzatán elvégezve  [image: 1.1. Szimmetria elemek és szimmetriaműveletek]-ot, majd az inverziót az 1-es pont előbb 2-be, majd 5-be megy át, ami ugyanaz, mintha a  [image: 1.1. Szimmetria elemek és szimmetriaműveletek] műveletet hajtottuk volna végre:  
[image: 1.1. Szimmetria elemek és szimmetriaműveletek]

 Figyelem! A szimmetriaműveletek egymás utáni elvégzése, „szorzása” általában nem felcserélhető, azaz nem kommutatív (ebben a példában viszont az).


1.2. A csoport fogalma



A matematikában gyakran definiálnak különböző, ún. algebrai struktúrákat annak alapján, hogy egy adott halmaz elemei között értelmezett művelet milyen tulajdonságokkal rendelkezik. Esetünkben a legfontosabb algebrai struktúra a csoport. Csoportnak nevezünk egy halmazt és a halmaz elemei között értelmezett műveletetet, ha a halmaz bármely elemei között elvégezve a műveletet
– igaz a műveleti zártság (azaz bármely elemek között elvégezve az adott műveletet, a végeredmény is a csoport valamely eleme,
– igaz az asszociativitás (azaz, ha  [image: 1.2. A csoport fogalma],  [image: 1.2. A csoport fogalma],  [image: 1.2. A csoport fogalma] a csoport elemei, akkor  [image: 1.2. A csoport fogalma] (ahol most  [image: 1.2. A csoport fogalma] reprezentálja a halmazon értelmezett műveletet),
– létezik egységelem (melyre igaz, hogy  [image: 1.2. A csoport fogalma]) és
– a csoport minden elemének létezik a csoporton belüli inverze (ahol az inverz definiciója:  [image: 1.2. A csoport fogalma]).
Amennyiben a fentieken kívül még a kommutativitás is érvényes (azaz  [image: 1.2. A csoport fogalma]), a csoportot kommutatív csoportnak nevezzük. Ha példaként tekintjük az egész számok halmazát, a fenti tulajdonságok ellenőrzésével könnyen rájöhetünk, hogy ez a halmaz az összeadás műveletére nézve kommutatív csoportot ad (hiszen az összeadás kommutatív, asszociatív, az egységelem a 0 és minden elem inverze a szám  [image: 1.2. A csoport fogalma]-szerese). Ugyancsak csoportot ad a racionális számok halmaza a szorzás műveletére (mely esetben az egységelem az 1 és a számok inverze a reciprokuk). Ugyanakkor a szorzás az egész számok halmazán nem ad csoportot, hiszen egy egész szám inverze (az 1 kivételével) nem egész szám, tehát kívül esik a halmazon.
Hasonló módon látható be, hogy egy alakzathoz (legyen az egy épület, egy virág, vagy egy molekula) rendelhető összes szimmetriaművelet a műveletek egymás utáni elvégzésére, mint műveletre nézve csoportot ad. Ebben az esetben tehát a halmaz elemei a szimmetriaműveletek, vagy operációk, a csoporton belüli művelet pedig az operációk „szorzása”, azaz egymás utáni elvégzése. A csoport neve szimmetriacsoport (gyakran pontcsoportnak is mondjuk). Így pl. a szabályos háromszög egy olyan szimmetriacsoportba sorolható, melynek elemei az egységelem ([image: 1.2. A csoport fogalma]), a 120 és  [image: 1.2. A csoport fogalma]-os forgatás a háromszög középpontján átmenő tengely körül ([image: 1.2. A csoport fogalma] és  [image: 1.2. A csoport fogalma]), három (egymással  [image: 1.2. A csoport fogalma]-os szöget bezáró)  [image: 1.2. A csoport fogalma] forgatás a háromszög síkjában, három  [image: 1.2. A csoport fogalma] tükrözés a háromszög síkjára merőleges síkban és egy  [image: 1.2. A csoport fogalma] tükrözés a háromszög síkjában. A  [image: 1.2. A csoport fogalma] és  [image: 1.2. A csoport fogalma] forgatások egymás inverzei és minden  [image: 1.2. A csoport fogalma] és  [image: 1.2. A csoport fogalma] önmaga inverze (tehát pl.  [image: 1.2. A csoport fogalma]). Az, hogy a sok közül mely szimmetriacsoportba sorolható az illető tárgy, attól függ, hogy milyen operációkat enged meg a tárgy szimmetriája. Pl. a V-betű (avagy a vízmolekula) szimmetriája a következő műveleteket teszi lehetővé: E,  [image: 1.2. A csoport fogalma] (a V betű csúcsán átmenő és síkjában fekvő tengely körül), valamint két, egymásra merőleges, a tengelyt magában foglaló  [image: 1.2. A csoport fogalma] tükrözés. A következő pontban adunk az egyes alakzatok csoportba sorolásához egy algoritmust, mely az életet megkönnyíti, de a jó térlátást – sajnos – nem tudja helyettesíteni.

1.3. Szimmetriacsoportok szerinti besorolás



Az alábbi séma segít a különböző alakzatokat szimmetriacsoportokba sorolni. Amint céloztunk rá, a besoroláshoz a jó térbeli látás komoly előnyt jelent. Gyorsan hozzátesszük azonban, hogy amikor a csoportelméletet majd molekuláris sajátságok kinyerésére alkalmazzuk, a jó térlátás már nem alapvető fontosságú.
A besorolás első kérdésére adandó válasz eldönti, hogy az illető alakzat – pl. molekula – lineáris, illetve köbös – e kettő jelenti a „speciális” csoportokat – vagy egyéb. A lineáris molekulák is kétfélék lehetnek, attól függően, hogy lehet-e az alakzatot tengelyére merőleges síkban tükrözni (pl.  [image: 1.3. Szimmetriacsoportok szerinti besorolás] molekula, a csoport neve  [image: 1.3. Szimmetriacsoportok szerinti besorolás]), vagy nem ([image: 1.3. Szimmetriacsoportok szerinti besorolás], jele  [image: 1.3. Szimmetriacsoportok szerinti besorolás]). A köbös pontcsoportokba a tetraéderes ([image: 1.3. Szimmetriacsoportok szerinti besorolás], jele  [image: 1.3. Szimmetriacsoportok szerinti besorolás]), oktaéderes ([image: 1.3. Szimmetriacsoportok szerinti besorolás], jele  [image: 1.3. Szimmetriacsoportok szerinti besorolás]), ikozaéderes (fullerén =  [image: 1.3. Szimmetriacsoportok szerinti besorolás],  [image: 1.3. Szimmetriacsoportok szerinti besorolás]), valamint a gömbszimmetrikus (jele  [image: 1.3. Szimmetriacsoportok szerinti besorolás]) csoportok tartoznak.1
Ha a molekula egyik fennt említett csoportba sem sorolható, a következő kérdés a molekula főtengelyére vonatkozik. Ha ilyen nincs, kicsi a szimmetria és egyszerű az élet. Ez esetben, ha tükrözés lehetséges, a  [image: 1.3. Szimmetriacsoportok szerinti besorolás] csoporthoz jutunk (ide tartozik a nem lineáris, de síkmolekula  [image: 1.3. Szimmetriacsoportok szerinti besorolás]), vagy ha tükrözés nem lehetséges, de van a molekulának inverziós centruma (ilyen pl. a HFClCCHFCl – de csak az 1.2. ábrának megfelelő térállásban!) a  [image: 1.3. Szimmetriacsoportok szerinti besorolás] csoportban vagyunk. Ha a molekulának semmilyen szimmetriája sincs, szégyenszemre a  [image: 1.3. Szimmetriacsoportok szerinti besorolás] csoportba jutottunk, mely összesen egy elemet tartalmaz (vajon melyiket?).

          
	 	
                    
                      1.2. ábra. Néhány molekula szimmetriája.

                  	 



        

          
	 	
                    [image: 1.3. Szimmetriacsoportok szerinti besorolás]
                  	 



        
Most tehát ott tartunk, hogy van egy n fogású főtengelyünk. Ha ez egyben  [image: 1.3. Szimmetriacsoportok szerinti besorolás] is, és egyéb szimmetriaelem nincs, az  [image: 1.3. Szimmetriacsoportok szerinti besorolás] csoportba jutottunk. Erre példa a tetrametoxi-metán (1.2. ábra), mely megfelelő térállásban  [image: 1.3. Szimmetriacsoportok szerinti besorolás] szimmetriájú.
Az összes további csoport a  [image: 1.3. Szimmetriacsoportok szerinti besorolás] vagy  [image: 1.3. Szimmetriacsoportok szerinti besorolás] jelet kapja. Ha léteznek főtengelyre merőleges kétfogású tengelyek (ha egy létezik, akkor bizonyosan  [image: 1.3. Szimmetriacsoportok szerinti besorolás] darab létezik, mivel a főtengely  [image: 1.3. Szimmetriacsoportok szerinti besorolás] darabot generál) a  [image: 1.3. Szimmetriacsoportok szerinti besorolás]-vel jelzett csoportokhoz, ha nem léteznek, akkor a  [image: 1.3. Szimmetriacsoportok szerinti besorolás] csoportokhoz jutunk. Mindkettőben most már azonos kérdéseket teszünk fel. Először a főtengelyre merőleges  [image: 1.3. Szimmetriacsoportok szerinti besorolás] síkra kérdezünk. Ha ilyen van, akkor az illető molekula a  [image: 1.3. Szimmetriacsoportok szerinti besorolás], ill. a  [image: 1.3. Szimmetriacsoportok szerinti besorolás] pontcsoportba tartozik. Pl. a transz-diklór-etén a  [image: 1.3. Szimmetriacsoportok szerinti besorolás], a  [image: 1.3. Szimmetriacsoportok szerinti besorolás] a  [image: 1.3. Szimmetriacsoportok szerinti besorolás] pontcsoportba tartozik. Ha  [image: 1.3. Szimmetriacsoportok szerinti besorolás] sík nincs, a főtengelyt tartalmazó  [image: 1.3. Szimmetriacsoportok szerinti besorolás] síkra kérdezünk. Ha van ilyen (összesen megint csak n darab), akkor a  [image: 1.3. Szimmetriacsoportok szerinti besorolás], ill.  [image: 1.3. Szimmetriacsoportok szerinti besorolás] csoportokról beszélünk. Pl. a vízmolekula a  [image: 1.3. Szimmetriacsoportok szerinti besorolás], az allén ([image: 1.3. Szimmetriacsoportok szerinti besorolás] az 1.3. ábrán)  [image: 1.3. Szimmetriacsoportok szerinti besorolás] csoportba sorolható. Kis térlátással rájöhetünk, hogy amennyiben e csoportokban létezik főtengelyre merőleges tengely és  [image: 1.3. Szimmetriacsoportok szerinti besorolás] is, akkor a síkok nem tartalmazzák e tengelyeket, hanem a tengelyek között helyezkednek el. Ezek a diéderes síkok, és ezért – noha továbbra is vertikálisak – nem  [image: 1.3. Szimmetriacsoportok szerinti besorolás]-vel, hanem  [image: 1.3. Szimmetriacsoportok szerinti besorolás]-vel jelöljük őket (ezért a  [image: 1.3. Szimmetriacsoportok szerinti besorolás] elnevezés).

          
	 	
                    
                      1.3. ábra. Különböző szimmetriájú molekulák.
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Ha nincs  [image: 1.3. Szimmetriacsoportok szerinti besorolás], akkor a  [image: 1.3. Szimmetriacsoportok szerinti besorolás], ill.  [image: 1.3. Szimmetriacsoportok szerinti besorolás] csoportokhoz jutunk. Előbbire példa a  [image: 1.3. Szimmetriacsoportok szerinti besorolás] szimmetriájú HS-SH molekula, utóbbira a  [image: 1.3. Szimmetriacsoportok szerinti besorolás] szimmetriájú gauche-etán. Mindkettő látható az 1.3. ábrán. Az egész procedúra az alábbi sémán foglalható össze.
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Kész is vagyunk, most már csak a gyakorlás van hátra. Rajta tehát nézzünk néhány példát!
1. Mely szimmetriacsoportba sorolható a  [image: 1.3. Szimmetriacsoportok szerinti besorolás]-diklórbenzol?
A molekula nem tartozik egyik speciális csoportba sem, rendelkezik viszont forgástengellyel (pl. a két szemközti klóratomon keresztül), mely  [image: 1.3. Szimmetriacsoportok szerinti besorolás]-os forgatást tesz lehetővé. Jobban megfigyelve a molekula szimmetriáját az előző tengelyre merőlegesen két másik forgástengelyt fedezhetünk fel, egyet a benzolgyűrű síkjában, egyet pedig arra merőlegesen. Mivel mindhárom tengely csak  [image: 1.3. Szimmetriacsoportok szerinti besorolás]-os forgatást enged meg, bármelyik tengelyt tekinthetjük főtengelynek. Az  [image: 1.3. Szimmetriacsoportok szerinti besorolás]-es forgatás ugyanakkor nem tartozik a molekula szimmetria csoportjába, mivel egy ilyen művelet megváltoztatná a molekula elhelyezkedését. A fönti sémára pillantva már tudható, hogy a szóba jövő pontcsoportok a  [image: 1.3. Szimmetriacsoportok szerinti besorolás],  [image: 1.3. Szimmetriacsoportok szerinti besorolás] vagy  [image: 1.3. Szimmetriacsoportok szerinti besorolás]. Kiválasztva a három tengely valamelyikét főtengelynek, keressünk egy rá merőleges  [image: 1.3. Szimmetriacsoportok szerinti besorolás] tükrözést. Ha pl. a gyűrű síkjára merőleges tengely a főtengely, a gyűrű síkjára valóban tükrözhetjük a molekulát. Ennélfogva a keresett pontcsoport a  [image: 1.3. Szimmetriacsoportok szerinti besorolás].
2. Mi a szék konformációjú ciklohexán (1.2. ábra) szimmetriája?
Kis merengés után rájöhetünk, hogy a molekula szimmetria tekintetében azonos az 1.1. ábrán látható objektummal. Nem tartozik egyik speciális csoportba sem, de létezik egy  [image: 1.3. Szimmetriacsoportok szerinti besorolás] forgástengelye. Sőt az 1.1. ábra tanulsága szerint az alakzathoz egy  [image: 1.3. Szimmetriacsoportok szerinti besorolás]-os forgatásos tükrözés is tartozik. Kicsit nehezen ismerhető fel a főtengelyre merőleges három kétfogású tengely: ezek az 1.2. ábrán látható módon keresztülmennek a gyűrű szemközti oldalainak a felezőpontjain. Tehát ismételten a D csoportok valamelyikére kell tippelnünk. A főtengelyre merőleges  [image: 1.3. Szimmetriacsoportok szerinti besorolás] tükrözés most viszont megváltoztatná molekula orientációját. Találunk azonban a főtengelyt magában foglaló három vertikális tükörsíkot melyek a gyűrű szemközti atomjain mennek át, minden sík éppen két  [image: 1.3. Szimmetriacsoportok szerinti besorolás] tengely között. Ezért e síkok diéderesek, és a keresett pontcsoport a  [image: 1.3. Szimmetriacsoportok szerinti besorolás].
3. Mi a szimmetriája a tetrametoxi-metánnak (1.2. ábra)?
Induljunk ki az egyszerűség kedvéért a molekula tetraéderes  [image: 1.3. Szimmetriacsoportok szerinti besorolás] részéből. Milyen szép is lenne, ha nem kellene tovább bajlódni, hiszen nem vitás, a metilcsoportok elrontják a  [image: 1.3. Szimmetriacsoportok szerinti besorolás] szimmetriát! Ráadásul orientációjuknak megfelelően a molekula szimmetriája más és más lehet. Az 1.2. ábrának megfelelő beállás esetén például viszonylag könnyen található egy kétfogású tengely, melyről kicsit alaposabb vizsgálódás után kiderül, hogy egy  [image: 1.3. Szimmetriacsoportok szerinti besorolás] forgatásos tükrözés tengelye is egyben. Bárhogy is meresztjük a szemünket, semmilyen más tengelyt, vagy szimmetriasíkot nem találhatunk: a molekula az  [image: 1.3. Szimmetriacsoportok szerinti besorolás] csoportba tartozik. Mindazonáltal, ha az olvasó térlátása jó, akkor pusztán gondolati úton, ha kevésbé jó, akkor egy molekulamodell segítségével könnyen ellenőrizheti, hogy változtatva a metilcsoportok beállításán lehetséges még a molekula  [image: 1.3. Szimmetriacsoportok szerinti besorolás],  [image: 1.3. Szimmetriacsoportok szerinti besorolás],  [image: 1.3. Szimmetriacsoportok szerinti besorolás], ill.  [image: 1.3. Szimmetriacsoportok szerinti besorolás] szimmetriája is.
Végezetül, nézzünk egy pár további példát, melyek segítségével az olvasó ellenőrizheti tudását és térlátását. A megoldásokat a fejezet végén található Megjegyzések rovatban gyűjtöttük össze.2
1. Mi a szimmetriája a következő objektumoknak: négyzet alapú piramis, teniszütő a Szaturnusz bolygó, a Parlament épülete, az Eiffel torony, Erzsébet híd?
2. Mely szimmetriacsoportba sorolhatók a következő molekulák:  [image: 1.3. Szimmetriacsoportok szerinti besorolás],  [image: 1.3. Szimmetriacsoportok szerinti besorolás],  [image: 1.3. Szimmetriacsoportok szerinti besorolás],  [image: 1.3. Szimmetriacsoportok szerinti besorolás], acetilén, benzol,  [image: 1.3. Szimmetriacsoportok szerinti besorolás] naftalin,  [image: 1.3. Szimmetriacsoportok szerinti besorolás]– [image: 1.3. Szimmetriacsoportok szerinti besorolás] (fedő és nyílt állásban)?
3. Milyen szimmetria operációk tartoznak a  [image: 1.3. Szimmetriacsoportok szerinti besorolás] pontcsoportba?
4. Bizonyítsa be, hogy a kocka és az oktaéder szimmetriája megegyezik!

1.4. Szorzótábla



Példaképpen tekintsük a következő „szorzatot”:  [image: 1.4. Szorzótábla]! Ez azt jelenti, hogy egy adott alakzat minden egyes pontján először végrehajtjuk a  [image: 1.4. Szorzótábla] műveletet (azaz egy tengelyen – mondjuk a z-tengelyen – keresztül történő  [image: 1.4. Szorzótábla]-os forgatást), majd utána a  [image: 1.4. Szorzótábla] műveletet (vagyis az xy síkra történő tükrözést). Legyen most az alakzat egy vízmolekula három atomja (1.4. ábra).

          
	 	
                    
                      1.4. ábra. A vízmolekula számozása.
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Ekkor a három atom transzformációja az alábbiak szerint írható:  
[image: 1.4. Szorzótábla]

 ahol  [image: 1.4. Szorzótábla] azt jelenti, hogy az első, második és harmadik atom (a számozást l. az 1.4. ábrán) az eredeti pozicióban van és pl.  [image: 1.4. Szorzótábla] azt jelenti, hogy az első hidrogén helyet cserélt a másodikkal, és az O atom helyben maradt. A művelet végeredménye:  [image: 1.4. Szorzótábla]. Hasonló módon generálható a szimmetria műveletek összes lehetséges szorzata, az ún. szorzótábla, melyre a  [image: 1.4. Szorzótábla] pontcsoport esetére látunk alább példát.
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Vizsgáljuk meg a  [image: 1.4. Szorzótábla] szorzótáblát, ill. ennek egy elemét, a  [image: 1.4. Szorzótábla] „szorzatot”. Legyen a transzformálandó alakzat egy  [image: 1.4. Szorzótábla]-molekula négy atomja (1.5. ábra).

          
	 	
                    
                      1.5. ábra. Az ammóniamolekula szimmetriaelemei.
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A négy pont (ill. a belőlük képzett vektor) transzformációja az alábbi:  
[image: 1.4. Szorzótábla]

 azaz  [image: 1.4. Szorzótábla].
Érdemes megfigyelni, hogy a művelet ezúttal nem kommutatív, azaz:  
[image: 1.4. Szorzótábla]

 tehát  [image: 1.4. Szorzótábla].
A teljes szorzótábla a következő:
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1.5. Az osztály fogalma



A szimmetriacsoporton belül az elemeket speciális tulajdonságaik alapján kisebb egységekbe, osztályokba lehet sorolni. Az osztály fogalmához először egy fontos matematikai fogalmat, a hasonlósági transzformációt kell megismernünk.
Ha  [image: 1.5. Az osztály fogalma],  [image: 1.5. Az osztály fogalma],  [image: 1.5. Az osztály fogalma] elemei a csoportnak, akkor az  [image: 1.5. Az osztály fogalma] kifejezést hasonlósági transzformációnak nevezzük. Ha  [image: 1.5. Az osztály fogalma], akkor azt mondjuk, hogy A hasonló B-hez. Könnyű belátni, hogy
1. Minden elem hasonló önmagához.
2. Ha  [image: 1.5. Az osztály fogalma] hasonló  [image: 1.5. Az osztály fogalma]-hez, akkor  [image: 1.5. Az osztály fogalma] is hasonló  [image: 1.5. Az osztály fogalma]-hoz.
3. Ha  [image: 1.5. Az osztály fogalma] hasonló  [image: 1.5. Az osztály fogalma]-hez és  [image: 1.5. Az osztály fogalma]-hez, akkor  [image: 1.5. Az osztály fogalma] és  [image: 1.5. Az osztály fogalma] is hasonlók egymáshoz.
Ezek után definiálhatjuk az osztály fogalmát a csoporton belül:
A csoport elemeinek azon részhalmazát, melynek elemei egymáshoz hasonlóak, a csoport egy osztályának nevezzük.
Végül a csoport elemeire vonatkozó definíció:
A csoport elemeinek a számát a csoport rendjének nevezzük (és általában h-val jelöljük). Fontos tétel, hogy az osztály rendje osztója a csoport rendjének.
Példaképpen nézzük meg, hogy a  [image: 1.5. Az osztály fogalma] és a  [image: 1.5. Az osztály fogalma] csoportokban milyen osztályok vannak. Induljunk ki az előbb vizsgált szorzótáblákból és rendre számítsuk ki a csoporton belül az összes lehetséges hasonlósági transzformációt! Kihasználjuk természetesen azt, hogy a  [image: 1.5. Az osztály fogalma] csoport minden eleme önmaga inverze is egyben, tehát pl.  [image: 1.5. Az osztály fogalma]
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Amint látható, a pontcsoport minden eleme (szimmetria operációja) külön osztályt alkot, hiszen minden elem csupán önmagához hasonló.
A  [image: 1.5. Az osztály fogalma] pontcsoport esetében viszont már egyazon osztályba tartozik a három  [image: 1.5. Az osztály fogalma] művelet, hiszen hasonlósági transzformációval egymásba vihetők, és ugyancsak egy osztályba tartozik a  [image: 1.5. Az osztály fogalma] és a  [image: 1.5. Az osztály fogalma]. Az azonosság operáció ismét külön osztályt ad. Végigtekintve az összes lehetséges pontcsoporton azt tapasztaljuk, hogy az E, i és a  [image: 1.5. Az osztály fogalma] műveletek mindig különálló osztályokat adnak. Ugyanakkor egy osztályba kerülnek a csoport  [image: 1.5. Az osztály fogalma] műveletei és ugyancsak egy osztályba kerülnek a csoport  [image: 1.5. Az osztály fogalma] műveletei. Természetesen ebben az esetben is, mint mindig, a tükrözés műveletének inverze önmaga.
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1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi



Vizsgáljuk meg egy  [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi] térbeli pont viselkedését egy szimmetria művelet hatására. Tegyük fel, hogy a művelet a  [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi] pontot  [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi] pontba viszi át, azaz  
[image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi]

 ahol  [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi] jelöli a szimmetriaműveletet. Megjegyezzük, hogy a betű fölötti „kalap” általánosságban műveleti utasítást, operátort jelent. (Operátorok pl. a  [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi],  [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi],  [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi],  [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi] szimbólumok is.) Ha pl.  [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi] (azaz a  [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi] pontot a  [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi]-tengellyel egybeeső szimmetria-tengely körül kell  [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi]-kal elfordítani), akkor  
[image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi]

 Könnyen belátható, hogy ez a művelet egy mátrixszal reprezentálható, hiszen  
[image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi]

 Ugyanígy, ha  [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi], akkor  
[image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi]

 Ha a  [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi] pontot tetszőleges a szöggel forgatjuk el a  [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi] tengely körül, a transzformáló mátrix alakja a következő (próbáljuk ki):  
[image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi]

 A teljes szimmetriacsoport reprezentálásához olyan mátrix-sorozatra van szükség, melyek mindegyike egy-egy szimmetriaművelethez rendelhető, és melyek együttesen a csoport minden tulajdonságát reprezentálják. A fentiek alapján a  [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi] pontcsoportot pl. az alábbi mátrixsorozat reprezentálja.
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A mátrix reprezentációnak nyilvánvalóan tükröznie kell a pontcsoport szorzótábláját is. Így pl. ha  [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi], akkor a megfelelő mátrixoknak ugyanezt kell kifejezniük:  
[image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi]

 A vízmolekula három atomjának a transzformációja alapján (l. 1.2. ábra) más mátrixreprezentációhoz is juthatunk. Pl. a  
[image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi]

 transzformáció reprezentálása a  
[image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi]

 mátrixegyenlet alapján lehetséges. A teljes  [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi] pontcsoporthoz ily módon a következő mátrixsorozat rendelhető:

          
	 	
                    [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi]
                  	 



        
Vegyük észre, hogy az  [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi] és  [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi] reprezentációja, vagy a  [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi] és  [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi] reprezentációja ugyanaz a mátrix. Ez talán első pillantásra kicsit furcsa, de gondot nem okoz, ha a lényegre figyelünk: a reprezentáló mátrix sorozatnak a csoport minden tulajdonságát le kell írnia. Márpedig a  [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi] szorzótáblát tökéletesen visszakapjuk a fenti mátrixokkal.
A  [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi] csoport két, teljesen különböző mátrix reprezentációjához jutottunk. Újabb reprezentációt kapunk, ha pl. az ugyancsak  [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi] szimmetriájú  [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi]-diklór-benzolhoz illesztünk mátrixokat a fenti algoritmus szerint. Ekkor a molekula 12 atomjának megfelelően  [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi]-es mátrixokkal reprezentálható a csoport. Egy 100 atomos molekula esetén pedig  [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi]-as mátrix reprezentációkat nyerünk.
Az 1.4. ábrán a vízmolekulát a  [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi] tengelyre szimmetrikusan vettük fel, az  [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi] molekulát pedig az 1.5. ábrán úgy ábrázoltuk, hogy a nitrogént az origóban (vagy legalábbis a  [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi] tengelyen) helyeztük el. Nyilvánvaló, hogy a molekula szimmetriája nem függhet a választott koordinátarendszertől. Ha a koordinátarendszer kezdőpontja a fürdőszoba bal felső sarka, a  [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi] szimmetriaművelet továbbra is azt írja elő, hogy „forgassuk el a molekulát  [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi]-kal a molekula szimmetria tengelye körül” és ez az előírás tökéletesen egyértelmű. Csakhogy a fenti mátrix reprezentáció z tengely körüli forgatást ír elő, márpedig az új koordinátarendszerben a molekula szimmetriatengelye nem esik egybe a  [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi] tengellyel. Természetesen, ahogy a két koordinátarendszer között létezik egy átváltás, transzformáció, a kétféle mátrix reprezentáció között is létezik ilyen. Bizonyítható3, hogy az átváltás hasonlósági transzformációval végezhető el. Vagy más szavakkal mondva, egy mátrix reprezentációból tetszőleges hasonlósági transzformációval új mátrix reprezentáció generálható.
Fontos megjegyezni, hogy a hasonlósági transzformációval a szimmetria operáció nem változott (... forgasd el ... fokkal a molekula tengelye körül ... stb.), az operátor független a koordinátarendszertől. A mátrix reprezentáció viszont koordinátafüggő: minden egyes koordinátarendszerhez más és más mátrix reprezentáció tartozik:

          
	 	
                    [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi]
                  	 



        
Buridan szamaraként merenghetünk a bőséges választék láttán. [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi]

          
          
          [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi]
           Csak éhen ne haljunk időközben....
        
Bizony, annyi reprezentációt tudunk hamarjában összekaparni, amennyit csak kedvünk támad! De hogyan tovább? Van-e ezek között olyan, amely valami módon kitűnik, vagy kitüntethető és ezáltal univerzálisan használható a szimmetria tárgyalására? Azt láttuk, hogy a reprezentáló mátrixok dimenziója tetszőlegesen növelhető. De vajon csökkenthető, redukálható-e a dimenzió, és ha igen, meddig? Ebben az irányban kell keresgélnünk, hiszen ha sikerül a lehető legkisebb dimenziójú reprezentációkat megtalálnunk, ezek, úgy sejtjük, jellemzőek lesznek és választ adnak a kérdésekre.
A fenti kérdés eldöntését segíti az a matematikai tétel, mely szerint négyzetes mátrixok megfelelő hasonlósági transzformációval blokkdiagonális alakra hozhatók. A blokk-diagonális mátrixok olyan négyzetes mátrixok, melyekben minden nemzérus mátrixelem a mátrix fődiagonálisára szimmetrikus, négyzetes blokkokban helyezkedik el. A fenti tétel speciális esete, mikor a hasonlósági transzformáció a mátrixot diagonális alakra hozza (egy mátrixot diagonálisnak nevezünk, ha csak a fődiagonálisában szerepelnek zérustól eltárő elemek):  
[image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi]

 ahol  [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi] diagonális mátrix. Balról beszorozva  [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi]-val, a következőt kapjuk:  
[image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi]

 Ha  [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi] és  [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi][image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi]-es mátrixok, a fenti, ún. általánosított sajátérték-egyenlet egyenértékű a következő  [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi] ún. sajátérték-egyenlettel:  
[image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi]

amennyiben a  [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi] vektorok megfelelnek  [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi] oszlopainak és a  [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi] konstansok a  [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi] diagonális mátrix elemei:

        
[image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi]


Illusztráljuk a fenti matematikai hókusz-pókuszt egy példával! Vizsgáljuk meg egy szabályos háromszög alakzat (pl. (ciklopropenil-anion) transzformációs tulajdonságait a  [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi] forgatással szemben (1.6. ábra). A  [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi]művelethez viszonylag könnyű mátrix reprezentációt találni:  
[image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi]



          
	 	
                    
                      1.6. ábra. Illusztráció egy szabályos háromszög szimmetriaműveleteihez.

                  	 



        

          
	 	
                    [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi]
                  	 



        
mivel az 1. pont a forgatás hatására a 2-es helyébe lép, a 2-es a 3-as helyébe, stb. Ugyanígy képezhető mátrix reprezentáció a többi  [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi],  [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi],... művelethez is:

          
	 	
                    [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi]
                  	 



        
Nagyon könnyen belátható, hogy a fenti reprezentációk valóban reprodukálják a szorzótáblát. Pl. amint láttuk az 1.4. pontban  [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi][image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi], ebből következően  
[image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi]

 Tegyük fel, hogy valami módon – pl. séta közben a Budafoki úton – megtaláltuk az alábbi  [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi], ill.  [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi] mátrixokat, melyek a fenti reprezentációkat blokkos alakra transzformálják (a  [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi] mátrix valódi matematikai „megkeresésével” itt nem foglalkozunk):  
[image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi]

 Elvégezve a kijelölt hasonlósági transzformációkat, a következőket kapjuk (az olvasó könnyen ellenőrizheti, hogy az így nyert új mátrixok ugyancsak a csoport reprezentációját adják.)

          
	 	
                    [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi]
                  	 



        
ahol az s és c betűk a  [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi], ill.  [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi] kifejezéseket rövidítik. A fenti példa azt is jól mutatja, hogy a transzformált mátrixok blokkos szerkezete minden esetben ugyanaz. Ha tehát a  [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi],  [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi] mátrixok az  [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi],  [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi],  [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi] mátrixokat  [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi],  [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi],  [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi], ... blokkos alakra hozzák, akkor a mátrixszorzás művelete a blokkos szerkezetet megőrzi, és a szorzat mátrix is azonos dimenziójú blokkokból áll,
mint a kiindulási mátrixok.

          
	 	
                    [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi]
                  	 



        
Ez viszont azzal a következménnyel jár, hogy ha  
[image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi]

 akkor  
[image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi]


        
[image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi]


          
	 	. . . . . . . . .	 



        
vagyis a mátrixok azonos indexű blokkjai együttesen szintén a csoportot reprezentálják. A megfelelő hasonlósági transzformáció segítségével tehát sikerült kisebb dimenziójú reprezentációkhoz jutni, azaz a reprezentáló mátrixok dimenzióját redukálni! Egy mátrix reprezentációt reducibilisnek mondunk, ha dimenziója hasonlósági transzformációval redukálható. Ha egy mátrix reprezentáció dimenziója tovább már nem redukálható, a mátrix irreducibilis.
Bebizonyítható, hogy a fenti példában alkalmazott transzformációk a  [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi] pontcsoportban a lehető legkisebb dimenziójú mátrixokat hozzák létre és így a  [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi] és  [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi] ... szimmetria műveletekhez a következő két irreducibilis reprezentációt rendelhetjük:

          
	 	
                    [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi]
                  	 



        
Nagyon fontos hangsúlyoznunk, hogy
1. semmi sem garantálja, hogy csupán a fenti két irreducibilis reprezentáció tartozhat azon szimmetriacsoportokhoz, melyek a  [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi] és  [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi] műveleteket tartalmazzák.
2. Semmi sem garantálja, hogy a fenti transzformáció irreducibilis reprezentációkat állít elő minden  [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi] műveletet tartalmazó csoport esetében. Például a  [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi] pontcsoportban a második, kétdimenziós ([image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi]-es) reprezentáció nem irreducibilis, a  [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi]-ban és a  [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi]-ben viszont igen.4
Az irreducibilis reprezentációk – lévén a csoport legegyszerűbb reprezentációi – alapvető jelentőségűek. A reprezentáció redukálása, vagyis az éppen megfelelő hasonlósági transzformáció megkeresése azonban nem egyszerű. Szerencsére az esetek nagy többségében nincs is erre szükség, mivel a reprezentációknak csak azon tulajdonságait használjuk, melyeket a mátrixok karakterei (azaz diagonális elemeinek összege) hordoznak. Az irreducibilis reprezentációk karaktereinek megkeresése már sokkal egyszerűbb feladat. Mielőtt azonban erre rátérnénk, néhány fontos tételt ismertetünk.
1. Legyenek  [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi],  [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi],  [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi] és  [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi] mátrixok a csoport valamely reprezentációi, és legyen

          [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi] és  [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi] (mivel a mátrixszorzás nem kommutatív)
Ekkor a  [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi] és  [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi] mátrixok karakterei megegyeznek5:  [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi]
2. A hasonlósági transzformáció a mátrix karakterét nem változtatja meg.6 Ha tehát  
[image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi]

 akkor  
[image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi]

 Az irreducibilis reprezentációkkal, ill. a reprezentációk karaktereivel kapcsolatban az alábbi fontos tételeket bizonyítás nélkül közöljük:
3. A csoport irreducibilis reprezentációi dimenzióinak négyzetösszege egyenlő a csoport rendjével:  
[image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi]

 (ahol  [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi] az  [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi]-edik irreducibilis reprezentáció dimenziója és h a csoport rendje).
4. Egy adott irreducibilis reprezentáció karaktereinek négyzetösszege egyenlő a csoport rendjével:  
[image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi]

 (ahol  [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi] az  [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi]-edik szimmetriaoperációhoz és  [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi]-edik irreducibilis reprezentációhoz tartozó karakter).
5. Két különböző irreducibilis reprezentáció karakterei között fennáll a következő (ún. ortogonalitási) reláció:  
[image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi]

 Megjegyzés: A 4. és 5. tétel egybevonható:  
[image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi]

 6. Az irreducibilis reprezentációk száma egyenlő a csoport osztályainak számával.
7. Mivel az azonos osztályba tartozó irreducibilis reprezentációk hasonlóak, és a hasonlósági transzformáció a mátrix karakterét nem változtatja meg, kimondható, hogy azonos osztályban az azonos irreducibilis reprezentációkhoz tartozó karakterek azonosak.
Mindezek alapján meg tudjuk szerkeszteni az egyes pontcsoportokhoz az ún. karakter táblázatot, azt a táblázatot, melyben a csoport összes irreducibilis reprezentációjának karakterei megtalálhatók. Példaképpen szerkesszük meg a  [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi] pontcsoport karakter táblázatát!

          [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi] A csoport rendje:  [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi].

          [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi] Osztályok száma  [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi] 4.
Alkalmazva a fenti szabályokat:

          [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi] Az irreducibilis reprezentációk száma = 4

          [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi] Mivel  [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi] ebből következik, hogy mind a négy irreducibilis reprezentáció egydimenziós.

          [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi] Mivel  [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi], ezért az összes karakter csak  [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi] lehet.

          [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi] Figyelembe véve, hogy  [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi] mindig csak  [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi] lehet egydimenziós reprezentációk esetén, az ortogonalitási relációt fölhasználva az alábbi karakter táblázat írható fel:

          
	 	
                    [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi]
                  	 



        
A  [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi]pontcsoport esetén ugyanígy járhatunk el:

          [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi] A csoport rendje:  [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi]

          [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi] Az osztályok száma = 3
Tehát az irreducibilis reprezentációk száma = 3.

          [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi] Mivel  [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi], csak két egydimenziós és egy kétdimenziós reprezentáció lehetséges.
Az egydimenziós reprezentációk karakterei ismét csak  [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi] lehetnek. Mivel azonos osztályban a karakterek azonosak, a táblázatban az azonos osztályba tartozó szimmetriaműveleteket össze is vonhatjuk (az illető osztályban a szimmetria műveletek számát a táblázat fejlécében tüntetjük fel). Figyelembe véve az ortogonalitási relációt, a karakterek egyértelműen adódnak:

          
	 	
                    [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi]
                  	 



        

          [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi] Koncentráljunk most a még ismeretlen  [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi] irreducibilis reprezentációra. Mivel ez egy kétdimenziós reprezentáció, az  [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi]-hez tartozó irreducibilis mátrix biztosan  [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi] és így  [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi].

          [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi] Alkalmazzuk az ortogonalitási relációt  [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi] és  [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi], valamint  [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi] és  [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi] között:  
[image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi]



          [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi] A két egyenletbe behelyettesítve és rendezve:  
[image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi]

 Az irreducibilis reprezentációk konvencionális jelölése a következő: az egydimenziós reprezentációk jele  [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi] vagy  [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi], a kétdimenziósaké  [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi], a háromdimenziós irreducibilis reprezentációt  [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi] (néha  [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi]) betűvel illetik. Ha az egydimenziós reprezentáció a főtengely körüli forgatásra szimmetrikus (azaz karaktere  [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi]), a jele  [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi], ha antiszimmetrikus (azaz karaktere  [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi]), a jele  [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi].
A főtengelyre merőleges  [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi] forgatásra, illetve ha ez nincs, a  [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi] síkra való tükrözésre a szimmetria jele alsó indexben 1, az antiszimmetriáé 2. Pl. a  [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi] irreducibilis reprezentáció a  [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi]pontcsoportban a főtengelyre való forgatásra antiszimmetrikus, az egyik  [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi] síkra való tükrözésre szimmetrikus. A  [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi] irreducibilis reprezentáció ugyancsak antiszimmetrikus a főtengelyre való forgatásra, és antiszimmetrikus az előző  [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi] síkra. Ugyanakkor a csoport másik  [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi] síkjára való tükrözésre szimmetrikus. A  [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi] csoportban a három irreducibilis reprezentáció jele  [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi],  [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi] és E, azaz két egydimenziós és egy kétdimenziós irreducibilis reprezentációnk van, és mindkét egydimenziós irreducibilis reprezentáció a főtengely körüli forgatásra szimmetrikus.

          [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi] tükrözésre a szimmetriát felső indexben ' jel, az antiszimmetriát ” jel mutatja.
Inverziós centrumra való szimmetriát alsó indexben  [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi], az antiszimmetriát  [image: 1.6. A szimmetria operációk mátrixreprezentációi] betű jelöli.
A fenti, általános jelölési szabályokon kívül még más elnevezések is léteznek, elsősorban a speciális csoportokban. A különböző pontcsoportok karakter táblázatait a Függelék 2. pontjában adjuk meg.

1.7. Hogyan transzformálódik?



Helyezzünk egy objektumot (az Eiffel-torony, egy molekula, egy függvény) egy adott szimmetriájú térbe és vizsgáljuk meg az objektum transzformációs tulajdonságait. Melyik csoport, a csoporton belül pedig mely irreducibilis reprezentáció illeszkedik az adott objektum transzformációs tulajdonságaihoz? Azt mondjuk, hogy az adott objektum a csoport reprezentációinak a bázisát adja, ha a csoport elemeinek megfelelően transzformálható. Az alábbiakban néhány példával illusztráljuk, hogyan található meg a megfelelő irreducibilis reprezentáció.
1. Helyezzünk egy P pontot a  [image: 1.7. Hogyan transzformálódik?] szimmetriájú térbe a szimmetria-tengelyre. A  [image: 1.7. Hogyan transzformálódik?] csoport egyetlen eleme sem mozdítja el a pontot, így a reprezentáló mátrixok rendre az egydimenziós egységmátrixok: (1), és – természetesen – ugyancsak csupa egyesből állnak a reprezentáció karaterei. Ennek megfelelően a pont az  [image: 1.7. Hogyan transzformálódik?] (ún. totálszimmetrikus) irreducibilis reprezentáció szerint transzformálódik, azaz a  [image: 1.7. Hogyan transzformálódik?] pont az  [image: 1.7. Hogyan transzformálódik?] irreducibilis reprezentáció bázisa.
2. Helyezzük a  [image: 1.7. Hogyan transzformálódik?] pontot most az  [image: 1.7. Hogyan transzformálódik?] tengelyre [image: 1.7. Hogyan transzformálódik?]

          
          
          [image: 1.7. Hogyan transzformálódik?]
          Konvenció szerint a  
          [image: 1.7. Hogyan transzformálódik?]
          -tengely megegyezik a fotengellyel.
        
Mivel a  [image: 1.7. Hogyan transzformálódik?] (és a  [image: 1.7. Hogyan transzformálódik?]) művelet a pontot a tér „üres” részébe transzformálja, ez a pont nem lehet a bázisa a  [image: 1.7. Hogyan transzformálódik?] tér reprezentációjának. Bázissá akkor lesz, ha kiegészítjük egy  [image: 1.7. Hogyan transzformálódik?] ponttal. A két pont együttesen az alábbi reprezentáció szerint transzformálódik:

          
	 	
                    [image: 1.7. Hogyan transzformálódik?]
                  	 



        
A megfelelő karaktersorozat a főátlók összegeként nyerhető:  [image: 1.7. Hogyan transzformálódik?]
ami megfelel az  [image: 1.7. Hogyan transzformálódik?] és  [image: 1.7. Hogyan transzformálódik?] irreducibilis reprezentációk összegének. Megjegyezzük, hogy a karakter-sorozatot a megfelelő reducibilis mátrixok felírása nélkül is megszerkeszthetjük, csupán azt kell megszámolnunk, hogy hány pont maradt helyben (azaz a mátrix diagonálisában) a transzformáció során.
3. Vizsgáljuk meg, hogy az  [image: 1.7. Hogyan transzformálódik?],  [image: 1.7. Hogyan transzformálódik?] és  [image: 1.7. Hogyan transzformálódik?] tengelyek hogyan transzformálódnak a) a  [image: 1.7. Hogyan transzformálódik?] térben és b) a  [image: 1.7. Hogyan transzformálódik?] térben.
a) Rögtön a karaktereket keressük. A  [image: 1.7. Hogyan transzformálódik?] tengelyt egyik szimmetria-művelet sem változtatja, így mind a négy művelethez 1-es karakterrel járul, tehát nyilvánvalóan az  [image: 1.7. Hogyan transzformálódik?] irreducibilis reprezentáció szerint transzformálódik. Az  [image: 1.7. Hogyan transzformálódik?]-ből a  [image: 1.7. Hogyan transzformálódik?] és a  [image: 1.7. Hogyan transzformálódik?] is  [image: 1.7. Hogyan transzformálódik?]-et csinál (karater:  [image: 1.7. Hogyan transzformálódik?]), az  [image: 1.7. Hogyan transzformálódik?] és  [image: 1.7. Hogyan transzformálódik?] nem változtatja (karakter:  [image: 1.7. Hogyan transzformálódik?]), tehát a  [image: 1.7. Hogyan transzformálódik?] szerint transzformálódik. Hasonló módon kapjuk, hogy y a  [image: 1.7. Hogyan transzformálódik?] szerint transzformálódik.
b)  [image: 1.7. Hogyan transzformálódik?] ebben az esetben sem változik a szimmetria műveletek hatására, tehát az  [image: 1.7. Hogyan transzformálódik?] irreducibilis reprezentáció bázisa. Gond van azonban az  [image: 1.7. Hogyan transzformálódik?] és  [image: 1.7. Hogyan transzformálódik?] tengelyek  [image: 1.7. Hogyan transzformálódik?]-os forgatásával, hiszen a transzformáció után  [image: 1.7. Hogyan transzformálódik?]-ből és  [image: 1.7. Hogyan transzformálódik?]-ból a két tengely lineárkombinációját kapjuk:  
[image: 1.7. Hogyan transzformálódik?]

 azaz a reprezentáló mátrix:  
[image: 1.7. Hogyan transzformálódik?]

 nem diagonális  [image: 1.7. Hogyan transzformálódik?]-es blokk. Ez azt sugalja, hogy a két tengely a  [image: 1.7. Hogyan transzformálódik?] csoportban nem választható szét. A mátrix karaktere viszont megadható:  [image: 1.7. Hogyan transzformálódik?]. A  [image: 1.7. Hogyan transzformálódik?] művelet sokkal egyszerűbben átlátható: ha pl. a tükörsík a  [image: 1.7. Hogyan transzformálódik?] sík, az  [image: 1.7. Hogyan transzformálódik?] tengely helyben marad, az  [image: 1.7. Hogyan transzformálódik?] tengely előjelet vált, így a reprezentáció karaktere 0. Mivel a karakter az osztályon belül azonos és mindhárom  [image: 1.7. Hogyan transzformálódik?] művelet ugyanabba az osztályba tartozik, ugyancsak 0 a karakter a másik két (kevésbé szemléletes)  [image: 1.7. Hogyan transzformálódik?] műveletre. A teljes karakter-sorozat:  
[image: 1.7. Hogyan transzformálódik?]

 pedig láthatóan az  [image: 1.7. Hogyan transzformálódik?] irreducibilis reprezentációhoz tartozik. Tehát a  [image: 1.7. Hogyan transzformálódik?] pontcsoportban az  [image: 1.7. Hogyan transzformálódik?] és  [image: 1.7. Hogyan transzformálódik?] tengelyek nem választhatók szét, hanem szigorúan együtt transzformálódnak az  [image: 1.7. Hogyan transzformálódik?] irreducibilis reprezentáció szerint.
Az  [image: 1.7. Hogyan transzformálódik?],  [image: 1.7. Hogyan transzformálódik?],  [image: 1.7. Hogyan transzformálódik?] tengelyek transzformációs tulajdonságait általában megadják a karaktertáblázatokban, és így nem szükséges kiszámítani őket. Mivel a transzlációs mozgás is e függvényekkel írható le, az  [image: 1.7. Hogyan transzformálódik?],  [image: 1.7. Hogyan transzformálódik?] és  [image: 1.7. Hogyan transzformálódik?] besorolása irreducibilis reprezentációk szerint egyúttal az  [image: 1.7. Hogyan transzformálódik?],  [image: 1.7. Hogyan transzformálódik?], ill.  [image: 1.7. Hogyan transzformálódik?] irányú transzlációs mozgás besorolását is jelenti. A táblázatokban fel szokás tünteti az  [image: 1.7. Hogyan transzformálódik?],  [image: 1.7. Hogyan transzformálódik?] és  [image: 1.7. Hogyan transzformálódik?] tengely körüli forgás ([image: 1.7. Hogyan transzformálódik?],  [image: 1.7. Hogyan transzformálódik?],  [image: 1.7. Hogyan transzformálódik?]) szimmetriáját is. Pl. a  [image: 1.7. Hogyan transzformálódik?] pontcsoportban (benzol)  [image: 1.7. Hogyan transzformálódik?] az  [image: 1.7. Hogyan transzformálódik?] szerint transzformálódik, míg  [image: 1.7. Hogyan transzformálódik?] és  [image: 1.7. Hogyan transzformálódik?] együttesen  [image: 1.7. Hogyan transzformálódik?] szerint. (Lapozza gyorsan fel a karakter táblázatot és ellenőrizze!) Ugyancsak tartalmazza a karakter táblázat a másodfokú függvények szimmetria tulajdonságait is. Mindezek felhasználását a későbbiekben látni fogjuk.
4. Vizsgáljuk meg, hogy az etilén molekula atomjai a  [image: 1.7. Hogyan transzformálódik?] pontcsoportnak mely irreducibilis reprezentációi szerint transzformálódnak! A megfelelő reducibilis reprezentáció karakterei könnyen nyerhetők annak alapján, hogy hány atom marad a helyén a transzformáció hatására:

          
	 	
                    [image: 1.7. Hogyan transzformálódik?]
                  	 



        

          
	 	
                    [image: 1.7. Hogyan transzformálódik?]
                  	 



        
Meglehetősen nehéz azonban kisütni, hogy a fenti reducibilis reprezentáció karakterei mely irreducibilis reprezentáció karaktereiből állnak össze. A feladat megoldása előtt nézzünk egy általános eljárást annak eldöntésére, hogy adott reducibilis reprezentációban melyik irreducibilis reprezentáció hányszor fordul elő?
Legyen  [image: 1.7. Hogyan transzformálódik?] egy reducibilis reprezentáció R-edik szimmetriaművelethez tartozó karaktere. Mivel a hasonlósági transzformáció a mátrix karakterét nem változtatja meg, az irreducibilis reprezentáció blokkos mátrixai karaktereinek összege megegyezik  [image: 1.7. Hogyan transzformálódik?]-rel  
[image: 1.7. Hogyan transzformálódik?]

 ahol  [image: 1.7. Hogyan transzformálódik?] a  [image: 1.7. Hogyan transzformálódik?]-edik irreducibilis reprezentációhoz tartozó karakter,  [image: 1.7. Hogyan transzformálódik?] pedig azt adja meg, hogy a  [image: 1.7. Hogyan transzformálódik?]-edik irreducibilis reprezentáció hányszor szerepel a reducibilis reprezentációban.
Ha a fenti egyenletet megszorozzuk a k-adik irreducibilis reprezentáció karakterével ([image: 1.7. Hogyan transzformálódik?]) és összegezzük R szerint, majd alkalmazzuk a karakterek ortogonalitási relációját, az alábbi formulát nyerjük:7
[image: 1.7. Hogyan transzformálódik?]

 Ez az egyenlet megadja, hogy a k-adik irreducibilis reprezentáció hányszor szerepel az adott reducibilis reprezentációban.
Térjünk vissza az etilén példájára és a frissen nyert formulát alkalmazzuk a  [image: 1.7. Hogyan transzformálódik?] pontcsoportban található nyolc irreducibilis reprezentációra:  
[image: 1.7. Hogyan transzformálódik?]

 Tehát a  [image: 1.7. Hogyan transzformálódik?] reducibilis reprezentáció a következő hat irreducibilis reprezentációból tevődik össze:  
[image: 1.7. Hogyan transzformálódik?]

 Számításunk ellenőrzése egyszerű: csupán az így kapott irreducibilis reprezentációk karaktereit kell összegeznünk és összehasonlítanunk az eredeti reducibilis reprezentáció karaktereivel.
Végezetül gyakorlásképpen keressük meg az alábbi reducibilis reprezentációkban az irreducibilis reprezentációk számát.8
a)

          
	 	
                    [image: 1.7. Hogyan transzformálódik?]
                  	 



        
b)

          
	 	
                    [image: 1.7. Hogyan transzformálódik?]
                  	 



        
c)

          
	 	
                    [image: 1.7. Hogyan transzformálódik?]
                  	 



        

1.8. Direktszorzat-reprezentáció



Az előző pontban láttuk, hogy különböző objektumok – pontok, vektorok, függvények – a pontcsoport reducibilis, vagy irreducibilis reprezentációinak a bázisát adhatják. A reducibilis reprezentáció, mely mintegy „összege” az irreducibilis reprezentációknak, redukálható, azaz megadhatók a reprezentációt alkotó irreducibilis komponensek. Ezek után felmerülhet a kérdés, ha összeszorzunk mondjuk két vektort, vagy két függvényt, mi lesz a szorzat szimmetriája?
Legyen  [image: 1.8. Direktszorzat-reprezentáció] és  [image: 1.8. Direktszorzat-reprezentáció] két tetszőleges függvény, melyek egy szimmetriacsoport reprezentációinak egy-egy bázisát adják. Lehetnek ezek a függvények egy molekula valamely sajátfüggvényei vagy akármi más. Ekkor bizonyítható, hogy a függvények  [image: 1.8. Direktszorzat-reprezentáció] szorzata is a csoport reprezentációját adja. Ha az eredeti két reprezentáció dimenziója  [image: 1.8. Direktszorzat-reprezentáció] és  [image: 1.8. Direktszorzat-reprezentáció] volt, a szorzatot reprezentáló mátrix-sorozat dimenziója  [image: 1.8. Direktszorzat-reprezentáció] lesz és a reprezentációhoz tartozó karakterek az eredeti karakterek szorzataiként adódnak. Az új reprezentációt direktszorzat-reprezentációnak nevezzük, mely a továbbiakban ugyanúgy viselkedik, pl. éppúgy redukálható, mint bármely más reprezentáció.
Tekintsük példaként a  [image: 1.8. Direktszorzat-reprezentáció] reprezentációt és nézzük az  [image: 1.8. Direktszorzat-reprezentáció] irreducibilis reprezentáció önmagával vett  [image: 1.8. Direktszorzat-reprezentáció] direktszorzatát (a továbbiakban a  [image: 1.8. Direktszorzat-reprezentáció] jel fogja szimbolizálni a direktszorzás műveletét):
Mivel az  [image: 1.8. Direktszorzat-reprezentáció]-hez tartozó karaktersorozat  [image: 1.8. Direktszorzat-reprezentáció] tehát  [image: 1.8. Direktszorzat-reprezentáció]. Ez pedig egy reducibilis reprezentáció, melyet az 1.5 formulával kiredukálva kapjuk:  
[image: 1.8. Direktszorzat-reprezentáció]

 (Bizonyítás: adjuk össze az  [image: 1.8. Direktszorzat-reprezentáció],  [image: 1.8. Direktszorzat-reprezentáció],  [image: 1.8. Direktszorzat-reprezentáció] irreducibilis reprezentációk karaktereit. Eredményül a 4 1 0 karaktersorozatot kapjuk.) Nézzük a  [image: 1.8. Direktszorzat-reprezentáció] pontcsoport néhány egyéb direktszorzat reprezentációját:

          
	 	
                    [image: 1.8. Direktszorzat-reprezentáció]
                  	 



        
Néhány fontos szabály, melyre a karaktertábla tanulmányozával könnyen rábukkanhatunk:

          [image: 1.8. Direktszorzat-reprezentáció] Bármely irreducibilis reprezentációnak a totálszimmetrikus reprezentációval vett direktszorzata az illető irreducibilis reprezentációt adja vissza (hiszen a totálszimmetrikus reprezentáció minden karaktere 1).

          [image: 1.8. Direktszorzat-reprezentáció] Bármely egydimenziós irreducibilis reprezentációnak önmagával vett direktszorzata a totálszimmetrikus reprezentációt adja (hiszen azonos előjelű egyeseket szorzunk össze).

          [image: 1.8. Direktszorzat-reprezentáció] Többdimenziós irreducibilis reprezentáció önmagával vett direktszorzata reducibilis és a totálszimmetrikus reprezentációt is tartalmazza.

          [image: 1.8. Direktszorzat-reprezentáció] Több, mint két reprezentáció direktszorzata úgy nyerhető, hogy az első két reprezentáció direktszorzatát szorozzuk a a harmadikkal, az eredményt a negyedikkel, és így tovább.

          
            Megjegyzések
          
        
	
               Négy további köbös csoport létezik, a „majdnem” tetraéderes  [image: 1.8. Direktszorzat-reprezentáció] és  [image: 1.8. Direktszorzat-reprezentáció], a „majdnem” oktaéderes O és a „majdnem” ikozaéderes I. Minthogy ezek nagyon ritkán fordulnak elő, csak megemlítjük e helyen őket. Részletesebb tárgyalás található, pl. a következő könyvben: J. M. Hollas: Symmetry in Molecules. Chapman and Hall Ltd, London, 1972.

	
               Megoldások a feladatokhoz:
1.  [image: 1.8. Direktszorzat-reprezentáció],  [image: 1.8. Direktszorzat-reprezentáció],  [image: 1.8. Direktszorzat-reprezentáció],  [image: 1.8. Direktszorzat-reprezentáció],  [image: 1.8. Direktszorzat-reprezentáció],  [image: 1.8. Direktszorzat-reprezentáció]
2.  [image: 1.8. Direktszorzat-reprezentáció],  [image: 1.8. Direktszorzat-reprezentáció],  [image: 1.8. Direktszorzat-reprezentáció],  [image: 1.8. Direktszorzat-reprezentáció],  [image: 1.8. Direktszorzat-reprezentáció],  [image: 1.8. Direktszorzat-reprezentáció],  [image: 1.8. Direktszorzat-reprezentáció],  [image: 1.8. Direktszorzat-reprezentáció],  [image: 1.8. Direktszorzat-reprezentáció],  [image: 1.8. Direktszorzat-reprezentáció].
3.  [image: 1.8. Direktszorzat-reprezentáció],  [image: 1.8. Direktszorzat-reprezentáció],  [image: 1.8. Direktszorzat-reprezentáció],  [image: 1.8. Direktszorzat-reprezentáció],  [image: 1.8. Direktszorzat-reprezentáció],  [image: 1.8. Direktszorzat-reprezentáció]
4. Az alábbi szimmetria műveleteket találjuk a kocka és az oktaéder esetében is:

              [image: 1.8. Direktszorzat-reprezentáció],  [image: 1.8. Direktszorzat-reprezentáció],  [image: 1.8. Direktszorzat-reprezentáció],  [image: 1.8. Direktszorzat-reprezentáció],  [image: 1.8. Direktszorzat-reprezentáció],  [image: 1.8. Direktszorzat-reprezentáció],  [image: 1.8. Direktszorzat-reprezentáció],  [image: 1.8. Direktszorzat-reprezentáció],  [image: 1.8. Direktszorzat-reprezentáció],  [image: 1.8. Direktszorzat-reprezentáció],  [image: 1.8. Direktszorzat-reprezentáció],  [image: 1.8. Direktszorzat-reprezentáció],  [image: 1.8. Direktszorzat-reprezentáció],  [image: 1.8. Direktszorzat-reprezentáció].
Ezek a műveletek az  [image: 1.8. Direktszorzat-reprezentáció] csoportot jellemzik, tehát arra kell következtetnünk, hogy mindét test az  [image: 1.8. Direktszorzat-reprezentáció] csoportba tartozik.

	
               Tekintsük  [image: 1.8. Direktszorzat-reprezentáció] és  [image: 1.8. Direktszorzat-reprezentáció] vektorokat melyek között az  [image: 1.8. Direktszorzat-reprezentáció] szimmetriaoperátor, és az operátort reprezentáló  [image: 1.8. Direktszorzat-reprezentáció] mátrix teremt kapcsolatot:  
[image: 1.8. Direktszorzat-reprezentáció]

 Legyen  [image: 1.8. Direktszorzat-reprezentáció] egy transzformáló mátrix az adott koordinátarendszer és egy másik (vesszővel jelölt) koordinátarendszer között, azaz  
[image: 1.8. Direktszorzat-reprezentáció]


              [image: 1.8. Direktszorzat-reprezentáció] hatása mindkét koordinátarendszerben felírható  
[image: 1.8. Direktszorzat-reprezentáció]

 beszorozva balról  [image: 1.8. Direktszorzat-reprezentáció]-gyel  
[image: 1.8. Direktszorzat-reprezentáció]

 Ha  [image: 1.8. Direktszorzat-reprezentáció]... a csoport elemei melyeket egy adott koordinátarendszerben az  [image: 1.8. Direktszorzat-reprezentáció],  [image: 1.8. Direktszorzat-reprezentáció],  [image: 1.8. Direktszorzat-reprezentáció],... mátrixok reprezentálnak, nagyon egyszerűen bizonyítható, hogy a koordináta transzformációval nyerhető  [image: 1.8. Direktszorzat-reprezentáció][image: 1.8. Direktszorzat-reprezentáció],  [image: 1.8. Direktszorzat-reprezentáció],...mátrixsorozat is a csoport reprezentációja:
Legyen  [image: 1.8. Direktszorzat-reprezentáció] és  
[image: 1.8. Direktszorzat-reprezentáció]

 Behelyettesítve:  
[image: 1.8. Direktszorzat-reprezentáció]

 azaz, ha  [image: 1.8. Direktszorzat-reprezentáció], akkor  [image: 1.8. Direktszorzat-reprezentáció]
q.e.d.

	
               Induljunk ki a példában szereplő és hasonlósági transzformációval már „megkezelt” mátrix reprezentációból:

              
	 	
                        [image: 1.8. Direktszorzat-reprezentáció]
                      	 



            
Végezzünk el egy új hasonlósági transzformációt az alábbi mátrixokkal:  
[image: 1.8. Direktszorzat-reprezentáció]

 A következő mátrix sorozatot nyerjük:

              
	 	
                        [image: 1.8. Direktszorzat-reprezentáció]
                      	 



            
ahol  [image: 1.8. Direktszorzat-reprezentáció] és  [image: 1.8. Direktszorzat-reprezentáció]. Jól látható, hogy az új transzformáció diagonalizálja a  [image: 1.8. Direktszorzat-reprezentáció] és  [image: 1.8. Direktszorzat-reprezentáció] operációkat reprezentáló mátrixokat, de nem diagonalizálja  [image: 1.8. Direktszorzat-reprezentáció] műveletekhez tartozókat. Így tehát találtunk a  [image: 1.8. Direktszorzat-reprezentáció] csoporthoz három egydimenziós irreducibilis reprezentációt:

              
	 	
                        [image: 1.8. Direktszorzat-reprezentáció]
                      	 



            
Továbbra sem sikerült azonban egydimenziós reprezentációkat találni a  [image: 1.8. Direktszorzat-reprezentáció],  [image: 1.8. Direktszorzat-reprezentáció] és más csoportokhoz, melyek a  [image: 1.8. Direktszorzat-reprezentáció] operációkat tartalmazzák.

	
               Tekintsük az  [image: 1.8. Direktszorzat-reprezentáció],  [image: 1.8. Direktszorzat-reprezentáció],  [image: 1.8. Direktszorzat-reprezentáció],  [image: 1.8. Direktszorzat-reprezentáció]...mátrixokat, valamint az  [image: 1.8. Direktszorzat-reprezentáció] és  [image: 1.8. Direktszorzat-reprezentáció] szorzásokat. (A mátrixszorzás nem kommutatív.) Fejezzük ki a szorzat mátrixok karaktereit a mátrixszorzás szabályai alapján:  
[image: 1.8. Direktszorzat-reprezentáció]

 és  
[image: 1.8. Direktszorzat-reprezentáció]



	
               Vizsgáljuk a következő hasonlósági transzformációt:  
[image: 1.8. Direktszorzat-reprezentáció]

 és fejezzük ki a  [image: 1.8. Direktszorzat-reprezentáció] szorzatmátrix karakterét:  
[image: 1.8. Direktszorzat-reprezentáció]

 A bizonyításnál felhasználtuk az előző pontban bizonyított tételt.

	
               Szorozzuk meg az 1.4 egyenletet a  [image: 1.8. Direktszorzat-reprezentáció]-ik irreducibilis  [image: 1.8. Direktszorzat-reprezentáció] karakterével és összegezzünk az összes R szimmetria művelet szerint:  
[image: 1.8. Direktszorzat-reprezentáció]

 Mégegyszer hangsúlyozzuk, hogy  [image: 1.8. Direktszorzat-reprezentáció] a reducibilis reprezentáció karaktere, míg,  [image: 1.8. Direktszorzat-reprezentáció] a  [image: 1.8. Direktszorzat-reprezentáció]-ik irreducibilis reprezentációé. Keressük az  [image: 1.8. Direktszorzat-reprezentáció] számokat, melyek megadják, hogy az illető reducibilis reprezentációban hányszor szerepel a  [image: 1.8. Direktszorzat-reprezentáció]-ik irreducibilis reprezentáció. Alkalmazzuk a karakterek közötti ortogonalitási relációt (a karakterekkel kapcsolatos 5. szabály):  
[image: 1.8. Direktszorzat-reprezentáció]

 Ha ebből kifejezzük  [image: 1.8. Direktszorzat-reprezentáció]-t, az 1.5 formulához jutunk:  
[image: 1.8. Direktszorzat-reprezentáció]



	
               Megoldás a feladatokhoz:
a)  [image: 1.8. Direktszorzat-reprezentáció]
b)  [image: 1.8. Direktszorzat-reprezentáció]
c)  [image: 1.8. Direktszorzat-reprezentáció]




2. fejezet - A kvantummechanika axiómái



A XIX. század vége felé úgy tűnt, hogy a fizika legfontosabb kérdései tisztázódtak. A mechanika, termodinamika és elektrodinamika elmélete befejezett és konzisztens volt és látszólag már csupán néhány apró kérdést kellett megválaszolni ahhoz, hogy a természet törvényeit a maguk teljességében ismerjük. Olyan „apró” kérdések voltak ezek, mint az elektromágneses sugárzással kapcsolatban a fekete test hőmérsékleti sugárzása, a Compton-effektus, a fényelektromos jelenség, az anyag atomos szerkezetével kapcsolatban pedig az atomok vonalas színképe, a röntgensugárzás, szilárd testek fajhőjének hőmérséklet-függése, a Franck–Hertz-kísérlet stb. Ezek vezettek azután egy merőben új elmélet, a kvantummechanika kialakulásához.
Az említett és meglehetősen különböző jelenségeknek van egy közös jellegzetességük; valamely tulajdonság diszkrét, ugrásszerű változása. A klasszikus fizikában megszokhattuk, hogy a fizikai mennyiségek valamely külső hatásra folytonos függvény szerint változnak (2.1. ábra). A függvény konkrét alakja természetesen az illető fizikai mennyiségtől és a jelenségtől függően lehet lineáris, négyzetes, exponenciális, vagy más, de a folytonosság, melyet az ember évezredek óta tapasztal a környező világban, alapkövetelmény. Ha búgócsigát forgatunk, vagy similabdával játszunk, magától értetődő, hogy minél intenzívebben ráncigáljuk a fogantyút, annál gyorsabban pörög a búgócsiga és annál nagyobb amplitúdóval rezeg a similabda. Egy molekuláris búgócsigát hiába lökdösünk egyre erősebben (lökdösés alatt most egyre nagyobb energiájú fénnyel való besugárzást, gerjesztést érthetünk), az eredmény nem változik. Aztán egyszer csak „ugrik” egyet a rendszer és hirtelen a búgócsiga gyorsabban forog. A molekuláris similabda (pl. egy HCl-molekula) rezgési amplitúdója sem változik, ha a gerjesztő foton energiáját folytonosan növeljük, míg azután egy jól meghatározott energia elérésekor hirtelen növekedés tapasztalható. Tovább növelve a gerjesztő energiát ugyanilyen lépcsőszerű ugrásokat tapasztalunk (2.2. ábra). A molekuláris rezgő rendszernek van még egy rendkívüli tulajdonsága: mindenféle külső behatás (ráncigálás) nélkül is rezeg, enélkül az ún. zéruspont-rezgés nélkül nem is létezhet.

        
	 	
                  
                    2.1. ábra. Hatás és eredmény a klasszikus fizikában.

                	 



      

        
	 	
                  [image: A kvantummechanika axiómái]
                	 



      

        
	 	
                  
                    2.2. ábra. Hatás és eredmény egy mikrorendszerben.

                	 



      

        
	 	
                  [image: A kvantummechanika axiómái]
                	 



      
A fizika alapvető feladata a természet jelenségeinek leírása. (Leírás alatt a matematikai interpretációt értjük, mivel ez a legrövidebb és a legpontosabb.) Az elmúlt sokszáz év alatt óriási tapasztalat gyűlt össze a természeti jelenségekről és matematikai leírásukról is. A kvantált jelenségek tárgyalása azonban új helyzetet jelent: a diszkrét változások jellemzéséhez a folytonos függvények nyilvánvalóan nem megfelelők, új matematikai apparátusra van szükség. Ilyen lehet pl. az 1. fejezetben bemutatott (1.3) sajátérték-egyenlet, amennyiben az egyenletből nyerhető diszkrét sajátértékeket valami módon hozzá tudjuk rendelni a diszkrét fizikai mennyiségekhez a 2.3. ábrának megfelelően. A hozzárendelés persze nem egyszerű, számos probléma vár megoldásra. Először is egy  [image: A kvantummechanika axiómái]-es mátrixnak legfeljebb  [image: A kvantummechanika axiómái] sajátértéke van. Ugyanakkor egy mikrorendszernek végtelen sok diszkrét állapota lehetséges, pl. a  [image: A kvantummechanika axiómái]-atomnak végtelen sok spektrumvonala van. Le kell tudnunk írni tehát a végtelen sok állapotot is az egyenletek segítségével. Másodszor, adnunk kell egy megfelelő algoritmust, melynek segítségével kiválaszthatjuk egy adott mikrorendszer leírására azt a mátrixot, melynek sajátértékei éppen az illető rendszer kérdéses fizikai mennyiségének lehetséges mérhető értékeit adják meg. Nem könnyű megérteni a fenti hosszú mondatot, de a feladat sem egyszerű!

        
	 	
                  
                    2.3. ábra. Hogyan illeszthető a kvantált jelenségekhez a sajátérték-egyenlet?

                	 



      

        
	 	
                  [image: A kvantummechanika axiómái]
                	 



      
Gondjaink megoldásához semmiféle előzetes tapasztalat, támpont nincs, az alapoktól kell elindulnunk, hogy felépítsük az új elméletet, a kvantummechanikát. Először tehát meg kell adni azokat a sarokpontokat, axiómákat, melyekre építkezni lehet. A kvantummechanika axiomatikus felépítése Neumann Jánostól származik. (Meg kell jegyeznünk, hogy történetileg a kvantummechanika kialakulásának útja más volt. Schrödinger, de Broglie, Heisenberg, Born és a többiek különböző klasszikus fizikai analógiákból kiindulva vezették be [és nem le] az új elméletet.)
Természetesen minden elmélet próbája a gyakorlat. A teljesen intuitív alapon nyert axiómákra épülő elmélet csak addig tekinthető helyesnek, amíg a levont következtetések egyeznek a tapasztalattal. (Eddig egyeznek!) [image: A kvantummechanika axiómái]

        
        
        [image: A kvantummechanika axiómái]
         Mit tesz a matematikus, ha ellentmondást talál egy elméletben? Elveti az elméletet. A fizikus? Módosítja az elméletet az új tapasztalat szerint. És a vegyész? Módosítja a tapasztalatot....
      
A következőkben tehát a kvantummechanika axiómáit tárgyaljuk. Mindig tartsuk szem előtt a CÉLT: a sajátérték egyenletekre alapozott matematikai leírást.

        
	 	
                  
                    1. axióma. A mikrorendszer állapotát egyértelmű állapotfüggvény írja le. Ez a függvény ad számot a rendszeren végzett mindenfajta mérés várható eredményéről.
                  

                	 



      
A rendszer vizsgálatunk tárgya: az, amivel foglalkozunk. A rendszer állapotán pedig tulajdonságai összességét értjük. (Axiómaként fogható fel az is, hogy egy mikrorendszernek egyáltalán van állapota.) Az állapotfüggvény magában foglalja tehát mindazt, ami a rendszerről tudható.
Az állapotfüggvény fogalma nem ismeretlen a klasszikus fizikában. Így pl. a tökéletes gáz egy moljának állapotát egy  [image: A kvantummechanika axiómái] állapotfüggvény írja le, mely az összes lehetséges  [image: A kvantummechanika axiómái],  [image: A kvantummechanika axiómái] és  [image: A kvantummechanika axiómái] pontok közül (az állapottér pontjai közül) kiválasztja a lehetségeseket, azaz egy felületet – az ún. állapotfelületet (2.4. ábra). Az állapotfelület különböző pontjai közötti kapcsolatot az állapotegyenlet adja meg, ez tökéletes gázok egy moljára a jól ismert gáztörvény:  
[image: A kvantummechanika axiómái]



        
	 	
                  
                    2.4. ábra. A tökéletes gáz állapotfelülete.

                	 



      

        
	 	
                  [image: A kvantummechanika axiómái]
                	 



      
Egy  [image: A kvantummechanika axiómái] pontból álló klasszikus mechanikai pontrendszer állapotát egy  
[image: A kvantummechanika axiómái]

 alakú függvény írja le, mely a részecskék  [image: A kvantummechanika axiómái] hely- és  [image: A kvantummechanika axiómái] impulzuskoordinátáját, valamint az időt tartalmazza, azaz a mechanikai rendszer szabadsági foka  [image: A kvantummechanika axiómái]. Ha ismerjük egy mechanikai rendszer állapotfüggvényét, a mechanika axiómáira alapozva egyértelműen kiszámíthatjuk a rendszer múltját és jövőjét. Ezért lehetséges megmondani, hogy pl. hol volt teljes napfogyatkozás ezer évvel ezelőtt, és ily módon számítható ki a Halley üstökös legközelebbi látogatása is Földünk közelében.
Egy mikrorendszer állapotát a kvantummechanika alapfeltevése szerint a  
[image: A kvantummechanika axiómái]

 állapotfüggvény (a hullámmozgással való analógia alapján gyakran hullámfüggvénynek is nevezzük) írja le, azaz a rendszeren végzett mérések eredménye a  [image: A kvantummechanika axiómái] függvény ismeretében kiszámítható. Maga a ? függvény azonban nem mérhető, nem megfigyelhető (már csak azért sem, mert gyakran komplex függvény). Segítségével tetszőleges pontossággal megadható a rendszer jövője. Ugyanakkor – alapvető eltérés a klasszikus mechanikától – semmit sem árul el a múltról. A kvantummechanika állapotfüggvénye csupán a koordinátát és az időt tartalmazza.  [image: A kvantummechanika axiómái] a négyzetesen integrálható függvények lineáris terébe tartozik, ami azt jelenti, hogy integrálva az összes térkoordináta szerint az integrál értéke véges: [image: A kvantummechanika axiómái]

        
        
        [image: A kvantummechanika axiómái]
         Az abszolút érték jel azért szükséges, mert a függvény komplex is lehet.
      
[image: A kvantummechanika axiómái]

 Matematikai tulajdonságai alapján a függvény a végtelen dimenziós Hilbert-tér eleme (a részleteket l. a Függelékben).
A hullámmozgást egy térbeli hullámfüggvénnyel könnyű értelmezni, annál nehezebb egy részecske mozgását. Schrödinger először úgy gondolta, hogy a részecskék a hullámfüggvénynek megfelelően kiterjednek, „elkenődnek” a térben. Ez az „elkent részecske” kép azonban számos jelenség leírásánál áthághatatlan nehézséget okoz. Sokkal elfogadhatóbb a Max Born által bevezett valószínűségi értelmezés. E szerint a  
[image: A kvantummechanika axiómái]

 kifejezés annak a valószínűségével arányos, hogy a részecskét az  
[image: A kvantummechanika axiómái]

 koordináták által határolt  [image: A kvantummechanika axiómái] elemi térrészben találjuk. Amennyiben k darab részecskét tartalmaz a rendszer, hasonló módon definiálható a részecskék megtalálási valószínűsége:

        [image: A kvantummechanika axiómái] jelenti, hogy az első részecske az  
[image: A kvantummechanika axiómái]

 a  [image: A kvantummechanika axiómái]-adik részecske pedig az  
[image: A kvantummechanika axiómái]

 közötti térrészben található. Felhívjuk a figyelmet a későbbiekben is sokat használt jelölésekre: a  [image: A kvantummechanika axiómái] változóit számokkal jelöltük, tehát a  [image: A kvantummechanika axiómái]-ben 1 az  [image: A kvantummechanika axiómái],  [image: A kvantummechanika axiómái],  [image: A kvantummechanika axiómái]-et jelenti,  [image: A kvantummechanika axiómái] pedig a  [image: A kvantummechanika axiómái]-adik részecske koordinátáit. A  [image: A kvantummechanika axiómái] az összes térbeli koordinátát jelenti, tehát  [image: A kvantummechanika axiómái], és az abszolútérték jel azért szükséges, mert  [image: A kvantummechanika axiómái] általában komplex függvény. Mivel a részecskék teljes bizonyossággal megtalálhatók az univerzumban, a valószínűségből a teljes térre való integrálás bizonyosságot ad:  
[image: A kvantummechanika axiómái]

 ahol  [image: A kvantummechanika axiómái] a Dirac által bevezetett „bra-ket” jelölés (általánosan a skalár-szorzatok szimbolizálására). A Hilbert-térben a fenti integrálásnak skalárszorzat-tulajdonságai vannak (l. Függelék). A (2.1) négyzetesen integrálhatóság feltétele még nem azonos a (2.2), ún. normálási feltétellel, de mivel  [image: A kvantummechanika axiómái]-t egy konstanssal mindig megszorozhatjuk anélkül, hogy az állapotot jellemző fizikai mennyiségeket befolyásolnánk, általában úgy választjuk meg e konstans értékét, hogy normált függvényekhez jussunk.
A hullámfüggvény jellemző tulajdonsága az ún. szuperpozíció elve. E szerint, ha  [image: A kvantummechanika axiómái] és  [image: A kvantummechanika axiómái] a rendszer állapotfüggvényei, akkor a  
[image: A kvantummechanika axiómái]

 tetszőleges lineáris kombináció is a rendszer lehetséges állapotát írja le.

        
	 	
                  
                    2. axióma. A mérhető fizikai mennyiségekhez a kvantummechanikában lineáris és önadjungált operátorokat rendelünk.
                  

                	 



      
A lineáris operátor definíciója az alábbi:  
[image: A kvantummechanika axiómái]


      
[image: A kvantummechanika axiómái]

 ahol  [image: A kvantummechanika axiómái],  [image: A kvantummechanika axiómái] függvények és  [image: A kvantummechanika axiómái] konstans.
Tartsuk szem előtt eredeti célunkat: a kvantált viselkedést akarjuk leírni sajátérték egyenletek segítségével. Mivel a méréssel nyerhető lehetséges értékeket a sajátértékekkel szeretnénk azonosítani és egy fizikai mennyiség mérése mindig valós eredményt ad, gondoskodni kell arról, hogy a fizikai mennyiséget reprezentáló operátor sajátértékei is valósak legyenek. Ezt a követelményt az önadjungált operátorok elégítik ki. Önadjungált az a mátrix, melynek transzponált-konjugáltja megegyezik az eredetivel, azaz a mátrix minden elemére  [image: A kvantummechanika axiómái] (ahol a  [image: A kvantummechanika axiómái] a konjugált komplex jele). Egy valós elemű szimmetrikus mátrix nyilvánvalóan önadjungált. Képezzünk most mátrixot az operátor, valamint egy megfelelően választott  [image: A kvantummechanika axiómái],  [image: A kvantummechanika axiómái], ... függvénysorozat segítségével úgy, hogy a mátrix elemei az  
[image: A kvantummechanika axiómái]

 skalárszorzatok legyenek. A szögletes zárójel az előbbiek szerint a következő kifejezést szimbolizálja:  
[image: A kvantummechanika axiómái]

 Ekkor az  [image: A kvantummechanika axiómái] operátor önadjungált, ha  [image: A kvantummechanika axiómái], azaz ha  
[image: A kvantummechanika axiómái]

 minden  [image: A kvantummechanika axiómái] párra.
Amennyiben a  [image: A kvantummechanika axiómái],  [image: A kvantummechanika axiómái],... függvénysorozat a Hilbert-tér egy bázisát képezi, belátható, hogy az így kapott mátrix az illető operátor egy mátrix reprezentációja. (Emlékeztetőül: bázis a lineáris tér azon legkevesebb, lineárisan független eleme, mely a tér minden egyes elemét lineáris kombináció formájában leírja. A háromdimenziós térben három megfelelően választott vektorral, pl. a három egységvektorral lehet megadni minden pontot, a 25 dimenziós térben pedig 25 lineárisan független vektorral. A végtelen dimenziós Hilbert-tér bázisa pedig végtelen elemű.) Ugyanúgy, felvéve a Hilbert-tér egy másik bázisát, az operátornak egy másik mátrixreprezentációjához jutunk. Az egyes reprezentációk megfelelő hasonlósági transzformációval egymásba transzformálhatók. Létezik egy különleges transzformáció (az ún. főtengely-transzformáció), melynek a segítségével a mátrixreprezentáció diagonális alakba hozható: 
[image: A kvantummechanika axiómái]

Ebből következően 
[image: A kvantummechanika axiómái]

tehát
az  [image: A kvantummechanika axiómái] operátor sajátérték egyenletének mátrix reprezentációját kapjuk. A diagonális  [image: A kvantummechanika axiómái] mátrix  [image: A kvantummechanika axiómái],  [image: A kvantummechanika axiómái],... elemei  [image: A kvantummechanika axiómái] egyben  [image: A kvantummechanika axiómái] sajátértékei is.  [image: A kvantummechanika axiómái] sajátfüggvényeit pedig a  [image: A kvantummechanika axiómái]... bázis lineárkombinációja alakjában nyerjük:  
[image: A kvantummechanika axiómái]

ahol  [image: A kvantummechanika axiómái] a  [image: A kvantummechanika axiómái] mátrix  [image: A kvantummechanika axiómái]-edik eleme. Konkrét kvantumkémiai számításokat többnyire úgy hajtunk végre, hogy keresünk egy alkalmas bázist, megszerkesztjük a megfelelő operátor mátrix reprezentációját és megoldjuk a mátrix sajátérték-egyenletét. A gyakorlatban természetesen csak véges „bázist” alkalmazhatunk, ezt azonban úgy választjuk meg, hogy az ebből adódó közelítés hibája a lehető legkisebb legyen.
Három fontos tételt fogalmazhatunk meg az önadjungált operátorokkal kapcsolatban.
1. Önadjungált operátorok sajátértékei mindig valós számok.1
2. Egy önadjungált operátor különböző sajátértékeihez tartozó sajátfüggvényei egymásra ortogonálisak.2 Ez azt jelenti, hogy ha  [image: A kvantummechanika axiómái] és  [image: A kvantummechanika axiómái] az  [image: A kvantummechanika axiómái] két (mondjuk  [image: A kvantummechanika axiómái] és  [image: A kvantummechanika axiómái] sajátértékhez tartozó) sajátfüggvénye, akkor  
[image: A kvantummechanika axiómái]


3. Önadjungált operátorok sajátfüggvényei teljes függvényrendszert adnak. Ez azt jelenti, hogy segítségükkel a Hilbert-tér bármely eleme megadható lineáris kombinációként:  
[image: A kvantummechanika axiómái]

 Úgy is fogalmazhatunk, hogy a  [image: A kvantummechanika axiómái],  [image: A kvantummechanika axiómái]... sajátfüggvények a Hilbert tér egy bázisát alkotják.
Következő feladatunk az, hogy megkeressük az egyes fizikai mennyiségekhez rendelhető operátorok konkrét alakját. Továbbra sincs semmilyen előzetes információnk ehhez a munkához, akár minden egyes operátort axiómának is tekinthetünk. [image: A kvantummechanika axiómái]

        
        
        [image: A kvantummechanika axiómái]
         Ennek folyományaként tudatában kell lennünk annak is, hogy különböző konzisztens reprezentációk lehetségesek, melyek közül itt csupán egyet, az un. koordináta reprezentációt ismertetjük.
      
Válasszuk a részecske  [image: A kvantummechanika axiómái],  [image: A kvantummechanika axiómái],  [image: A kvantummechanika axiómái] koordinátáihoz a koordinátákkal való szorzás műveletét:  
[image: A kvantummechanika axiómái]

 és válasszuk a részecskék  [image: A kvantummechanika axiómái],  [image: A kvantummechanika axiómái],  [image: A kvantummechanika axiómái] impulzus komponenseihez a következő differenciál operátorokat:  
[image: A kvantummechanika axiómái]

 Ha ezt sikerül elfogadnunk (megérteni nem kell, nem is lehet), túl vagyunk a nehezén. A klasszikus fizika összefüggéseinek ugyanis most is igaznak kell lenniük. Ha egy részecske kinetikus energiája  
[image: A kvantummechanika axiómái]

 akkor a kinetikus energiához rendelhető operátor  
[image: A kvantummechanika axiómái]

 ahol a  [image: A kvantummechanika axiómái] szimbólum (az ún. Laplace-operátor) a három koordináta szerinti második deriváltak összegét jelöli és  [image: A kvantummechanika axiómái], pusztán egy rövidítés. Ha (konzervatív erőtérben) a potenciális energia csak a részecske koordinátáinak függvénye:  
[image: A kvantummechanika axiómái]


      
[image: A kvantummechanika axiómái]

a potenciális energia függvénnyel való szorzást jelenti.
Ha a teljes mechanikai energia  [image: A kvantummechanika axiómái], akkor  
[image: A kvantummechanika axiómái]

 Az energia-operátort  [image: A kvantummechanika axiómái]-val jelöljük és Hamilton operátornak nevezzük. Ha az impulzusmomentum  [image: A kvantummechanika axiómái] irányú komponense (az  [image: A kvantummechanika axiómái] vektoriális szorzatból):  
[image: A kvantummechanika axiómái]


      
[image: A kvantummechanika axiómái]

 Ennyi tökéletesen elegendő is ahhoz, hogy egy (kvantum)mechanikai rendszert jellemezni tudjunk. [image: A kvantummechanika axiómái]

        
        
        [image: A kvantummechanika axiómái]
         Felmerül a kérdés, hogy pl. a tömeghez miért nem rendelünk operátort? A tömeg konstansnak tekintendo (épp úgy, mint pl. a töltés), melytol függ a mechanikai rendszer mozgásállapota, de amely nem függ a rendszer mozgásállapotától. A kvantum-térelméletben, mikor éppen az elemi részecskék lehetséges tömege kérdéses, vannak olyan leírások, melyekben a tömeghez is operátort rendelnek.
      
Meg kell még vizsgálnunk az egyes operátorok egymáshoz való viszonyát. Könnyen belátható, pl. hogy a koordináta- és impulzuskomponensek operátorai nem felcserélhetők, pl.  
[image: A kvantummechanika axiómái]


      
[image: A kvantummechanika axiómái]


      
[image: A kvantummechanika axiómái]

 ugyanakkor, pl.  [image: A kvantummechanika axiómái],  [image: A kvantummechanika axiómái], tehát ezek az operátorok felcserélhetők. (A „felcserélés” műveletét szögletes zárójellel jelöljük és kommutátornak nevezzük.) Nem cserélhetők fel az impulzusmomentum komponensek operátorai, pl.  
[image: A kvantummechanika axiómái]

 de felcserélhető az impulzusmomentum négyzetének operátora valamelyik komponens operátorával:  
[image: A kvantummechanika axiómái]

 Talán nem felesleges ismét emlékeztetni az olvasót, hogy erőfeszítéseink egy matematikai eszköznek – a sajátérték egyenletnek – a mikrovilág sajátságaihoz való hozzáillesztését célozzák. Amíg az 1. axióma a sajátfüggvényt értelmezi, a második egy operátor és egy fizikai mennyiség között ad kapcsolatot. Következő célunk csak az lehet, hogy egy mérés lehetséges eredményeit értelmezzük.

        
	 	
                  
                    3. axióma. Egy fizikai mennyiség méréssel nyerhető értékei megegyeznek a hozzárendelt operátor valamely sajátértékével.
                  

                	 



      
Legyen egy A fizikai mennyiség, melyhez rendelt operátor  [image: A kvantummechanika axiómái], és melynek sajátfüggvényei a  [image: A kvantummechanika axiómái] teljes függvényrendszer elemei. Ha a rendszer állapota  [image: A kvantummechanika axiómái] és A-t mérjük, eredményül teljes bizonyossággal  [image: A kvantummechanika axiómái]-t kapunk. Ha pedig a rendszer állapota  [image: A kvantummechanika axiómái], eredményül a  [image: A kvantummechanika axiómái] sajátértéket nyerjük.  [image: A kvantummechanika axiómái],  [image: A kvantummechanika axiómái] és minden  [image: A kvantummechanika axiómái]-vel jellemezhető állapot az  [image: A kvantummechanika axiómái] operátor „saját” állapota, vagy ahogy mondjuk sajátállapota. Természetesen a lehetséges állapotok nem mindegyike sajátállapot.

        
	 	
                  [image: A kvantummechanika axiómái]
                	 



      
Legyen most a kezdeti állapot valamilyen  [image: A kvantummechanika axiómái] (2.5. ábra), mely nem sajátállapota  [image: A kvantummechanika axiómái]-nak. Az ilyen állapotot, mivel a  [image: A kvantummechanika axiómái] bázis segítségével kifejezhető, mint „keverék”, azaz lineáris kombináció, kevert állapotnak nevezzük. Vajon mit fogunk most mérni? A 3. axióma szerint mindenképpen  [image: A kvantummechanika axiómái] valamelyik  [image: A kvantummechanika axiómái] sajátértékét, de hogy melyiket, azt nem tudjuk. És mi lesz a rendszer állapota mérés után? Ha  [image: A kvantummechanika axiómái]-t mértünk, akkor  [image: A kvantummechanika axiómái], ha  [image: A kvantummechanika axiómái]-at, akkor nyilván  [image: A kvantummechanika axiómái].

        
	 	
                  
                    2.5. ábra. Bázis és kevert állapot a Hilbert-térben.

                	 



      

        
	 	
                  [image: A kvantummechanika axiómái]
                	 



      

        
	 	
                  [image: A kvantummechanika axiómái]
                	 



      
Tehát a mérés megváltoztatja a rendszert: a keverékből kiszűr egy sajátállapotot, és abba kényszeríti. Ez az oka annak, hogy nem ismerjük a mikrorendszer múltját: jelenlegi állapotát méréssel állapíthatjuk meg, így semmi információnk nem lehet arról, hogy a mérés előtt milyen állapotban is volt a rendszer.

        
	 	
                  
                    4. axióma. Bármely fizikai mennyiség várható értéke,  [image: A kvantummechanika axiómái], az alábbi skalárszorzattal adható meg:
                  

                	 



        
[image: A kvantummechanika axiómái]

A klasszikus várható érték definíciója (normális eloszlású változó esetén):  
[image: A kvantummechanika axiómái]

A szórás a várható értéktől való eltérés várható értéke:  
[image: A kvantummechanika axiómái]

A kvantumrendszer esetén a szórás:  
[image: A kvantummechanika axiómái]

Ha  [image: A kvantummechanika axiómái], akkor  [image: A kvantummechanika axiómái] és ebből  [image: A kvantummechanika axiómái].
Ez éppen a sajátérték egyenlet. Tehát annak szükséges és elégséges feltétele, hogy méréskor éppen a várható értéket kapjuk az, hogy a rendszer állapotfüggvénye éppen a sajátérték egyenlet aktuális sajátfüggvénye legyen. Legyen most a rendszer egy  [image: A kvantummechanika axiómái] kevert állapotban, és mérjük  [image: A kvantummechanika axiómái]-t. Nyilván  [image: A kvantummechanika axiómái] valamelyik  [image: A kvantummechanika axiómái] sajátértékét fogjuk mérni. Azt nem tudjuk melyiket, de a várható értéket kiszámíthatjuk:  
[image: A kvantummechanika axiómái]

 Kihasználtuk, hogy  [image: A kvantummechanika axiómái] kifejezhető a  [image: A kvantummechanika axiómái] sajátfüggvények szerint (l. 2.9). A kifejezés egyszerűbbé tehető, mivel a  [image: A kvantummechanika axiómái] bázis elemei ortogonálisak egymásra:  
[image: A kvantummechanika axiómái]

 Azaz minél nagyobb a  [image: A kvantummechanika axiómái] lineárkoefficiens, annál „közelebb van” a rendszer állapota az  [image: A kvantummechanika axiómái]-ik sajátállapothoz,  [image: A kvantummechanika axiómái]-hez, és így annál nagyobb valószínüséggel mérjük a  [image: A kvantummechanika axiómái] sajátértéket. Ezek szerint a  [image: A kvantummechanika axiómái] a  [image: A kvantummechanika axiómái] sajátérték mérésének a valószínűségét adja meg.
Vizsgáljunk most két fizikai mennyiséget,  [image: A kvantummechanika axiómái]-t és  [image: A kvantummechanika axiómái]-t, ill. a hozzájuk rendelt operátorokat,  [image: A kvantummechanika axiómái]-t és  [image: A kvantummechanika axiómái]-t. Legyenek  [image: A kvantummechanika axiómái] és  [image: A kvantummechanika axiómái] sajátértékei  [image: A kvantummechanika axiómái] és  [image: A kvantummechanika axiómái] mennyiségek sajátfüggvényei a  [image: A kvantummechanika axiómái] és  [image: A kvantummechanika axiómái] függvények (2.6. ábra). Tegyük fel hogy kiinduláskor a rendszer állapota  [image: A kvantummechanika axiómái].  [image: A kvantummechanika axiómái]-t mérve eredményül mindig  [image: A kvantummechanika axiómái]-at kapunk. Mérésekor viszont valamely  [image: A kvantummechanika axiómái] állapotba jutunk. Újra mérve  [image: A kvantummechanika axiómái]-t, egy  [image: A kvantummechanika axiómái]-be jutunk, és így tovább. Az eredmény egyszer sem jósolható meg, nem tudjuk előre kiszámítani, mit fogunk mérni. Megadható viszont a mérések várható értéke a fentiek szerint. A tapasztalat szerint azonban léteznek olyan fizikai mennyiségek, melyek egymás melletti mérése mindig azonos eredményre vezet. Hogy ezt megértsük, tekintsük a következő matematikai tételt.

        
	 	
                  
                    2.6. ábra. Illusztráció két fizikai mennyiség párhuzamos mérhetőségéhez.

                	 



      

        
	 	
                  [image: A kvantummechanika axiómái]
                	 



      

        [image: A kvantummechanika axiómái] és  [image: A kvantummechanika axiómái] operátoroknak akkor és csak akkor létezik közös sajátfüggvény rendszerük, ha felcserélhetők.3 (Azaz, ha felcserélhetők, akkor létezik közös sajátfüggvény rendszerük, és ha létezik, abból következik a felcserélhetőség is.)
A tétel alapján két fizikai mennyiség egyidejű, vagy egymás utáni mérésével kapcsolatos eddigi képünk módosul.

        [image: A kvantummechanika axiómái] Amennyiben a fizikai mennyiségekhez rendelt operátorok felcserélhetők, a közös sajátállapot egyértelműen meghatározza mindkét mérhető mennyiséget.

        [image: A kvantummechanika axiómái] Ha az operátorok nem felcserélhetők, a rendszer állapota legfeljebb csak az egyik mennyiség számára sajátállapot, a másik számára kevert állapot, és ezért mérését a véletlen szabja meg. Ez a Heisenberg-féle határozatlansági reláció. Ilyen kapcsolat áll fenn minden ún. kanonikusan konjugált mennyiség között, így pl. a

        [image: A kvantummechanika axiómái] és  [image: A kvantummechanika axiómái]

        [image: A kvantummechanika axiómái] és  [image: A kvantummechanika axiómái]

        [image: A kvantummechanika axiómái] és  [image: A kvantummechanika axiómái] mennyiségek között.
Ezért egy részecske helyét és sebességét (impulzusát) egy időben, tetszőleges pontossággal nem tudjuk meghatározni. A valamely állapothoz tartozó energiát nem mérhetjük tetszőlegesen pontosan, pontosságunk az állapot élettartamától függ. Ha pl. egy gerjesztett állapot élettartama nagyon rövid, a gerjesztési spektrumban a megfelelő sáv kiszélesedik. Ez az ún. természetes vonalszélesség, mely elvi korlátot ad a spektrumvonalak felbonthatóságára. Ennél jobb felbontást semmilyen készülékkel nem lehet elérni. [image: A kvantummechanika axiómái]

        
        
        [image: A kvantummechanika axiómái]
         Szigorúan véve az energia és az idő között nem létezik bizonytalansági reláció, mivel az időhöz a kvantummechanikában nem rendelünk operátort és így a kommutativitási relációt sem definiálhatjuk. A kommutativitási reláció az időfüggő Schrödinger egyenlet alapján és az impulzus és koordináta közötti reláció következményeként adódik.
      
Az impulzusmomentum komponensek között fennálló bizonytalanságra a H-atom tárgyalásánál még visszatérünk.

        
	 	
                  
                    5. axióma. Egy mikrorendszer állapotának időfüggését az ún. időfüggő Schrödinger egyenlet (a kvantummechanika állapotegyenlete) adja meg:
                  

                	 



        
[image: A kvantummechanika axiómái]

Ez az egyenlet emeli ki az energia-sajátérték egyenletet a többi fizikai mennyiséghez rendelt sajátérték egyenlet közül. Amennyiben ismerjük egy rendszer állapotát valamely  [image: A kvantummechanika axiómái] időpillanatban (pl. úgy, hogy megmérjük a rendszert jellemző összes, egyidejűleg mérhető mennyiséget), akkor a rendszer állapota  [image: A kvantummechanika axiómái] időpontban egyértelműen meghatározott. Az előbbiek értelmében a mérés előtti állapotról viszont semmit sem tudunk.
Amennyiben a rendszer állapota időben változatlan, stacionárius állapotról beszélünk. Ez esetben az időfüggés leválasztható az állapotfüggvényről:  
[image: A kvantummechanika axiómái]

Behelyettesítve a (2.14) Schrödinger egyenletbe és rendezve kapjuk a következőt:  
[image: A kvantummechanika axiómái]

Mivel a baloldal csak t, a jobboldal csak  [image: A kvantummechanika axiómái] függvénye, a két oldalnak külön-külön egy konstanssal kell egyenlőnek lennie :  
[image: A kvantummechanika axiómái]

 (az időtől független Schrödinger egyenlet) és  
[image: A kvantummechanika axiómái]

 Meg kell jegyeznünk, hogy bármennyire is csinos a (2.14) állapotegyenlet, van egy „aprócska” hibája: az, hogy nem igaz, ugyanis nincs összhangban a relativitás elmélettel. Ennek matematikai oka az, hogy az egyenletben az idő szerinti első, míg a hely szerinti második derivált szerepel, és ezért – a speciális relativitáselmélet nyelvén szólva – a Lorenz-transzformációval szemben nem invariáns. Márpedig a természet minden törvénye tükrözi ezt az invarianciát. A gondon Dirac segített: egyenletében az időnek és a helynek is az első deriváltja szerepel. Ezt az egyenletet hívják a relativisztikus kvantummechanika állapotegyenletének.
Létezik még egy 6. axióma is, mielőtt azonban erre rátérnénk, pihenjünk egyet! Pihentetőül pedig nézzük meg a Schrödinger-egyenlet néhány egyszerű megoldását.

        
          Megjegyzések
        
      
	
             Önadjungált operátorok sajátértékei mindig valós számok.
Legyen  [image: A kvantummechanika axiómái] operátor egy tetszőleges sajátfüggvénye  [image: A kvantummechanika axiómái], azaz  [image: A kvantummechanika axiómái]
Szorozzuk be a sajátérték egyenlet mindkét oldalát balról és képezzük a skalárszorzatukat  
[image: A kvantummechanika axiómái]

 majd jobbról ugyanígy:  
[image: A kvantummechanika axiómái]

 Mivel a két egyenletnek a bal oldala megegyezik, a jobb oldalak is egyenlőek, azaz  
[image: A kvantummechanika axiómái]


          

	
             Egy önadjungált operátor különböző sajátértékeihez tartozó sajátfüggvényei egymásra ortogonálisak.
Legyen  [image: A kvantummechanika axiómái] és  [image: A kvantummechanika axiómái][image: A kvantummechanika axiómái] két különböző sajátértékhez tartozó sajátfüggvénye:  
[image: A kvantummechanika axiómái]

 Szorozzuk meg az első egyenletet balról  [image: A kvantummechanika axiómái]-vel, a másodikat jobbról  [image: A kvantummechanika axiómái]-el, és képezzük a skalárszorzatokat mindkét esetben:  
[image: A kvantummechanika axiómái]

 A két egyenletnek a bal oldala megegyezik, így a jobb oldalak is egyenlők. Mivel  [image: A kvantummechanika axiómái] és  [image: A kvantummechanika axiómái] különbözőek, ez csak úgy lehet, ha

            [image: A kvantummechanika axiómái], ez pedig az ortogonalitás feltétele.

	
             Csak a tétel egyik felét bizonyítjuk.
Legyen  [image: A kvantummechanika axiómái] és  [image: A kvantummechanika axiómái] operátorok közös sajátfüggvénye  [image: A kvantummechanika axiómái], azaz  
[image: A kvantummechanika axiómái]

 Alkalmazzuk az első egyenleten  [image: A kvantummechanika axiómái]-t, a másodikon  [image: A kvantummechanika axiómái]-t:  
[image: A kvantummechanika axiómái]

 Mivel a két egyenlet jobb oldala megegyezik, egyenlők a bal oldalak is, tehát  [image: A kvantummechanika axiómái], azaz  [image: A kvantummechanika axiómái] és  [image: A kvantummechanika axiómái] felcserélhetők.




3. fejezet - A hidrogénatom és egyéb furcsaságok



Egy mikrorendszer állapotának meghatározásához a Schrödinger-egyenletet kell megoldanunk. Ennek első lépése a Hamilton-operátor megszerkesztése. A kinetikus energia operátora univerzális, adott részecskeszám mellett mindig azonos. A rendszert tehát a potenciális energia függvény jellemzi és ettől függ a megoldás nehézsége is. A Schrödinger-egyenlet zárt, analitikus formában csak a legegyszerűbb potenciálfüggvények esetében oldható meg. Ebben a fejezetben ezek közül mutatunk három példát. Az első esetben egyetlen részecske mozog potenciálmentes térben. Ennél egyszerűbb lehetőség nincs is. A második eset a harmonikus rezgő rendszerekkel foglalkozik, míg a harmadik példában egy  [image: A hidrogénatom és egyéb furcsaságok] alakú, ún. centrális erőteret alkalmazunk (melyben a potenciális energia csak a középponttól mért távolságtól függ, az iránytól nem). Ezt tárgyaljuk a legrészletesebben, hiszen ez nem más, mint a hidrogénatom esete. Mivel számunkra most csak a levonható tanulságok fontosak, áttekintjük a megoldás menetét, de a konkrét matematikai levezetésekben nagyokat ugrunk.
3.1. A szabadon mozgó részecske



Válasszunk egy  [image: 3.1. A szabadon mozgó részecske] tömegű részecskét, mely szabadon mozog az univerzumban és jól érzi magát, mivel a tér potenciálmentes, azaz  [image: 3.1. A szabadon mozgó részecske]. Ekkor természetesen  
[image: 3.1. A szabadon mozgó részecske]

 és így az időtől független Schrödinger-egyenlet az alábbi nagyon egyszerű alakban írható fel:  
[image: 3.1. A szabadon mozgó részecske]

 Ez egy másodrendű parciális differenciálegyenlet, melynek egy partikuláris megoldását a következő kifejezés adja:  
[image: 3.1. A szabadon mozgó részecske]

 és amely akkor lesz korlátos, ha  [image: 3.1. A szabadon mozgó részecske],  [image: 3.1. A szabadon mozgó részecske] és  [image: 3.1. A szabadon mozgó részecske] valósak. A Schrödinger-egyenletbe visszahelyettesítve megkapjuk az energiát:  
[image: 3.1. A szabadon mozgó részecske]

 Mivel a teljes energia most kizárólag a kinetikus energiát tartalmazza, felírható ugyanakkor  
[image: 3.1. A szabadon mozgó részecske]

 Tehát a hullámfüggvény  
[image: 3.1. A szabadon mozgó részecske]

 alakú.
Vagy – amennyiben a (2.15) időfüggést is figyelembe vesszük:  
[image: 3.1. A szabadon mozgó részecske]

 mely egy tovaterjedő síkhullám egyenlete. Ha pl.  [image: 3.1. A szabadon mozgó részecske], akkor  
[image: 3.1. A szabadon mozgó részecske]

 és mivel egy x-irányban tovaterjedő hullám egyenlete:  
[image: 3.1. A szabadon mozgó részecske]

 következik, hogy a síkhullám hullámhossza  [image: 3.1. A szabadon mozgó részecske], rezgésideje pedig  [image: 3.1. A szabadon mozgó részecske] Tehát a  [image: 3.1. A szabadon mozgó részecske] impulzusú részecske  [image: 3.1. A szabadon mozgó részecske] hullámhosszú síkhullámként viselkedik. Nézzük a térbeli sűrűségeloszlást:  
[image: 3.1. A szabadon mozgó részecske]

 konstans!
Azt kaptuk tehát, hogy a részecske a tér bármely pontján egyforma valószínűséggel lehet jelen – más szóval a részecske helyéről semmit sem tudunk. (Hát persze, hiszen az impulzust pontosan ismerjük!) Ugyancsak nem tudunk semmit arról az időről, melyet a részecske az adott állapotban tölt (hiszen az energiát is pontosan ismerjük). A részecskék ilyen állapotát nevezik anyaghullámnak.
Látható az is, hogy miként az impulzuskomponensek, a részecske energia-sajátértékei is tetszőlegesek lehetnek: potenciálmentes térben a részecske mozgása nem kvantált. Abban a pillanatban azonban, amikor a potenciális energia nem zérus és a részecske mozgását korlátozzuk, belép a kvantáltság.


3.2. A harmonikus oszcillátor



Vizsgáljunk egy ideális rezgő rendszert, mely két gombócból, és az őket összekötő rugóból áll, és a tengely mentén rezeg. Tekintsük az egyik gombócot a koordinátarendszer középpontjának – és így mozdulatlannak – ekkor elegendő a másik gombóc rezgő mozgásával foglalkozni. Legyen az oszcillátor tengelye az  [image: 3.2. A harmonikus oszcillátor] tengely. Azt mondjuk, hogy a rezgés harmonikus, ha a rezgő gombócot visszahúzó erő egyenesen arányos a kitéréssel:  
[image: 3.2. A harmonikus oszcillátor]

 A  [image: 3.2. A harmonikus oszcillátor] arányossági faktort erőállandónak nevezzük. Harmonikus rezgő rendszer potenciális energiája ekkor egy parabola egyenlete:  
[image: 3.2. A harmonikus oszcillátor]

 a rezgés frekvenciája pedig:  
[image: 3.2. A harmonikus oszcillátor]

 Az ilyen rendszereket harmonikus oszcillátornak nevezzük. A harmonikus oszcillátor modelje alkalmazható az atomoknak a kémiai kötések mentén történő rezgő mozgásának leírására is, noha már itt szükséges hangsúlyoznunk, hogy egy „molekuláris similabda” rezgése sohasem harmonikus. A molekulával nem lehet vég nélkül „similabdázni”, mert egy adott rezgési energiát elérve a molekula szétszakad. A szétszakadt részecskék között kölcsönhatás nincs, és ez a helyzet már független a távolságtól, azaz a harmonikus rezgést jelentő parabolikus potenciál meredeken felfelé törő szára a valódi molekula esetében a növekvő atomtávolsággal vízszintesbe hajlik (3.1. ábra).

          
	 	
                    
                      3.1. ábra. Harmonikus és anharmonikus oszcillátor potenciális energiája.

                  	 



        

          
	 	
                    [image: 3.2. A harmonikus oszcillátor]
                  	 



        
Térjünk vissza az ideális similabdához, illetve annak mikroméretű változatához. Mivel a potenciális energiát ismerjük, a Schrödinger egyenlet könnyen felírható:  
[image: 3.2. A harmonikus oszcillátor]


          [image: 3.2. A harmonikus oszcillátor]-t kifejezve a (3.3) összefüggésből és figyelembe véve, hogy a  [image: 3.2. A harmonikus oszcillátor] operátor-nak csak az  [image: 3.2. A harmonikus oszcillátor] irányú komponense létezik, a  
[image: 3.2. A harmonikus oszcillátor]

 egyszerű másodrendű differenciálegyenlethez jutunk, melynek megoldását (milyen könnyű is ezt mondani) az olvasóra bízzuk. (Könnyítésül: osszuk el az egyenletet  [image: 3.2. A harmonikus oszcillátor]-mel és vezessük be a következő új változókat:  [image: 3.2. A harmonikus oszcillátor],  [image: 3.2. A harmonikus oszcillátor].)
A végeredmény a rezgési energia és a rezgési hullámfüggvény: [image: 3.2. A harmonikus oszcillátor]

          
          
          [image: 3.2. A harmonikus oszcillátor]
           A megoldás részletei megtalálhatók pl. Gombás P., Kisdi D.: 
          Bevezetés a hullámmechanikába és alkalmazásaiba.
           Akadémiai Kiadó, 1967, I. N. Levine: 
          Quantum Chemistry
          .  
          [image: 3.2. A harmonikus oszcillátor]
           ed. Prentice Hall Inc. London, 1991. vagy J. Norwood, Jr.: 
          Századunk fizikája.
           Műszaki Könyvkiadó, 1981. 8. fejezetében.
        
[image: 3.2. A harmonikus oszcillátor]


        
[image: 3.2. A harmonikus oszcillátor]

 ahol  [image: 3.2. A harmonikus oszcillátor] az un. rezgési kvantumszám,  [image: 3.2. A harmonikus oszcillátor] konstans és  [image: 3.2. A harmonikus oszcillátor] egy  [image: 3.2. A harmonikus oszcillátor]-edfokú polinom, az un. Hermitepolinom, melynek néhány tagját láthatjuk a 3.1. táblázatban. A rezgési hullámfüggvény alakja viszonylag egyszerű.  [image: 3.2. A harmonikus oszcillátor] esetben  [image: 3.2. A harmonikus oszcillátor] egy Gauss-függvény, melynek maximuma,  [image: 3.2. A harmonikus oszcillátor] a rezgőmozgás „középpontját” adja (3.2. ábra). Ellentétben a klasszikus rezgőmozgással, mikor is a rezgő rendszer a leghosszabb időt a fordulópontokban tölti, a kvantumrendszer legvalószínübb állapota a  [image: 3.2. A harmonikus oszcillátor] függvény maximumában van. Növekvő  [image: 3.2. A harmonikus oszcillátor]-vel a legvalószínűbb állapot a fordulópontok felé közeledik azaz a kvantummechanikai leírás a klasszikus leíráshoz közelít. Az is jól látható, hogy a hullámfüggvény értéke a parabolán kívül sem zérus. A rendszer energiája kvantált, az energia a  [image: 3.2. A harmonikus oszcillátor] kvantumszámtól függ. A rezgési energia sohasem lehet zérus. Ha  [image: 3.2. A harmonikus oszcillátor], akkor  [image: 3.2. A harmonikus oszcillátor], ez az ún. zéruspont energia. A többi energiaszint a zérusponttól  [image: 3.2. A harmonikus oszcillátor] egész számú többszörösével különbözik, azaz a szomszédos szintek távolsága mindig azonos.

          
	 	
                    
                      3.1. táblázat. Hermite-polinomok.

                  	 



        

          
	 	
                    [image: 3.2. A harmonikus oszcillátor]
                  	 



        

          
	 	
                    
                      3.2. ábra. A harmonikus oszcillátor energiaszintjei és hullámfüggvényei. 

                  	 



        

          
	 	
                    [image: 3.2. A harmonikus oszcillátor]
                  	 



        

3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom



Helyezzünk egy protont és egy elektront a térbe. A két részecske között a Coulomb-vonzás hat:  
[image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom]

 Válasszuk a koordinátarendszer középpontjául a protont. Ez némi pontatlanságot fog jelenteni, hiszen a valódi tömegközéppont nem pontosan a proton közepén van, de mivel a proton kb. 1840-szer nehezebb az elektronnál, ettől eltekinthetünk. A Schrödinger-egyenletet most a következő alakban írhatjuk fel:  
[image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom]

 Minthogy az erőtér centrális, a számítások kényelmesebben elvégezhetők, ha derékszögű koordinátarendszerből polárkoordináta-rendszerbe térünk át. A változók közötti összefüggések (3.3. ábra):  
[image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom]



          
	 	
                    
                      3.3. ábra. A koordináta-rendszer a hidrogénatom sajátérték-problémájának a megoldásához.

                  	 



        

          
	 	
                    [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom]
                  	 



        
Polárkoordináta-rendszerben a Hamilton operátor alakja meglehetősen csúnya, ezért – gondolván az olvasó érzékenységére – nem fejtjük ki részletesen.
A hullámfüggvény is az új változók függvénye, és az új változók szerint szeparálható; egy  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom]radiális rész és egy  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom]anguláris függvény szorzataként írható fel:  
[image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom]

 A megoldáshoz felhasználjuk  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom] felcserélési sajátságait:  
[image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom]

 azaz  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom] felcserélhető az impulzusmomentumhoz rendelt, valamint az impulzusmomentum-vektor valamely irányba vett vetületéhez rendelt operátorokkal. (Az impulzusmomentum-vektor hossza, abszolút értéke helyett vehetjük az  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom]-et is.1) Ennél fogva létezniük kell olyan függvényeknek, melyek egyszerre mindhárom operátor sajátfüggvényei. Egy sajátérték egyenlet helyett most már az alábbi három egyenlettel kell foglalkoznunk:
a)  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom] – az energia számítására
b)  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom] – az impulzusmomentum vektor hosszának számítására
c)  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom] – az impulzusmomentum vektor irányának számítására
ahol  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom], ill  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom] az impulzusmomentum, ill. az impulzusmomentum  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom] irányú komponensének sajátértékei (nem tévesztendő össze a „kalapos” operátorokkal). Hogyan kell értenünk, hogy  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom]-nak,  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom]-nek és  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom]-nek léteznek közös sajátfüggvényeik, mikor a három egyenlet független változói különböznek?  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom] mindhárom változótól függ.  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom] csak a  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom] és  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom] függvénye, ezért az  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom] sajátfüggvény is csak  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom]-tól és  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom]-től függ, míg  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom] és a  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom] sajátfüggvény is csak a  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom] változó függvénye:  
[image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom]

 Mivel  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom] független  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom]-től és  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom]-tól, ezért a következő írható:  
[image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom]


A  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom]-nek  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom]- és  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom]-függő részei csupán mint konstans paraméterek szerepelnek az egyenletben, azaz  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom] valóban közös sajátfüggvény. Ugyanúgy az  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom] operátornak is sajátfüggvénye  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom], de ekkor a  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom]-ben szereplő  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom] függvény konstans és kiemelhető az operátor elé. [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom]

          
          
          [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom]
           Természetesen fordítva nem igaz:  
          [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom]
          -nak nem sajátfüggvénye pl. a  
          [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom]
           függvény.
        
A megoldás menete most a következő. Először megoldjuk a c) sajátérték egyenletet, lévén ez a legegyszerűbb. A megoldásként kapott  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom] sajátfüggvényekkel már megoldható b), majd  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom] és  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom], ismeretében az a.) egyenletből  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom].
A c) egyenlet nagyon gyorsan megoldható 2 és a következő eredményt adja:  
[image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom]

 ahol  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom] független  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom]-től, de természetesen függhet  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom]-től és  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom]-tól. Mivel a  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom] koordináta 0 és  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom] között periódikusan változik, a  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom] függvény is periódikus, azaz értéke azonos  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom]-nél és  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom]-nél, ezért  
[image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom]

 egész szám, melynek értéke 0,  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom],  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom],... lehet. A sajátértékek és sajátfüggvények tehát  
[image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom]

 Hasonló módon – csak éppen nem öt perc alatt – oldható meg a b) egyenlet. A végeredmény:  
[image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom]

 ahol  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom]egy újabb egész szám, melynek lehetséges értékei  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom] Az  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom] sajátfüggvények (ún. gömbfüggvények) mindkét egész számtól ([image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom]) függenek, tartalmazzák  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom] sajátfüggvényeit ([image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom]), valamint a  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom]-ed fokú polinomot (ún. asszociált Legendre-polinomot).
Végül a radiális részre vonatkozó differenciálegyenletet megoldva, azt kapjuk, hogy az E energia is egy egész szám ([image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom]) segítségével adható meg, és az  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom] függvény egy egyszerű exponenciális részből, valamint egy  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom]-től és  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom]-től függő polinomból (az ún. asszociált Laguerre-polinomból) áll:  
[image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom]

 Az  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom] és az  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom] függvények első néhány tagját a 3.2 és 3.3 táblázatba gyűjtöttük.

          
	 	
                    
                      3.2. táblázat. Hidrogénszerű atomok hullámfüggvényeinek radiális része.

                  	 



        

          
	 	
                    [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom]
                  	 



        

          
	 	
                    
                      3.3. táblázat. Hidrogénszerű atomok hullámfüggvényeinek szögfüggő része.

                  	 



        

          
	 	
                    [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom]
                  	 



        
A megoldás során kapott egész számokat kvantumszámoknak nevezzük. Ezek a  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom] és  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom] polinomok tulajdonságaiból következően egymáshoz képest nem lehetnek tetszőlegesek. Az  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom] főkvantumszám szabja meg a  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom]-atom lehetséges energiaszintjeit. Az energia független a másik két kvantumszámtól: az  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom]-től való függetlenség oka a gömbszimmetria, míg az  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom]-kvantumszámtól való függetlenségé az egyszerű  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom] – alakú potenciál. Mihelyt a potenciál alakja megváltozik, az azonos főkvantumszámhoz tartozó  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom]-szerinti degeneráció megszűnik. Így pl. a Li-atom külső elektronjára a mag Coulomb-vonzása csak a belső elektronok árnyékoló hatásán keresztül érvényesül, azaz a maghoz közelebbi elektronra más potenciál hat, mint a magtól távolabbira. Ezért a különböző  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom] – kvantumszámokhoz itt már különböző energia is tartozik.
Az  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom] – ún. mellékkvantumszám – az impulzusmomentum lehetséges értékeit (pontosaban az impulzusmomentum-vektor hosszát) adja meg  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom] egységekben. Adott  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom] főkvantumszámhoz  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom] értékei csak  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom] lehetnek.
Az impulzusmomentum-vektor  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom]-irányú vetületét az ún. mágneses kvantumszám határozza meg. Adott  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom] mellett  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom] lehetséges értékei a következők:  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom], összesen  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom] lehetőség. Felmerül a kérdés, van-e értelme irányt definiálni egy tökéletesen gömbszimmetrikus térben? Természetesen nincs, hiszen az atomi állapotok m szerint degeneráltak, vagyis a vektor bármely állása mellett az atom energiája ugyanaz. Ha viszont kitüntetünk egy irányt pl. úgy, hogy mágneses vagy elektromos térbe helyezzük az atomot (hiszen a mágneses vagy elektromos térnek már van iránya), a térrel való kölcsönhatás során a tér irányához képest különböző diszkrét beállási lehetőségek valósulhatnak meg (iránykvantálás) m értékeinek megfelelően (3.4. ábra). Most már mérhető a momentum  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom] irányú (tér irányú) vetülete, de persze ezekben az állapotokban már az energia sem azonos; az m szerinti degeneráció megszűnt [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom].

          
          
          [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom]
           Ha azonos sajátértékhez több különböző sajátfüggvény tartozik, a jelenséget 
          degenerációnak
          , a sajátfüggvényeket 
          degenerált sajátfüggvényeknek
           nevezzük.
        
Az impulzusmomentum-komponensek operátorai nem felcserélhetők, ezért a három térirányba eső komponenst (azaz a vektort) tetszőleges pontossággal nem tudjuk megadni. Ha a vektor hosszát és egy térirányba eső vetületét ismerjük, harmadik adat, pl. más térirányú komponens nem adható meg. Ezt a bizonytalanságot a  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom] irány körüli „precesszióval” szokás illusztrálni a 3.4. ábrának megfelelően. E bizonytalanság miatt a vektor a tér irányába sem állhat be pontosan.

          
	 	
                    
                      3.4. ábra. Az impulzusmomentum iránykvantálása.

                  	 



        

          
	 	
                    [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom]
                  	 



        
Tanulmányozzuk most az eredményül kapott  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom] sajátfüggvényeket. A nem túl szemléletes komplex gömbfüggvények (3.2. táblázat első oszlopa) helyet könnyen kaphatunk valós függvényeket, ugyanis könnyen bizonyítható 3, hogy degenerált sajátfüggvények tetszőleges lineáris kombinációja is sajátfüggvény. E tétel alapján az azonos  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom]-hez tartozó (tehát degenerált) konjugált komplex  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom] és  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom] függvénypárok helyett választhatjuk azok következő lineáris kombinációit:  
[image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom]

 Az így kapott, immár valós gömbfüggvények a 3.2. táblázat második oszlopában találhatók. Ezek továbbra is „jó” függvények abban az értelemben, hogy sajátfüggvényei az  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom] operátornak, de nem sajátfüggvényei az  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom]-nek (minthogy az eredeti  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom] függvények  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom]-nek nem degenerált sajátfüggvényei). Ennél fogva nem is rendelhető ezekhez a függvényekhez mágneses kvantumszám. Cserébe viszont szemléletesek és ábrázolhatók. Ezeket a függvényeket nevezik  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom] (gömbszerű, „spherical”),  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom] (merőleges, „perpendicular”),  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom] (diffuse),  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom] ... „pályáknak” az  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom] értékeknek megfelelően. A pályák ábrázolása egyszerű. A gömbszimmetrikus radiális eloszlást elegendő egyetlen térirányban felrajzolni, amint néhány függvény esetében a 3.5. ábrán látható. Ahol a függvény metszi az  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom] tengelyt, ott a  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom] (és a  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom] sűrűség) függvény értéke zérus; egy „csomógömb” (de nem egy csomó gömb!) jön létre. Másképpen ábrázoljuk azokat a függvényeket, melyeknek anguláris részük is van. Nézzük pl. a  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom] függvényt, melynek anguláris része ([image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom]) akkor lesz 0, ha  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom] , vagyis a  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom] értéke az  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom] síkban zérus, fölötte pozitív, alatta pedig negatív. A radiális rész exponenciális csökkenése miatt a függvényérték valamely  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom]-nél elegendően kicsivé válik, itt „levágjuk”. Így kapjuk a 3.6. ábrán látható gombócokat. A pályák irányát tehát az  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom] anguláris rész szabja meg. Minthogy  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom], a fenti p pálya  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom] tengely irányú, és innen származik a  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom] név is. Hasonló módon pl. a  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom] pálya irányítása onnan adódik, hogy az  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom] és  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom] oordináták szorzata polárkoordinátákkal kifejezve:  
[image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom]

 és a megfelelő  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom] pálya anguláris része a  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom] függvényt tartalmazza (l. a 3.2. táblázatot).

          
	 	
                    
                      3.5. ábra. Az  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom],  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom] és  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom] függvények radiális eloszlása.

                  	 



        

          
	 	
                    [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom]
                  	 



        

          
	 	
                    
                      3.6. ábra. A  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom] pálya szimmetriája.

                  	 



        

          
	 	
                    [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom]
                  	 



        
Természetesen nem csak a 3.2. táblázatban található „szokásos” lineáris kombinációk választhatók pályának, hanem bármely más is. Pl. a 3.7. ábrán látható, hogy a  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom] és  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom] pályák lineáris kombinációjából egy hasonló alakú, de  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom]-kal elfordult pálya keverhető ki. Választhatunk „tiszta”  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom],  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom],  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom] pályákat, melyek anguláris része rendre  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom],  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom], ill.  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom], és választhatjuk ezek kombinációit is. Így jutunk el pl. a  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom] függvényhez, és az „úszógumis”  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom] pályához, [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom] ami valójában  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom] függvény. A pályák kikeverésének csak a képzelet, no meg a szükségszerű ortogonalitás szab határt.

          
          
          [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom]
           Elvileg 6 másodfokú függvény létezik:  
          [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom]
          ,  
          [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom]
          ,  
          [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom]
          ,  
          [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom]
          ,  
          [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom]
          ,  
          [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom]
          . Miért nem lehet ennek megfeleloen 6 d pálya? Nézzük meg az alábbi kombinációt:
        

          
          
          [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom]
          , ami a gömbszimmetrikus  
          [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom]
          -pálya anguláris részének tekinthető. Tehát a 6 függvény és az  
          [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom]
          -pálya együttesen már lineárisan nem független.
        
Mi történik az atompályákkal, ha az eredeti – atomi – gömbszimmetrikus térből valamilyen más, kevésbé szimmetrikus térbe kerülnek? Magyarán mi történik a pályákkal, ha az atomok molekulává egyesülnek?
Feledkezzünk most meg mindenfajta kémiai kötésről, pályák közötti kölcsönhatásról és egyéb komplikációról, csupán a tér szimmetriájának az atompályára gyakorolt hatását vizsgáljuk. Nyilvánvaló, hogyha az adott szimmetriacsoport elemei (műveletei) „illenek” a pályához, azaz ha a pályák az új tér szimmetriacsoportjához bázisul szolgálhatnak, akkor a függvények a csoport valamely irreducibilis reprezentációja szerint transzformálódnak. Ha  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom] a szimmetriacsoport egy tetszőleges eleme, akkor ez az illető pályára nézve az alábbit jelenti:  
[image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom]

 Alkalmazva  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom]-n a csoport összes műveletét tehát egy 1-esekből és  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom]-esekből álló (irreducibilis) reprezentációhoz jutunk. Ha pl. a  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom] tér (pl.  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom]-molekula) középpontjába teszünk egy  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom] pályát, az az  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom] irreducibilis reprezentáció szerint fog transzformálódni. (Tessék gyorsan ellenőrizni!)

          
	 	
                    
                      3.7. ábra. Atompályák transzformációi.

                  	 



        

          
	 	
                    [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom]
                  	 



        
Némileg komplikáltabb a helyzet degenerált sajátfüggvények esetében. Láttuk pl. (1.7. fejezet) hogy a „degenerált”  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom] és  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom] tengelyeket a  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom] pontcsoport transzformációi  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom] és  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom] lineáris kombinációiba viszik át. Másrészt viszont degenerált sajátfüggvények lineáris kombinációi is sajátfüggvények. Ennek tudatában vizsgáljuk meg a  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom],  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom], ...,  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom] degenerált sajátfüggvények transzformációs tulajdonságát. Legyenek  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom] and  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom] a csoport szimmetriaműveletei és  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom], ekkor  
[image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom]


        
[image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom]

 és  
[image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom]

 tehát  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom]-szoros degeneráció esetén a  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom] darab sajátfüggvény transzformációját a csoport  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom]-dimenziós irreducibilis reprezentációja írja le. Megfordítva is igaz: ha a csoportnak nincs  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom]-dimenziós irreducibilis reprezentációja, akkor a függvény nem lehet k-szorosan degenerált.
Ezek alapján könnyen válaszolhatunk olyan „kínos” kérdésekre, mint pl. miért három p pálya vagy öt d pálya létezik s nem kettő vagy négy? Lehetségesek-e degenerált pályák a vízmolekulában, vagy a benzolban? A válaszokhoz csak a megfelelő karakter táblázatot kell előrántani. Ugyancsak könnyedén tanulmányozható az atompályák viselkedése, ha az eredeti gömbszimmetrikus atom környezetéből valamely molekula adott szimmetriájú terébe kerülnek. A 3.4. táblázat néhány példát mutat be.

          
	 	
                    
                      3.4. táblázat. Atompályák transzformációs tulajdonságai különböző szimmetriájú terekben.

                  	 



        

          
	 	
                    [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom]
                  	 



        
Jól látható, hogy minél inkább csökken a tér szimmetriája, annál inkább megszűnik a pályák degenerációja. Az oktaéderes, ill. tetraéderes terekben még létezhet háromszoros degeneráció, de már az öt d pálya „felhasad” egy kétszeresen és egy 3-szorosan denerált pályára. A  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom] térben már csak kétszeres degeneráció létezhet és a  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom] térben már degeneráció nem lehetséges. Mindennek logikus következménye az is, hogy szigorúan véve  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom],  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom],  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom]... pályákról csak gömbszimmetrikus térben beszélhetünk; nincs értelme pl. a víz oxigénjének  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom] pályáiról beszélni, csak  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom],  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom],  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom] vagy  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom] szimmetriájú pályáiról. [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom]

          
          
          [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom]
           Minden gyakorló kémikus használja a fenti terminológiát. Használhatjuk tovább mi is, de legyünk tudatában igazi jelentésének!
        
Nemcsak degenerált pályákat keverhetünk össze, képezhetünk lineárkombinációkat nem degenerált atompályákból is. Ezt nevezzük hibridizációnak. Természetesen az így kapott hibridpályák már nem sajátfüggvényei a  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom] operátornak. Mindazonáltal éppúgy ortogonálisak, mint az eredeti atompályák. A hibridizáció során meg kell maradnia a pályák szimmetriájának is oly módon, hogy az eredeti pályafüggvények és az új hibridpályák ugyanazon irreducibilis reprezentáció bázisát kell hogy adják, azaz  
[image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom]

 Ez nem jelenti azt, hogy az egyes pályák változatlanok. Pl. egy  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom] és egy  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom] pálya hibridizációja során az azonos előjelű függvényrészek összeadódnak, a különböző előjelűek kivonódnak és így aszimmetrikus hibridek jönnek létre (3.8. ábra).

          
	 	
                    
                      3.8. ábra. a) egy  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom] és egy  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom] pálya hibridizációja; b) egy  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom] és egy  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom] pálya hibridizációja.

                  	 



        

          
	 	
                    [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom]
                  	 



        
A hibridpályák orientációja is különbözik az eredeti pályákétól. Az orientáció (a molekula térszerkezete) ismeretében választhatjuk a hibridizáció típusát, ill. a részvevő atompályákat. Vizsgáljuk meg például, hogy milyen atompályákból keverhető ki négy egyforma, tetraéderes irányítású hibridpálya (3.9. ábra)? A  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom] pontcsoportban a négy hibridpálya egy reducibilis reprezentáció bázisául szolgál, a reprezentáció karaktereit annak alapján kapjuk, hogy az egyes műveletek során hány pálya marad helyben:

          
	 	
                    
                      3.9. ábra. A négy  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom] hibridpálya orientációja.

                  	 



        

          
	 	
                    [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom]
                  	 



        

          
	 	
                    [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom]
                  	 



        
Kiredukálva, azaz alkalmazva az (1.5) formulát kapjuk:  
[image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom]

 A  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom] karaktertáblából látható, hogy  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom] szerint az  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom] pálya,  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom] szerint a három  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom] és a három melléktengelyes d pálya transzformálódik:

          
	 	
                    [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom]
                  	 



        
Ennek megfelelően kétféle hibridizáció adhat tetraéderes orientációjú pályákat, az  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom] (nevezzük  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom] hibridizációnak), vagy az  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom] (nevezzük  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom] hibridizációnak). E példa kapcsán hangsúlyozzuk, hogy az eredeti négy atompálya együttes szimmetriája ugyanaz, mint a hibrideké, noha ez utóbbiaké „jobban látszik”. Nincs tehát értelme annak a kérdésnek, hogy milyen hibridállapotban van egy atom egy bizonyos molekulában. Példaképpen vizsgáljuk meg az ammónia molekulában az N atom pályáinak szimmetriáját a) négy  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom] hibridpályát, b) 3 db  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom] hibridpályát plusz egy  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom] pályát, c) két  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom] hibridet és két  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom]-pályát, valamint d) hibridizáció nélküli  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom] pálya kombinációját tételezve fel.

          
	 	
                    [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom]
                  	 



        
Amint látható és a hibridizáció definíciója alapján elvárható, minden esetben azonos  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom]-hoz jutunk, melyet kiredulálva azt kapjuk, hogy a nitrogén pályái a  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom] irreducibilis reprezentáció szerint transzformálódnak, és ez az egy dolog lényeges. Az viszont ugyancsak látható, hogy a reprezentáló mátrixokat (és azok karaktereit)  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom] és  [image: 3.3. Részecske mozgása centrális erőtérben. A H-atom] bázis használata esetén könnyebb megtalálni.

3.4. A mágneses momentum és a spin



Az iránykvantálás igazolására Stern és Gerlach a következő kísérletet végezték el (3.10. ábra). Egy vákuumcsőben ezüstöt párologtattak és az ezüst gőzöket megfelelő réseken keresztülvezetve kollimált ezüstatomnyalábot hoztak létre. A nyalábot a mozgásirányra merőleges inhomogén mágneses téren keresztülvezetve, vizsgálták az atomok eltérülését.4

          
	 	
                    
                      3.10. ábra. A Stern–Gerlach-kísérlet lehetséges kimenetei.

                  	 



        

          
	 	
                    [image: 3.4. A mágneses momentum és a spin]
                  	 



        
A klasszikus elektrodinamika szerint egy töltött részecske mozgása során mágneses teret indukál, tehát az atomban mozgó elektron is mágneses momentumot képvisel. Bizonyítható, hogy a mágneses és impulzusmomentumok arányosak egymással. Ha viszont ez igaz a „klasszikus” fizikában, igaznak kell lennie a fizikai mennyiségeket reprezentáló operátorokra is. Tehát ha a mágneses és az impulzusmomentum közötti összefüggés  
[image: 3.4. A mágneses momentum és a spin]

 akkor a megfelelő operátorok közötti összefüggés  
[image: 3.4. A mágneses momentum és a spin]

 Ennek megfelelően az  [image: 3.4. A mágneses momentum és a spin]-re nyert eredmények alapján adódik a kvantált mágneses momentum kifejezése:  
[image: 3.4. A mágneses momentum és a spin]

 illetve a momentum  [image: 3.4. A mágneses momentum és a spin]-irányú komponensének kifejezése:  
[image: 3.4. A mágneses momentum és a spin]

 ahol  [image: 3.4. A mágneses momentum és a spin]-t Bohr-magnetonnak nevezzük. Ennek tudatában értékeljük a Stern–Gerlach-kísérletet. Amennyiben az atomnak nincs mágneses momentuma, a külső tér nem zavarja az atomok mozgását és a nyaláb eltérülés nélkül folytathatja útját (3.10. a) ábra). Ha van mágneses momentuma az atomnak, de az iránykvantálás helyett a momentumok a tér tetszőleges irányába állhatnak be, a kölcsönhatás folytán a nyaláb kiszélesedése várható (3.10. b) ábra). Ha az iránykvantálás „működik”, és pl.  [image: 3.4. A mágneses momentum és a spin], akkor három,  [image: 3.4. A mágneses momentum és a spin]-nél 5 stb. részre bomlott nyaláb várható (3.10. c) ábra). Az ezüstatomok külső elektronhéja épp olyan, mint a H-atomé: egy elektron egy  [image: 3.4. A mágneses momentum és a spin] pályán tartózkodik, tehát  [image: 3.4. A mágneses momentum és a spin], azaz mágneses momentum nem várható. Meglepetésre a 3.10. d) ábrán látható kétfelé hasadt nyalábot kapták a kísérlet eredményéül, és ugyanez az eredmény, ha hidrogénatomokkal ismételjük meg a kísérletet. Fel kell tehát tételezni, hogy az elektronnak van egy, nem pályamenti mozgásból adódó mágneses (és impulzus-) momentuma; és a momentum akkora, mintha  [image: 3.4. A mágneses momentum és a spin] lenne. (Ekkor ugyanis az  [image: 3.4. A mágneses momentum és a spin] miatt kétféle irányba állhat be a momentum.) Ezt az extra momentumot nevezik spinnek. Kezdetben a spint az elektron saját tengelye körüli forgásával próbálták értelmezni, erre utal a név is (spin = forgás, perdület). Később azután kiderült, hogy a tengely körüli forgás esetén az elektron felületi pontjainak a fény sebességénél nagyobb lenne a sebessége. Ma a spint egyszerűen úgy tekintjük, mint a részecskék jellemző tulajdonságát, éppúgy, mint a tömeget vagy a töltést. Mivel (látszólag) teljesen elkülönül az elektron mozgásából származó impulzusmomentumtól, létezését tudomásul vesszük, és mint önálló posztulátumot beilleszthetjük a kvantummechanika meglévő elméletébe. Ennek megfelelően az „új” fizikai mennyiségekhez új operátorokat választunk.
Válasszuk a spinmomentum komponenseihez a következő mátrixokat: 
[image: 3.4. A mágneses momentum és a spin]

és a spinmomentum abszolút értékének négyzetéhez az 
[image: 3.4. A mágneses momentum és a spin]

mátrixot. Könnyen ellenőrizhető, hogy az így definiált operátorok között pontosan ugyanazok a felcserélési szabályok működnek, mint a pálya-impulzusmomentum operátorok között, tehát pl. 
[image: 3.4. A mágneses momentum és a spin]

A spin a mechanikai mozgástól független, ezért  [image: 3.4. A mágneses momentum és a spin] és komponensei is függetlenek a mechanikai mozgáshoz tartozó operátoroktól, azaz felcserélhetők a koordináta és impulzus operátorokkal és ebből következően az impulzusmomentum operátorral is. Belátható az is, hogy  [image: 3.4. A mágneses momentum és a spin] sajátértékei  [image: 3.4. A mágneses momentum és a spin] és  [image: 3.4. A mágneses momentum és a spin] vagy – a mágneses kvantumszám analógiájára – bevezetve az  [image: 3.4. A mágneses momentum és a spin]mágneses spinkvantumszámot 
[image: 3.4. A mágneses momentum és a spin]

Az  [image: 3.4. A mágneses momentum és a spin] operátor egyetlen sajátértéke  [image: 3.4. A mágneses momentum és a spin]. Bevezetve a mellékkvantumszám mintájára az  [image: 3.4. A mágneses momentum és a spin] kvantumszámot, melynek értéke 1/2, az  [image: 3.4. A mágneses momentum és a spin] sajátértéke  [image: 3.4. A mágneses momentum és a spin]. Mivel az elektron spinje állapottól függetlenül mindig ugyanaz,  [image: 3.4. A mágneses momentum és a spin], vagyis az elektronnak állapottól független adata, a hullámfüggvény csak egy újabb változóval gyarapodik, az ún. spinkoordinátával, mely az  [image: 3.4. A mágneses momentum és a spin] értéke:  
[image: 3.4. A mágneses momentum és a spin]

 Minthogy a koordináta és a spin egymástól függetlenek, a függvény spintől függő része leválasztható a helykoordinátáktól függő résztől:  
[image: 3.4. A mágneses momentum és a spin]

 Azt mondjuk, hogy a  [image: 3.4. A mágneses momentum és a spin]spinpálya függvény szétválasztható egy  [image: 3.4. A mágneses momentum és a spin]pályafüggvényre és egy  [image: 3.4. A mágneses momentum és a spin]spinfüggvényre. A spinfüggvény kétféle lehet:  
[image: 3.4. A mágneses momentum és a spin]

 Természetesen  [image: 3.4. A mágneses momentum és a spin] és  [image: 3.4. A mágneses momentum és a spin] az  [image: 3.4. A mágneses momentum és a spin] operátornak is sajátfüggvényei, méghozzá degenerált sajátfüggvényei, hiszen az egyetlen sajátértékhez tartoznak:  
[image: 3.4. A mágneses momentum és a spin]

 A spin és a mechanikai mozgás függetlensége azt vonja maga után, hogy a spin operátor független a Hamilton-operátortól, tehát az adott állapot energiáját nem befolyásolja. Az állapot jellemzéséhez így most a  [image: 3.4. A mágneses momentum és a spin] operátorok kiegészülnek az  [image: 3.4. A mágneses momentum és a spin] és  [image: 3.4. A mágneses momentum és a spin] operátorokkal. Minthogy a spin a szabadsági fokok számát eggyel növelte, a kétféle spinbeállás két különböző, de azonos energiájú állapotot eredményez, tehát a degeneráció megkétszereződött: adott  [image: 3.4. A mágneses momentum és a spin] kvantumszám esetén a degenerált szintek száma  
[image: 3.4. A mágneses momentum és a spin]

 Említettük, hogy speciálisan a  [image: 3.4. A mágneses momentum és a spin]-atom esetén az adott  [image: 3.4. A mágneses momentum és a spin] kvantumszámhoz tartozó – összesen  [image: 3.4. A mágneses momentum és a spin] – állapot degenerált. A spinnel együtt ez mostg  [image: 3.4. A mágneses momentum és a spin]-re nő.
Végezetül még át kell gondolnunk, hogy a spin figyelembevételével hogyan kell módosítanunk az impulzus- (és mágneses) momentumról alkotott elképzelésünket.
Az atom teljes impulzusmomentuma nyilván a kétféle momentum vektori összege:  
[image: 3.4. A mágneses momentum és a spin]

 Ami igaz a fizikai mennyiségre, igaz a megfelelő operátorokra is:  
[image: 3.4. A mágneses momentum és a spin]

 A  [image: 3.4. A mágneses momentum és a spin] operátorra is pontosan ugyanazok a felcserélési szabályok érvényesek, mint  [image: 3.4. A mágneses momentum és a spin]-re vagy  [image: 3.4. A mágneses momentum és a spin]-re. Az is kimutatható, hogy a  [image: 3.4. A mágneses momentum és a spin] és  [image: 3.4. A mágneses momentum és a spin] operátorok felcserélhetők, tehát egy állapot jellemzésére (az energiával) együttesen alkalmazhatók, hiszen a megfelelő fizikai mennyiségek egyidejűleg mérhetők. (Nem cserélhető azonban fel a  [image: 3.4. A mágneses momentum és a spin] az  [image: 3.4. A mágneses momentum és a spin]-vel vagy az  [image: 3.4. A mágneses momentum és a spin]-vel!)
A  [image: 3.4. A mágneses momentum és a spin] operátor sajátértékei is hasonlók:  
[image: 3.4. A mágneses momentum és a spin]

 ahol  [image: 3.4. A mágneses momentum és a spin] az ún. belső kvantumszám. Az eddigiekből nyilvánvaló, hogy az energia független a  [image: 3.4. A mágneses momentum és a spin]-től is, és természetesen a degenerált állapotok száma  [image: 3.4. A mágneses momentum és a spin]-ből is meghatározható. Az  [image: 3.4. A mágneses momentum és a spin] és  [image: 3.4. A mágneses momentum és a spin] vektorok természetesen csak úgy összegeződhetnek, hogy az eredő  [image: 3.4. A mágneses momentum és a spin] térirányú komponense kielégítse a 
[image: 3.4. A mágneses momentum és a spin]

összefüggést. (Természetesen  [image: 3.4. A mágneses momentum és a spin] az  [image: 3.4. A mágneses momentum és a spin] és az  [image: 3.4. A mágneses momentum és a spin] kvantumszámok analógja.) Ennek megfelelően a spin és a pálya kétféleképpen kombinálódhat, minthogy a spinnek csak kétféle beállása lehetséges: 
[image: 3.4. A mágneses momentum és a spin]

Ha pl.  [image: 3.4. A mágneses momentum és a spin] (pl. H-atom, Ag-atom), akkor  [image: 3.4. A mágneses momentum és a spin] ([image: 3.4. A mágneses momentum és a spin] nem lehetséges, mert az impuzlusmomentum vektor hossza mindig pozitív és valós érték), és  [image: 3.4. A mágneses momentum és a spin], azaz mágneses térben kétféle beállás és így dublett-felhasadás várható, amint azt a Stern–Gerlach-kísérlet bizonyítja.
Tegyük fel, hogy a hidrogénatom elektronja a  [image: 3.4. A mágneses momentum és a spin] pályán van. Mivel most  [image: 3.4. A mágneses momentum és a spin], már valóban várható a kétféle kombináció a spin és a pályamomentum között:  
[image: 3.4. A mágneses momentum és a spin]

 A spin beállási lehetőségeit multiplicitásnak nevezzük. Jelen esetben ez kettő, azaz dublett. Ezt az elektronállapot leírásánál a bal felső sarokban szokták jelölni:  [image: 3.4. A mágneses momentum és a spin] (az elektronállapotot nagybetűvel jelöljük). A jobb alsó sarokban a j értékét tüntetjük fel, az első esetben tehát  [image: 3.4. A mágneses momentum és a spin], a másodikban  [image: 3.4. A mágneses momentum és a spin] a pontos szimbólum. Mindkét állapothoz ugyanaz az elektronkonfiguráció tartozik:  [image: 3.4. A mágneses momentum és a spin] (ami azt jelenti, hogy a  [image: 3.4. A mágneses momentum és a spin] pályán egy elektron van). Az első esetben négyféle beállási lehetőség van a tér irányában, mivel  [image: 3.4. A mágneses momentum és a spin], vagy  [image: 3.4. A mágneses momentum és a spin]. A második esetben kétféle beállási lehetőség van, mivel  [image: 3.4. A mágneses momentum és a spin], vagy  [image: 3.4. A mágneses momentum és a spin].
Az első tehát négyszeresen, a második kétszeresen degenerált. Így végső soron a  [image: 3.4. A mágneses momentum és a spin] konfigurációhoz a hidrogénnek hat állapota tartozik, melyek degeneráltak.
A fenti fejtegetésben egy egyszerűsítő feltételt alkalmaztunk. A spin és a pályamomentum ugyanis nem teljesen függetlenek egymástól, a kettő közötti kapcsolat a relativisztikus effektusokból következik. Ezek figyelembe vételével módosul a kép: A  [image: 3.4. A mágneses momentum és a spin] operátor most már nem cserélhető fel az  [image: 3.4. A mágneses momentum és a spin] és  [image: 3.4. A mágneses momentum és a spin] operátorokkal, csak a  [image: 3.4. A mágneses momentum és a spin]-vel és  [image: 3.4. A mágneses momentum és a spin]-vel, és megszűnik a j szerinti degeneráció is. Ennélfogva fellép a spin és a pályamomentumok közötti spin-pálya csatolás és a fenti  
[image: 3.4. A mágneses momentum és a spin]

 állapotokhoz már különböző energia tartozik. Ez a különbség a H-atomnál még csak  [image: 3.4. A mágneses momentum és a spin] eV körüli érték, de a nagyobb rendszámú atomoknál már jóval számottevőbb. A spin-pálya csatolásból eredő felhasadás a spektroszkópiában közismert. Továbbra is megmarad az azonos  [image: 3.4. A mágneses momentum és a spin]-hez, de különböző  [image: 3.4. A mágneses momentum és a spin]-khez tartozó állapotok degenerációja. Ez a degeneráció csak mágneses térben szűnik meg az iránykvantálásnak megfelelően. Mindezt a 3.11. ábrán illusztráltuk.

          
	 	
                    
                      3.11. ábra. A hidrogénatom  [image: 3.4. A mágneses momentum és a spin] állapota.

                  	 



        

          
	 	
                    [image: 3.4. A mágneses momentum és a spin]
                  	 



        

          
            Megjegyzések
          
        
	
               Könnyű bizonyítani, hogy egy operátor négyzetének a sajátfüggvényei azonosak az operátor eredeti sajátfüggvényeivel, és sajátértékei az eredeti sajátértékek négyzetei. Legyen  [image: 3.4. A mágneses momentum és a spin] az  [image: 3.4. A mágneses momentum és a spin] operátor sajátfüggvénye. Akkor  
[image: 3.4. A mágneses momentum és a spin]


q.e.d.

	
               A (2.12) összefüggés szerint  
[image: 3.4. A mágneses momentum és a spin]

 Másrészt belátható, hogy  [image: 3.4. A mágneses momentum és a spin] kifejezhető a  [image: 3.4. A mágneses momentum és a spin] differenciáloperátorral, ugyanis:  
[image: 3.4. A mágneses momentum és a spin]

 és (3.8) alapján  
[image: 3.4. A mágneses momentum és a spin]

 Behelyettesítve:  
[image: 3.4. A mágneses momentum és a spin]

 Tehát  [image: 3.4. A mágneses momentum és a spin], és a megoldandó sajátértékegyenlet:  
[image: 3.4. A mágneses momentum és a spin]

 A pofonegyszerű differenciálegyenlet megoldása pedig:  
[image: 3.4. A mágneses momentum és a spin]

 ahol  [image: 3.4. A mágneses momentum és a spin] független  [image: 3.4. A mágneses momentum és a spin]-től (ám természetesen függhet még  [image: 3.4. A mágneses momentum és a spin]-től és  [image: 3.4. A mágneses momentum és a spin]-tól).

	
               Legyen az  [image: 3.4. A mágneses momentum és a spin] operátor két degenerált sajátfüggvénye  [image: 3.4. A mágneses momentum és a spin] és  [image: 3.4. A mágneses momentum és a spin], azaz  
[image: 3.4. A mágneses momentum és a spin]

 Ekkor igaz, hogy  
[image: 3.4. A mágneses momentum és a spin]


q.e.d.

	
               Az inhomogén mágneses tér a mágneses momentummal rendelkező részecskéket a momentum nagyságával, a mágneses tér gradiensével (azaz az inhomogenitás mértékével), valamint a momentum és a gradiens irányai által bezárt szög szinuszával arányos mértékben téríti el eredeti irányuktól. 




4. fejezet - Kvantumkémia: a közelítések hierarchiája



A hidrogénatom kvantummechanikai megoldása roppant tanulságos, s az ínyenceknek még tán esztétikai élvezetet is okoz. Ha viszont az elméletet kémiai problémák megoldására is akarjuk használni, mindenképpen sok részecskéből álló rendszerek (pl. molekulák) leírására kell törekednünk. Ez a lépés vezet a kvantummechanikától a kvantumkémia felé. Eddigi tudásunk alapján könnyen megszerkeszthetjük elektronokból és atommagokból álló rendszerek Hamilton-operátorát: 
[image: Kvantumkémia: a közelítések hierarchiája]

Ez az első pillanatban igen tekintélyes képlet meglehetősen egyszerű szerkezetű. Az első tag,  [image: Kvantumkémia: a közelítések hierarchiája] darab elektron kinetikus energia operátora, az egyes elektronok kinetikus energia operátorainak egyszerű összege (a továbbiakban  [image: Kvantumkémia: a közelítések hierarchiája]). A második tag a magok kinetikus energiáját írja le  [image: Kvantumkémia: a közelítések hierarchiája]). A szögletes zárójelben vannak a potenciális energia-tagok, a mag-mag taszítás ([image: Kvantumkémia: a közelítések hierarchiája]), az elektron-elektron taszítás ([image: Kvantumkémia: a közelítések hierarchiája]), valamint a mag-elektron vonzás ([image: Kvantumkémia: a közelítések hierarchiája]). A szumma jelekben az  [image: Kvantumkémia: a közelítések hierarchiája] és  [image: Kvantumkémia: a közelítések hierarchiája] feltételek megakadályozzák, hogy a magok közötti, ill. az elektronok közötti kölcsönhatást duplán vegyük figyelembe. Az így felépített Schrödinger egyenletet zárt, analitikus formában nem lehet megoldani. A numerikus megoldásnak viszont nincs akadálya. Vagy mégis? Tekintsük a fenti Hamilton-operátor sajátfüggvényét:  
[image: Kvantumkémia: a közelítések hierarchiája]

 ahol  [image: Kvantumkémia: a közelítések hierarchiája] az elektronok koordinátáit, a méretesebb  [image: Kvantumkémia: a közelítések hierarchiája] számok a magok koordinátáit szimbolizálják. (Koordináta alatt hely- és spinkoordinátát, tehát minden részecskéhez 3, illetve spinnel együtt 4 paramétert értünk.)
Tegyük fel, hogy összesen 10 részecskéből áll a rendszer (pl. a vízmolekulában 10 elektron van), tehát a hullámfüggvény – spin nélkül – 30 változós. A numerikus megoldás azt jelenti, hogy a  [image: Kvantumkémia: a közelítések hierarchiája] függvény értékét táblázatosan, pontonként adjuk meg. Tegyük fel, hogy egy-egy koordináta mentén 100 pontban határozzuk meg a függvény értékét. Ez nem túl pontos, de üsse kő, próbaként jó lesz. Ekkor két koordináta mentén a pontok száma:  [image: Kvantumkémia: a közelítések hierarchiája]. És 30 koordináta mentén  [image: Kvantumkémia: a közelítések hierarchiája] – leírhatatlanul nagy szám! Ha netán sikerülne egy olyan számítógép-memóriát gyártani, melyben egy-egy számot egy-egy atom tárolna (!), akkor is Naprendszer-méretű lenne a számítógép! És ráadásul e kezelhetetlen és tárolhatatlan számtengerrel egy kis molekula eléggé silány leírásához jutottunk. Ez az út tehát nyilvánvalóan értelmetlen és még a számítástechnika rohamos fejlődése mellett is értelmetlen marad a jövőben is.
Tegyük most fel, hogy valami módon szét tudjuk választani a hullámfüggvényt változói szerint, pl. a  
[image: Kvantumkémia: a közelítések hierarchiája]

 alakban, azaz a harminc változós függvényt tíz háromváltozós függvény szorzataként írjuk fel. Ekkor ugyanahhoz a problémához már csak  [image: Kvantumkémia: a közelítések hierarchiája] pont tárolása szükséges, ez pedig – óriási különbség – már egy mai PC-vel is könnyedén megtehető. A kvantumkémia mai módszerei mind a hullámfüggvény változók szerinti szétválasztásán alapulnak. Hangsúlyoznunk kell, hogy általában egy többváltozós függvény nem szeparálható a változók szerint, illetve a szeparálás csak valamilyen elhanyagolás, közelítés árán lehetséges. Az alapvető nehézség éppen az, hogy olyan „reális” kompromisszumot találjunk, mely a számításokat megkönnyíti, de ugyanakkor a fizikai képet a lehető legkevésbé zavarja meg. Emiatt okkal mondható, hogy a kvantumkémia a közelítések művészete.
Matematikai szempontból a változók szerinti szétválasztás a következőket jelenti. Legyen  [image: Kvantumkémia: a közelítések hierarchiája] egy rendszer Hamilton operátora, mely az  [image: Kvantumkémia: a közelítések hierarchiája] és  [image: Kvantumkémia: a közelítések hierarchiája] változókra hat. (Lehetséges természetesen, hogy  [image: Kvantumkémia: a közelítések hierarchiája] és  [image: Kvantumkémia: a közelítések hierarchiája] is változók csoportját jelenti.) Amennyiben  [image: Kvantumkémia: a közelítések hierarchiája] két olyan operátor összegére bontható, melyek egyike csak  [image: Kvantumkémia: a közelítések hierarchiája]-re, másika csak  [image: Kvantumkémia: a közelítések hierarchiája]-ra hat:  
[image: Kvantumkémia: a közelítések hierarchiája]

 akkor  [image: Kvantumkémia: a közelítések hierarchiája] sajátfüggvényei szorzat, sajátértékei pedig összeg alakban írhatók:1
[image: Kvantumkémia: a közelítések hierarchiája]

 ahol  [image: Kvantumkémia: a közelítések hierarchiája] és  [image: Kvantumkémia: a közelítések hierarchiája] a  [image: Kvantumkémia: a közelítések hierarchiája] és  [image: Kvantumkémia: a közelítések hierarchiája] operátorokhoz tartozó sajátfüggvények,  [image: Kvantumkémia: a közelítések hierarchiája] és  [image: Kvantumkémia: a közelítések hierarchiája] pedig a megfelelő sajátértékek.
A változók szerinti szétválasztásnak két fontos következménye van. Egyrészt bizonyos, a valóságban nem degenerált energiaszintek degeneráltakká válnak. Ezáltal lemérhető a közelítés jósága, érvényességi köre. Amennyiben a szintek eredetileg is eléggé közel estek egymáshoz, a közelítés elfogadható. Másrészt új kvantumszámok jelennek meg, melyek csak a közelítés adott szintjén érvényesek.
4.1. Első közelítés: a nem-relativisztikus kvantummechanika



Töredelmes beismeréssel kell kezdenünk. Említettük, hogy mikrorendszerek állapotának valódi leírására csak a Lorenz-transzformációra invariáns Dirac-egyenlet alkalmas.2 Következésképpen a Schrödinger egyenlet már önmagában is tartalmaz egy komoly elhanyagolást: a relativisztikus effektusok elhagyását. A Dirac-egyenlet érvényességének egyik ragyogó bizonyítéka, hogy belőle a spin létezése szükségszerűen következik. Nem kell tehát posztulátumként a kvantummechanikához ragasztani, a spin benne van az elméletben!
Sajnos, ahogyan a Schrödinger egyenlet megoldása során is nehézségekbe ütközünk, nincs ez másként a még bonyolultabb Dirac-egyenlettel sem. Csupán a legegyszerűbb esetekben tudjuk megoldani, és a pontos megoldást általában csak közelítjük.
Az egyes relativisztikus effektusok fontosságának eldöntése nem könnyű feladat. Van azonban egy ilyen effektus – az előző fejezetben már említett spin-pálya csatolás – mely viszonylag könnyen mérhető. A spin-pálya – mely viszonylag könnyen mérhető. A spin-pálya csatolás az elektron spinmomentumának és a pályamenti mozgásából származó mágneses momentumnak a kölcsönhatásából származik. Mérésekor valójában azt mérjük, hogy az illető molekula energiája hogyan függ a spintől.
A hidrogénatom Dirac-egyenletét megoldva, a következő eredményekhez jutunk. Az impulzusmomentum és az impulzusmomentum  [image: 4.1. Első közelítés: a nem-relativisztikus kvantummechanika]-irányú komponensének értékeit az  
[image: 4.1. Első közelítés: a nem-relativisztikus kvantummechanika]


        
[image: 4.1. Első közelítés: a nem-relativisztikus kvantummechanika]

 összefüggések adják. A  [image: 4.1. Első közelítés: a nem-relativisztikus kvantummechanika] kvantumszám lehetséges értékei nem azonosak a nem relativisztikus egyenletből következő értékekkel:  
[image: 4.1. Első közelítés: a nem-relativisztikus kvantummechanika]

 míg adott  [image: 4.1. Első közelítés: a nem-relativisztikus kvantummechanika] kvantumszám esetén  [image: 4.1. Első közelítés: a nem-relativisztikus kvantummechanika] viszonya  [image: 4.1. Első közelítés: a nem-relativisztikus kvantummechanika]-hez azonos az  [image: 4.1. Első közelítés: a nem-relativisztikus kvantummechanika] és  [image: 4.1. Első közelítés: a nem-relativisztikus kvantummechanika] viszonyával:  
[image: 4.1. Első közelítés: a nem-relativisztikus kvantummechanika]

 összesen  [image: 4.1. Első közelítés: a nem-relativisztikus kvantummechanika] lehetséges érték. Az energia ekkor már nemcsak a főkvantumszámtól függ, hanem  [image: 4.1. Első közelítés: a nem-relativisztikus kvantummechanika]-től is. Ha  [image: 4.1. Első közelítés: a nem-relativisztikus kvantummechanika], akkor egyetlen  [image: 4.1. Első közelítés: a nem-relativisztikus kvantummechanika] tartozik ide ([image: 4.1. Első közelítés: a nem-relativisztikus kvantummechanika]), tehát egyetlen energiaszintünk van, mely az  [image: 4.1. Első közelítés: a nem-relativisztikus kvantummechanika] és  [image: 4.1. Első közelítés: a nem-relativisztikus kvantummechanika] értékeknek megfelelően kétszeresen degenerált. Az  [image: 4.1. Első közelítés: a nem-relativisztikus kvantummechanika] mellett két energiaszinthez jutunk a  [image: 4.1. Első közelítés: a nem-relativisztikus kvantummechanika] és  [image: 4.1. Első közelítés: a nem-relativisztikus kvantummechanika] mennyiségeknek megfelelően. Előbbi négyszeresen, utóbbi kétszeresen degenerált... Hoppá, álljunk csak meg egy pillanatra! Mintha erről néhány oldallal előbb már lett volna szó! Ide jutottunk, amikor a hidrogénatom spin- és pályamomentumának lehetséges csatolásairól értekeztünk. A nem relativisztikus elméletben a spin-pálya csatolás bevezetését a tapasztalat teszi szükségessé: a spektrumvonalak felhasadását, az elmélet által jósolt degenerációtól való eltérést csak így lehet értelmezni. A relativisztikus kvantumelméletben nem kell külön kezelni ezt a jelenséget, az elmélet automatikusan számot ad róla. Természetesen a hullámfüggvény is eggyel több változót tartalmaz, a térbeli koordináták mellett a spinkoordinátát is. Ahhoz, hogy a pálya- és spinfüggvény szétválasztható legyen, azaz hogy a (3.21) egyenlet valóban érvényes legyen, az szükséges, hogy a relativisztikus egyenlet Hamilton-operátorában a spinoperátort (illetőleg a relativisztikus korrekciókat tartalmazó összes operátort) el tudjuk különíteni a nem-relativisztikus résztől. Mivel a  [image: 4.1. Első közelítés: a nem-relativisztikus kvantummechanika] operátor tartalmaz  [image: 4.1. Első közelítés: a nem-relativisztikus kvantummechanika] alakú szorzatokat, ez teljesen nem lehetséges. A legegyszerűbb közelítés az, ha barbár módon minden szorzat alakú operátort egyszerűen kiirtunk az egyenletből. Ekkor jutunk a nem relativisztikus egyenletekhez és nyerjük (vagy veszítjük?) a következőket:
– A spinpálya függvény szétesik egy pálya és egy spinfüggvény szorzatára.
– A  [image: 4.1. Első közelítés: a nem-relativisztikus kvantummechanika] kvantumszám helyett megjelenik  [image: 4.1. Első közelítés: a nem-relativisztikus kvantummechanika] és  [image: 4.1. Első közelítés: a nem-relativisztikus kvantummechanika].
– A spintől az energia nem függ, a spin- és pályamomentumok teljesen függetlenek, spinpálya csatolás nincs.
Szemléletesen ez a lépés olyan, mintha a 3.11. ábrán visszafelé (jobbról balra) haladnánk.
Megvan tehát a közelítés, kérdés, mekkora hibát vétünk? A  [image: 4.1. Első közelítés: a nem-relativisztikus kvantummechanika]-atom  [image: 4.1. Első közelítés: a nem-relativisztikus kvantummechanika] pályáinak spin-pálya csatolása, azaz a  [image: 4.1. Első közelítés: a nem-relativisztikus kvantummechanika] és  [image: 4.1. Első közelítés: a nem-relativisztikus kvantummechanika] állapotok energiakülönbsége, amint említettük, kb.  [image: 4.1. Első közelítés: a nem-relativisztikus kvantummechanika]. Figyelembe véve, hogy a  [image: 4.1. Első közelítés: a nem-relativisztikus kvantummechanika]-atom spektrumában az  [image: 4.1. Első közelítés: a nem-relativisztikus kvantummechanika] átmenethez (a Lyman-széria első vonalához) tartozó energia  [image: 4.1. Első közelítés: a nem-relativisztikus kvantummechanika], ez igazán nem számottevő. A relativisztikus effektusok az atomok növekvő rendszámával azonban erősen nőnek. A spin-pálya csatolásból eredő felhasadás pl. Ar, Kr és Xe fotoelektron spektrumában rendre 0,178, 0,665 és 1,306 eV, igen tekintélyes értékek. Azt se felejtsük el, hogy a spin-pálya csatolás csupán egy a relativisztikus effektusok közül. Mindazonáltal a relativisztikus kvantummechanikán alapuló számítási eljárások ma még csak kialakulóban vannak (elsősorban a nem relativisztikus módszerekhez képest jóval nagyobb számítási szükséglet miatt). Ezért a relativisztikus effektusokat általában a nem relativisztikus elmélethez illesztett egyszerű összefüggésekkel igyekeznek figyelembe venni. (Erre még visszatérünk a 7.5. fejezetben.)
A periódusos rendszer első három periódusába tartozó elemek esetén a relativisztikus hatások általában nyugodtan elhagyhatók, és a számítások túlnyomó többségében ezt is tesszük.


4.2. A kvantummechanika 6. axiómája: a Pauli-elv



Elérkezett az idő, hogy a kvantummechanika felépítéséhez még szükséges alapelvet, a 6. axiómát ismertessük. Félreértés ne essék, az axiómának semmi köze a kvantummechanikai közelítésekhez, érvényessége általános. Annak oka, hogy e helyen tárgyaljuk csupán az, hogy a spinnel kapcsolatos, és most jutottunk oda, hogy minden lényegest tudunk a spinről.

          
	 	
                    
                      6. axióma. Egy mikrorendszer állapotfüggvénye azonos részecskék felcserélésére nézve antiszimmetrikus, ha a részecskék feles spinűek és szimmetrikus, ha egész spinűek. Ez a Pauli-elv.
                    

                  	 



        
Az axióma értelmezéséhez végezzük el a következő gondolatkísérletet. Legyen egy  [image: 4.2. A kvantummechanika 6. axiómája: a Pauli-elv] elektronból álló rendszerünk, melynek állapotát a  
[image: 4.2. A kvantummechanika 6. axiómája: a Pauli-elv]

függvény írja le. Cseréljük fel az 1. és 2. elektront. Az új állapotfüggvény:  
[image: 4.2. A kvantummechanika 6. axiómája: a Pauli-elv]

Vajon milyen kapcsolat van  [image: 4.2. A kvantummechanika 6. axiómája: a Pauli-elv] és  [image: 4.2. A kvantummechanika 6. axiómája: a Pauli-elv] között? Az elektronok tökéletesen egyformák, tehát méréssel a két rendszer között semmilyen különbséget nem találhatunk. Ez persze nem jelenti az állapotfüggvények azonosságát, legfeljebb csak azt, hogy  
[image: 4.2. A kvantummechanika 6. axiómája: a Pauli-elv]

Ennélfogva csak azt állíthatjuk,3 hogy  
[image: 4.2. A kvantummechanika 6. axiómája: a Pauli-elv]

A Pauli-elv azt mondja ki, hogy feles spinű részecskék, az ún. fermionok (pl. elektron, proton) esetén a tapasztalat szerint mindig az antiszimmetrikus állapotok valósulnak meg. Egész spinű részecskék, az ún. bozonok (pl. foton,  [image: 4.2. A kvantummechanika 6. axiómája: a Pauli-elv]-mezon) esetén pedig mindig a szimmetrikus állapotok jönnek létre.
Végül még egyszer hangsúlyozzuk, hogy a Pauli-elv érvényessége általános, tehát nemcsak a  [image: 4.2. A kvantummechanika 6. axiómája: a Pauli-elv] spinpálya függvény, de a  [image: 4.2. A kvantummechanika 6. axiómája: a Pauli-elv] szorzat-hullámfüggvény is szükségszerűen antiszimmetrikus két elektron felcserélésére. Úgy is fogalmazhatunk, hogy szimmetrikus pályafüggvényhez antiszimmetrikus spinfüggvény tartozik, ha viszont  [image: 4.2. A kvantummechanika 6. axiómája: a Pauli-elv] antiszimmetrikus, akkor az  [image: 4.2. A kvantummechanika 6. axiómája: a Pauli-elv] spinfüggvény szükségszerűen szimmetrikus.

4.3. Második közelítés: a Born–Oppenheimer tétel



A modern kvantumkémia talán legfontosabb egyszerűsítése a Born–Oppenheimer tétel, melynek lényege a mag- és elektronmozgás szétválasztása. Az atommagok 3-5 nagyságrenddel nehezebbek az elektronoknál, ezért természetes, hogy amíg az elektronok szinte pillanatszerűen tudják követni a magok elmozdulását, a lomha atommagok nehezen követik az elektronok „nyüzsgését”. Nagyon logikus gondolat tehát a két mozgás szétválasztása. Célozzuk meg (4.1)-ben a magok kinetikus energia-operátorát:  
[image: 4.3. Második közelítés: a Born–Oppenheimer tétel]

 ahol  [image: 4.3. Második közelítés: a Born–Oppenheimer tétel] tartalmazza az elektronok kinetikus energia operátorát, valamint az összes potenciális energiatagot. Amennyiben ez a felírás a változók szétválasztását is jelenti, a hullámfüggvény szétesik egy, csak elektron-koordinátákat és egy, csak magkoordinátákat tartalmazó függvény szorzatára:  
[image: 4.3. Második közelítés: a Born–Oppenheimer tétel]

 Írjuk fel a Schrödinger egyenletet (4.5) alapján:  
[image: 4.3. Második közelítés: a Born–Oppenheimer tétel]

 és osszuk el mindkét oldalt  [image: 4.3. Második közelítés: a Born–Oppenheimer tétel]-nel. Tekintve, hogy  [image: 4.3. Második közelítés: a Born–Oppenheimer tétel] független  [image: 4.3. Második közelítés: a Born–Oppenheimer tétel]-től,  [image: 4.3. Második közelítés: a Born–Oppenheimer tétel] pedig  [image: 4.3. Második közelítés: a Born–Oppenheimer tétel]-től (ez utóbbi nem egészen igaz, éppen ez jelenti a közelítést 4)  [image: 4.3. Második közelítés: a Born–Oppenheimer tétel] írhatjuk:  
[image: 4.3. Második közelítés: a Born–Oppenheimer tétel]

 ebből pedig az alábbi két egyenlet következik:  
[image: 4.3. Második közelítés: a Born–Oppenheimer tétel]

 A magmozgás leírásához helyettesítsük vissza (4.9)-be az  [image: 4.3. Második közelítés: a Born–Oppenheimer tétel] elektronenergiát. El ne felejtsük, hogy  [image: 4.3. Második közelítés: a Born–Oppenheimer tétel] rögzített magkonfiguráció mellett jelenti az elektronenergiát, tehát  [image: 4.3. Második közelítés: a Born–Oppenheimer tétel][image: 4.3. Második közelítés: a Born–Oppenheimer tétel] a magok helyzetétől függ!  
[image: 4.3. Második közelítés: a Born–Oppenheimer tétel]

 Ez már tényleg a magmozgás Schrödinger-egyenlete. Az egyenletben  [image: 4.3. Második közelítés: a Born–Oppenheimer tétel] a magmozgás potenciális energiáját képviseli. Az  [image: 4.3. Második közelítés: a Born–Oppenheimer tétel][image: 4.3. Második közelítés: a Born–Oppenheimer tétel] függvényt potenciálfelületnek, vagy pontosabban potenciális energia hiperfelületnek nevezzük.
Vizsgáljunk egy kétatomos molekulát. Rögzítsük a molekula atommagjait és megoldva az elektronok Schrödinger-egyenletét számítsuk ki  [image: 4.3. Második közelítés: a Born–Oppenheimer tétel]-t. Aztán az atomtávolságokat megváltoztatva újra számítsuk ki  [image: 4.3. Második közelítés: a Born–Oppenheimer tétel]-t. Így feltérképezhetjük az elektronenergia változását a magtávolság függvényében. A 4.1. ábrán egy ilyen számítás lehetséges eredményét ábrázoltuk. A kapott potenciálgörbe azt mutatja, hogy egy bizonyos távolságban a magok potenciális energiája minimális: ez az egyensúlyi magtávolság, ennél kisebb távolságban az atomok között nagy taszítóerő hat, ennél nagyobb távolságban pedig a molekula disszociál. Az ábrán látható egy második potenciálgörbe is, melyet (4.9) második sajátértékének a magtávolság-függése ad. Mivel  [image: 4.3. Második közelítés: a Born–Oppenheimer tétel] atommagnak  [image: 4.3. Második közelítés: a Born–Oppenheimer tétel] (lineáris molekula esetén  [image: 4.3. Második közelítés: a Born–Oppenheimer tétel]) szabadsági foka van, a különböző magkonfigurációk a  [image: 4.3. Második közelítés: a Born–Oppenheimer tétel] ([image: 4.3. Második közelítés: a Born–Oppenheimer tétel]) dimenziós tér egy „felületét” adják, ezt nevezzük potenciális energia hiperfelületnek. A 4.2. ábrán egy szubsztituált aminosav, a  [image: 4.3. Második közelítés: a Born–Oppenheimer tétel] potenciálfelületének háromdimenziós ábrázolása látható.

          
	 	
                    
                      4.1. ábra. Kétatomos molekula potenciálgörbéje.

                  	 



        

          
	 	
                    [image: 4.3. Második közelítés: a Born–Oppenheimer tétel]
                  	 



        

          
	 	
                    
                      4.2. ábra. Multidimenziós hiperfelület háromdimenziós metszete. A mutatók a minimumokat és az elsőrendű nyeregpontokat jelzik. (Az ábrát dr. Perczel András bocsátotta rendelkezésünkre.)

                  	 



        

          
	 	
                    [image: 4.3. Második közelítés: a Born–Oppenheimer tétel]
                  	 



        
A felület minden pontját értelmezzük: egy tetszőleges pont az adott magkonfigurációhoz tartozó elektronenergiát adja meg. A felület szélsőértékei rendkívüli jelentőségűek; a minimumok a molekula stabilis konformációit jelentik, az elsőrendű nyeregpontok pedig az átmeneti állapotokat. A felületen ezek szerint modellezhető a legtöbb kémiai reakció, definiálható és vizsgálható a reakció „koordinátája” és szemléletes értelmet kap az aktiválási energia is (4.3. ábra).

          
	 	
                    
                      4.3. ábra. Átmeneti állapot és aktivációs energia a potenciálgörbén.

                  	 



        

          
	 	
                    [image: 4.3. Második közelítés: a Born–Oppenheimer tétel]
                  	 



        
A potenciálfelületek segítségével definiálhatjuk a molekulát is. Ha az Olvasó elgondolkodik azon a „triviális” kérdésen, hogy mi is a molekula, rájön, hogy a kérdés nem is olyan triviális, és bizony nehéz rá minden szempontból kielégítő választ adni. (A nehézségek illusztrációja gyanánt a 4.1. táblázatba gyűjtöttünk néhány ellentmondásos definiciót – garantáltan nem az összeset.) A hiperfelületek segítségével a molekulát egyszerűen a felület olyan minimumaival értelmezhetjük, melyekhez tartozó transzlációs szabadsági fokok száma három. (Vajon miért?) Egy felület különböző minimumai tehát az izomereket képviselik.

          
	 	
                    
                      4.1. táblázat. Molekuladefiníciók. [image: 4.3. Második közelítés: a Born–Oppenheimer tétel]

                  	 



        

          
	 	
                    [image: 4.3. Második közelítés: a Born–Oppenheimer tétel]
                  	 



        

          
          
          [image: 4.3. Második közelítés: a Born–Oppenheimer tétel]
           A pontosság érdekében az eredeti angol idézeteket adjuk közre.
        
Természetesen egy rendszer különböző elektronállapotaihoz különböző potenciálfelületek tartoznak. A felületek metszhetik egymást, a „felső szint” mutathatja az alsó szimmetriáját és tulajdonságait, de teljesen másként is viselkedhet. Ennek megfelelően a molekula létezése – a fenti definició alapján – állapotfüggő; bizonyos állapotokban létezik, másokban nem. A 4.1. ábrán mindkét állapotban létezik stabilis minimum, a két egyensúlyi geometria közel esik egymáshoz, de nem azonos. A 4.4. ábrán az alapállapotban nincs stabilis pont, a gerjesztett állapotban viszont igen. Így viselkednek az ún. exciplex molekulák, pl. XeF, ArF. A jelenséget modern lézerekben használják.

          
	 	
                    
                      4.4. ábra. Exciplex molekula alap- és gerjesztett állapotához tartozó potenciálgörbe. Csak a gerjesztett állapotban stabilis a molekula.

                  	 



        

          
	 	
                    [image: 4.3. Második közelítés: a Born–Oppenheimer tétel]
                  	 



        
Hogyan jellemezhetjük a potenciálfelületet? Egy függvény szélsőértékét deriválással határozzuk meg. Egyváltozós függvény esetében az első és második differenciálhányados segítségével lehet a minimumokat, maximumokat és inflexiós pontokat jellemezni. A sokváltozós potenciálfelületen hasonló módon járhatunk el. Ha az energia minden változó szerinti első parciális deriváltja zérus, a felület egy figyelemre méltó, kritikus pontjához érkeztünk. Az első parciális deriváltak egy vektor elemeiként értelmezhetők, ezt nevezzük gradiens vektornak. A klasszikus mechanikából ismerjük, hogy a potenciális energia első deriváltja (konzervatív erőtérben) az erőt adja. A gradiens vektor egyes elemei ilyenkor az illető atomra ható erőkomponenseket jelentik. Pl. a harmadik atomra x irányból ható erő  
[image: 4.3. Második közelítés: a Born–Oppenheimer tétel]

 Nyílvánvaló, ha az összes erőkomponens zérus, a molekula egyes atomjaira nem hat erő és az atomok egyensúlyban vannak. Ez persze még nem jelenti, hogy a potenciálfelület minimumában vagyunk, erről a második deriváltak nyújtanak információt. Ahogy az első derivált-komponensek vektort formálnak, a második deriváltak már egy mátrixba rendezhetők. Ezt a  [image: 4.3. Második közelítés: a Born–Oppenheimer tétel] dimenziós mátrixot (ahol  [image: 4.3. Második közelítés: a Born–Oppenheimer tétel] az atomok száma) Hess-mátrixnak, vagy erőállandó mátrixnak nevezzük. A kritikus pontok természetét ebből a mátrixból tudjuk kihámozni. Egyváltozós függvény esetén a második derivált előjele dönt: ha ez negatív, akkor maximumban vagyunk, ha pozitív, akkor minimumban. Ha a második derivált értéke zérus, akkor inflexiós pontba jutottunk. A sokváltozós potenciálfelületen a Hess-mátrix sajátértékei döntik el a kérdéses pont jellegét. (Ne felejtsük el, hogy egy mátrix diagonalizálása nem más, mint hasonlósági transzformáció, amellyel egy mátrixot egy megfelelően választott új koordinátarendszerbe viszünk át, melyben a mátrix éppen diagonális alakú. Ennélfogva a diagonális Hess-mátrix elemei, erőállandói, éppen annyi információt hordoznak, mint az eredeti, nem diagonális mátrixéi.)
Ha minden sajátérték pozitív (azaz a mátrix „pozitív definit”), a sokdimenziós felület lokális minimumában vagyunk, ha minden sajátérték negatív (azaz a mátrix „negatív definit”), lokális maximumba jutottunk. Első- (másod-, harmad- stb.) -rendű nyeregpontnak nevezzük a felület azon pontját, melyen egy (kettő, három stb.) negatív sajátérték van, és a többi pozitív. Az elsőrendű nyeregpont tehát minden irányban minimum, kivéve egy irányt, melyben maximum. Úgy képzelhető el, mint a magas hegycsúcsok közötti hágó, mely két völgy között a hegygerinc legalacsonyabb pontja. Az elsőrendű nyeregpont számunkra különösen fontos, hiszen egy reakció átmeneti állapotát jellemzi és haladási útvonalát adja meg. A reakció lejátszódása során egyik minimumból a másik felé ez a pont jelenti a maximális energiájú állapotot, mely ugyanakkor minden más irányból minimális energiájú. Erről a pontról mindkét minimum elérhető úgy, hogy a legmeredekebb lejtőn indulunk az egyik, illetve a másik irányba lefelé. Ez matematikailag könnyen és egyértelműen definiálható, ezáltal egy kémiai reakció lejátszódásának útja, a reakcióút is egyértelműen megadható. Ezt az utat nevezik belső reakció koordinátának, és rövidítik (persze angolul) IRC-nek (intrinsic reaction coordinate). Mielőtt nagyon megörülnénk, hogy ezáltal egy kémiai reakciót tökéletesen tudunk modellezni, emlékeztetnünk kell az olvasót, hogy modellünk az atommagok – és így a molekulák – kinetikus energiájáról elfeledkezik. (Ez már csak a valódi Born–Oppenheimer modellel vehető figyelembe.) A potenciálfelületen a kinetikus energia azt jelenti, hogy a részecskék nem a felületen, hanem a felület fölött mozognak, éppen annyival, amennyi a kinetikus energiájuk. Ezáltal – mint egy légpárnás jármű – a felület finomabb göröngyeit nem érzékelik, kisebb minimumokon-maximumokon átlendülhetnek, és csupán a környező nagy hegyvonulatok befolyásolják őket. Ennélfogva a reakció iránya is lehet más, mint amit az IRC diktálna. [image: 4.3. Második közelítés: a Born–Oppenheimer tétel]

          
          
          [image: 4.3. Második közelítés: a Born–Oppenheimer tétel]
           Az IRC-ről bővebben a
          14
          . fejezet bevezetőjében szólunk.
        
A potenciálfelület tanulmányozása új molekulák felfedezését teszi lehetővé és komoly segítséget nyújt a molekulák szerkezetének megértéséhez is. Segítségével könnyedén interpretálhatók különböző kémiai reakciók és fizikai-kémiai folyamatok, mint a disszociáció, izomerizáció, az elektronátmenetek egyik állapotból a másikba, vagy a részecskék ütközése és szóródása. Nem véletlen, hogy ez a mai kvantumkémia egyik legizgalmasabb kutatási területe. Nem szabad azonban elfelejteni, hogy a fent tárgyalt sztatikus modell csak absztrakció, mely a magok rezgését és forgását teljesen elhanyagolja. E „félklasszikus” modellben a potenciálfelületet kvantummechanikai számításokból nyerjük, de a magmozgást folytonosnak tekintjük: a molekula mozgását a potenciálfelület dombjain leguruló golyó modellezi. Ez számtalan hiba forrása lehet, pl. azáltal, hogy olyan sekély minimumokat ad meg stabilis állapotként, melyek a valóságban még abszolút zérusponton sem létezhetnek (mert nem fér el bennük még a zéruspont rezgés sem). Ezért, ha a valósághoz hű modellt akarunk használni, mindenképpen figyelembe kell venni legalább a rezgési állapotokat. Ugyanakkor sajnálattal, de tudomásul kell vennünk, hogy számítógépeink mai kapacitása nem teszi lehetővé a magmozgáshoz tartozó Schrödinger-egyenlet megoldását nagyobb rendszerek esetében.
A legegyszerűbb módszer az, ha nem oldjuk meg a magmozgás Schrödinger-egyenletét, hanem csak „szimuláljuk” a megoldást, méghozzá úgy, hogy a potenciál minimumokhoz parabolát illesztünk (4.5. ábra). Ez az ún. harmonikus közelítés mindig pontatlan, de ha a minimum mély, elég jó becslést ad a rezgési frekvenciákra, legalábbis a zéruspontrezgés környékén. Fontos azonban észben tartani, hogy a parabolikus potenciál nem a rezgési Schrödinger-egyenlet megoldásából adódik. A mai kvantumkémia a nagyon kis molekulák kivételével ennél többre nem képes.

          
	 	
                    
                      4.5. ábra. Potenciális energia és harmonikus rezgés.

                  	 



        

          
	 	
                    [image: 4.3. Második közelítés: a Born–Oppenheimer tétel]
                  	 



        
Ha viszont megoldjuk a magmozgás (4.11) Schrödinger-egyenletét, megkapjuk  [image: 4.3. Második közelítés: a Born–Oppenheimer tétel]-t és  [image: 4.3. Második közelítés: a Born–Oppenheimer tétel]-t. Előbbi a magok rezgő- és forgómozgását írja le, utóbbi mennyiség pedig a rendszer teljes energiája:  
[image: 4.3. Második közelítés: a Born–Oppenheimer tétel]

 (ahol  [image: 4.3. Második közelítés: a Born–Oppenheimer tétel] a magmozgás kinetikus energiája.) Az állapotot már nem a potenciálfelület jellemzi, és  [image: 4.3. Második közelítés: a Born–Oppenheimer tétel] írja le, hanem a rendszer teljes  [image: 4.3. Második közelítés: a Born–Oppenheimer tétel] energiája, ill. a szorzathullámfüggvény,  [image: 4.3. Második közelítés: a Born–Oppenheimer tétel]. Hangsúlyozzuk, most tartunk a Born–Oppenheimer-tételnél! Az így nyerhető  [image: 4.3. Második közelítés: a Born–Oppenheimer tétel] diagram az energiafelület, avagy – utalva a felület sokdimenziós voltára – az energia-hiperfelület, [image: 4.3. Második közelítés: a Born–Oppenheimer tétel] mely annyiban különbözik az előző potenciálfelülettől, hogy a potenciálfelület csak azon pontjai értelmezhetők rajta, melyek megoldásai a  
[image: 4.3. Második közelítés: a Born–Oppenheimer tétel]

 egyenletnek. Mivel a rezgések és forgások kvantáltak, a potenciálfelület stabilis tartományai mentén (azaz a minimumok környezetében) diszkrét pontokat, ill. a rezgési amplitúdó bejelölésével diszkrét szakaszokat nyerünk. E „vízszintes” szakaszok mutatják a molekula lehetséges rezgőmozgását az adott állapotban. A 4.6. ábra a 4.1. ábrához képest annyiban módosult, hogy berajzoltuk a rezgési szinteket (a forgási szintek hasonlóképpen berajzolhatóak.) A molekula egy-egy szinten mozoghat, két szintvonal közötti energiája nem lehetséges. Ennélfogva a görbe két szintvonal közötti szakaszai nem értelmezhetők. A felületen való haladás most már csak „ugrándozva”, rezgések és forgások gerjesztésén keresztül valósulhat meg, egyik felületről a másikra pedig az elektronok gerjesztésével jutunk.

          
          
          [image: 4.3. Második közelítés: a Born–Oppenheimer tétel]
           Szigorúan véve a potenciális energia hiperfelület után teljes energia hiperfelületnek kellene neveznünk.
        

          
	 	
                    
                      4.6. ábra. A „valódi” Born–Oppenheimer-közelítés során a rezgési és forgási állapotokat a magmozgás Schrödinger-egyenletének megoldásából nyerjük.

                  	 



        

          
	 	
                    [image: 4.3. Második közelítés: a Born–Oppenheimer tétel]
                  	 



        
Ez a közelítés adja legjobban a klasszikus molekulaképet. Molekula állapotnak nevezhetünk ezek után egy adott elektronállapothoz tartozó minden olyan minimumot, melyhez legalább egy rezgési nívó rendelhető és a rendszernek három transzlációs szabadsági foka van. Ezzel egyidőben kevésbé szemléletessé válik az átmeneti komplexum és az aktiválási energia fogalma. Az előbbin a kiindulási és végtermék első közös vibrációs szintjét érthetjük, az utóbbin pedig ezen rezgési szintnek a megfelelő zéruspont rezgési szinthez viszonyított relatív energiáját. A közös vibrációs szint alatt is azonban számtalan rezgési-forgási szint van, melyekről az átmenet az alagúteffektus révén lehetséges és az átmenet annál valószínűbb, minél közelebb vagyunk a közös szinthez. Így az átmenethez nem rendelhető határozott energia. Tulajdonképpen szigorúan véve átmeneti komplexumról sem beszélhetünk és az aktiválási energiához is csak valószínűségi képet rendelhetünk.
Ha nagyon precizek akarunk lenni, a Born–Oppenheimer-közelítés nem érvényes, azaz a rendszer valódi hullámfüggvénye nem választható szét (4.6) szerint, és az elektronállapotok nem különíthetők el a magmozgásból származó rezgési és forgási állapotoktól. Ennélfogva hiperfelületek sem léteznek. A kvantummechanika törvényei értelmében csupán azt mondhatjuk, hogy egy mikrorendszernek különböző (diszkrét és folytonos) állapotai lehetnek, melyek közül csupán egy, a legalacsonyabb energiájú emelhető ki. Ez az alapállapot, minden más lehetséges energiaszint gerjesztett állapot. A rezgési, forgási vagy elektronállapotokat ebben a tárgyalásmódban már nem tudjuk megkülönböztetni, mint ahogy egy molekula különböző izomerjei is csak a rendszer különböző állapotait jelentik. Különös világ ez, melyben a számtalan egymás fölötti potenciálfelületből csupán egyes pontok maradtak meg. Ebben a világban az etil-alkohol nem izomerje, hanem gerjesztett állapota a dimetil-éternek. Az átmeneti állapot még az előbbi kevéssé szemléletes értelmét is elveszti és nincs értelme az aktiválási energia kifejezésnek sem. Az egyes állapotok között csupán átmeneti valószínűségek léteznek, a klasszikus kémiai fogalmakat ezzel kell helyettesíteni. Előző molekula-definicióink is elvesztik értelmüket, hiszen nyilvánvalóan nincs elvi különbség egy 77 elektronból és 12 protonból álló rendszer és egy 10 elektronból, két protonból és egy oxigén atommagból álló kvantummechanikai rendszer között – noha ez utóbbi bizonyos állapotát a kémikusok vízmolekulának hívják. Mindezeket a 4.7. ábra illusztrálja; ez marad meg a 4.1., illetve 4.6. ábrákból.

          
	 	
                    
                      4.7. ábra. Túl a Born–Oppenheimer-közelítésen. Mivel az elektronmozgás nem különül el a magmozgástól, potenciálfelület nem definiálható.

                  	 



        

          
	 	
                    [image: 4.3. Második közelítés: a Born–Oppenheimer tétel]
                  	 



        
Mindazonáltal – szerencsénkre – a Born–Oppenheimer-tétel az esetek nagy részében jól írja le a molekuláris rendszereket, a modell és a valóság között jól értelmezhető korreláció áll fenn és a megfelelő szintek energiája általában kevéssé különbözik. Ebben áll a jelentősége: a közelítés nemcsak számítástechnikai szempontból alapvető, hanem elemi kémiai fogalmak alapjául is szolgál.5

4.4. A harmadik közelítés: az egyelektron módszer



Az előző két közelítés segítségével mostanra sikerült a hullámfüggvényt elég jól lecsupaszítani. Megszabadultunk a spintől, valamint a magok koordinátáitól: a  [image: 4.4. A harmadik közelítés: az egyelektron módszer] változói már csak az elektronok koordinátái. ([image: 4.4. A harmadik közelítés: az egyelektron módszer]-n értelemszerűen csak az elektronokra vonatkozó  [image: 4.4. A harmadik közelítés: az egyelektron módszer]-t fogjuk érteni, noha az indexet a továbbiakban nem írjuk ki.) Új célunk az elektronok szerinti szétválasztás:  
[image: 4.4. A harmadik közelítés: az egyelektron módszer]

 ahol  [image: 4.4. A harmadik közelítés: az egyelektron módszer] olyan egyelektron- (egy elektron koordinátáitól függő) hullámfüggvény, mely csak az  [image: 4.4. A harmadik közelítés: az egyelektron módszer]-edik elektron koordinátáitól függ, tehát mindössze háromváltozós.
Ahhoz, hogy ezt elérjük, a Hamilton-operátort egyelektronos operátorok összegeként kellene felírnunk. Persze ez nem olyan egyszerű. A Hamilton-operátornak van olyan része, mely nulla, egy, illetve két elektron koordinátájától függ. Nevezzük ezeket  [image: 4.4. A harmadik közelítés: az egyelektron módszer],  [image: 4.4. A harmadik közelítés: az egyelektron módszer] és  [image: 4.4. A harmadik közelítés: az egyelektron módszer] operátoroknak. Tehát  
[image: 4.4. A harmadik közelítés: az egyelektron módszer]


        
[image: 4.4. A harmadik közelítés: az egyelektron módszer]


        
[image: 4.4. A harmadik közelítés: az egyelektron módszer]


          [image: 4.4. A harmadik közelítés: az egyelektron módszer]-lal semmi baj sincs. Mivel az atommagok mozdulatlanok, a kifejezés konstans.  [image: 4.4. A harmadik közelítés: az egyelektron módszer] a formulából láthatóan felbontható az egyes elektronokra vonatkozó tagokra.  [image: 4.4. A harmadik közelítés: az egyelektron módszer] viszont megakadályozza, hogy a teljes Hamilton- operátort egyelektronos operátorok összegeként írjuk. Első felindulásunkban tegyünk úgy, mint a nem-relativisztikus közelítés, vagy a Born–Oppenheimer-közelítés során: lelkifurdalás nélkül dobjuk ki a zavaró tagokat. Persze, amíg az előző két esetben jó okunk volt ezt tenni, és a végeredmény igazolta is a sejtéseinket, most más a helyzet, hiszen az elektronok közötti mindennemű kölcsönhatástól meg akarunk éppen szabadulni. Legyen csak lelkifurdalásunk, de azért nézzük meg, mi történik ekkor! Hogy egyszerűsítsük a dolgunkat, vizsgáljunk egy háromelektronos rendszert, melyet most szorzat alakú hullámfüggvénnyel írunk le az alábbiak szerint:  
[image: 4.4. A harmadik közelítés: az egyelektron módszer]

 Játsszuk el ugyanazt a trükköt, mint a (4.9) átalakításánál, és osszuk el az egyenletet a  [image: 4.4. A harmadik közelítés: az egyelektron módszer] szorzattal:  
[image: 4.4. A harmadik közelítés: az egyelektron módszer]

 és az egyenlet – csodák-csodája – szétesik három egyelektronos problémára:  
[image: 4.4. A harmadik közelítés: az egyelektron módszer]

 Mivel  [image: 4.4. A harmadik közelítés: az egyelektron módszer] minden esetben ugyanaz, elegendő csak egyszer megoldani az egyenletet. Roppant egyszerű megoldáshoz jutottunk, de milyen áron! Amennyiben a vizsgált rendszer egy atom, visszajutottunk a hidrogénszerű atom modelljéhez. Ha a kvantumkémia eredményeit gyakorlati kérdések megoldására is alkalmazni akarjuk, erről a szintről tovább kell lépnünk, semmiképpen sem tekinthetünk el az elektronok közötti kölcsönhatástól.
Előbb azonban még egy gondon kell úrrá lennünk. A szorzat alakú hullámfüggvény ugyanis nem tesz eleget az antiszimmetria követelményének, azaz a Pauli elvnek. Legyen például egy kételektronos rendszerünk (pl.  [image: 4.4. A harmadik közelítés: az egyelektron módszer] molekula), melynek szorzat alakú hullámfüggvénye  
[image: 4.4. A harmadik közelítés: az egyelektron módszer]

Nem antiszimmetrikus! Sebaj, keressünk egy olyan lineáris kombinációt, mely már antiszimmetrikus. Ezt megtehetjük, hiszen a megoldások tetszőleges lineáris kombinációja is megoldás, így például a következő is:  
[image: 4.4. A harmadik közelítés: az egyelektron módszer]

(Ahol az N normálási faktor.) Ez a hullámfüggvény már előjelet vált az 1. és 2. elektron felcserélésekor! Nem szabad persze elfelednünk, hogy a Pauli elv a teljes hullámfüggvényre vonatkozik, tehát a spint bizony figyelembe kell vennünk annak ellenére, hogy a hullámfüggvény spin- és pályakoordinátáit már szétválasztottuk. Ennek érdekében az egyelektron függvényeket is egy egyelektronos „pálya-” ([image: 4.4. A harmadik közelítés: az egyelektron módszer]) és egy egyelektronos spinfüggvény ([image: 4.4. A harmadik közelítés: az egyelektron módszer]) szorzataként írjuk fel:  
[image: 4.4. A harmadik közelítés: az egyelektron módszer]

 Ezért aztán a fenti antiszimmetrikus lineáris kombinációnak értelme csak spinpálya függvényekkel van:  
[image: 4.4. A harmadik közelítés: az egyelektron módszer]

 Persze sok elektron esetén kissé körülményes lenne megkeresni azt a lineáris kombinációt, mely bármely két elektron felcserelésére előjelet vált. Pici gondolkodás után rájöhetünk azonban, hogy a megfelelő kombináció nem más, mint egy determináns kifejtése. Két elektron esetén:  
[image: 4.4. A harmadik közelítés: az egyelektron módszer]

 és  [image: 4.4. A harmadik közelítés: az egyelektron módszer] elektron esetén – most már a normálási tényezőt is kiírva:  
[image: 4.4. A harmadik közelítés: az egyelektron módszer]

 kapjuk a determináns alakú hullámfüggvényt, az ún. Slater-determinánst, mely már minden kívánalomnak eleget tesz. Ha ugyanis két elektront felcserélünk, az azt jelenti, hogy a determináns két oszlopát cseréltük fel, ez pedig megváltoztatja a determináns értékének előjelét. Ha egy atomnak vagy molekulának a determináns-hullámfüggvényében két egyelektronos függvény megegyezik, akkor a determináns két sora is megegyezik, és így a determináns értéke zérus. Ez a „klasszikus” Pauli-elv matematikai interpretációja: egy atomban vagy molekulában nem lehet két elektron tökéletesen egyforma állapotban.
Amennyiben két-két elektron az atomi vagy molekuláris rendszerben csupán spinjükben különbözik egymástól, ugyanazon  [image: 4.4. A harmadik közelítés: az egyelektron módszer] függvény rendelhető hozzájuk. Ha a rendszer összes elektronja ily módon „párosítható”, a determináns hullámfüggvény egyszerűsödik, hiszen  [image: 4.4. A harmadik közelítés: az egyelektron módszer] elektronhoz csak  [image: 4.4. A harmadik közelítés: az egyelektron módszer] függvény tartozik:  
[image: 4.4. A harmadik közelítés: az egyelektron módszer]

 Legyűrve az első akadályt, térjünk vissza az egyelektron közelítéshez. Láthattuk, hogy az elektronok közötti kölcsönhatások teljes elhagyása számítástechnikailag jövedelmező ugyan, csak éppen tökéletesen értelmetlen. Próbáljuk most a kölcsönhatások valamely átlagát számítani. Modellünk a következő. Vegyük az első elektront, melyre a magok és az összes többi elektron átlagos potenciálja hat. Aztán vegyük a másodikat, melyre ugyancsak az összes mag, valamint az összes többi elektron (benne az első elektron is) hat. Így olyan effektív potenciált definiáltunk, melyben minden egyes elektron az összes többi által létrehozott átlagos térben mozog, de formálisan az összes többitől függetlenül. [image: 4.4. A harmadik közelítés: az egyelektron módszer]

          
          
          [image: 4.4. A harmadik közelítés: az egyelektron módszer]
           Ez nyilvánvalóan nem lehet igaz! Ha egy elektron elmozdul egy, a többi részecske által létrejött térben, az összes részecske „érzi” az elmozdulást, és ezért a tér abban a pillanatban megváltozik.
        
Úgy is hívjuk ezt a modellt, hogy független részecske modell. Mivel pedig a többi elektrontól független minden egyes elektron, így a reá ható potenciál is formálisan csak az illető elektrontól függ, tehát egyelektronos. Persze csak formálisan, hiszen a potenciálban az összes többi elektron is benne van, tehát ahhoz, hogy ezt a potenciált kiszámíthassuk, ismernünk kell az összes elektron állapotát. (Ez már itt előrevetíti az iteratív megoldás rémét!) Nyilván a független részecske modell annál pontosabb, minél kisebb a különbség a valódi kételektronos potenciál és az effektív egyelektron potenciál között:  
[image: 4.4. A harmadik közelítés: az egyelektron módszer]

 ahol  [image: 4.4. A harmadik közelítés: az egyelektron módszer] az  [image: 4.4. A harmadik közelítés: az egyelektron módszer]-dik kivételével az összes elektrontól függ. Most már sokkal jobb közelítéssel bontható föl  [image: 4.4. A harmadik közelítés: az egyelektron módszer]:  
[image: 4.4. A harmadik közelítés: az egyelektron módszer]

 (ahol a  [image: 4.4. A harmadik közelítés: az egyelektron módszer] szimbólum azt tükrözi, hogy azért  [image: 4.4. A harmadik közelítés: az egyelektron módszer] nem egészen egyenlő az új egyelektronos operátorok összegével) és igaz továbbá, hogy  
[image: 4.4. A harmadik közelítés: az egyelektron módszer]

 A  [image: 4.4. A harmadik közelítés: az egyelektron módszer] egyelektronos függvényekből megszerkeszthető a  [image: 4.4. A harmadik közelítés: az egyelektron módszer] determináns hullámfüggvény, az  [image: 4.4. A harmadik közelítés: az egyelektron módszer] értékekből pedig kiszámítható a rendszer  [image: 4.4. A harmadik közelítés: az egyelektron módszer] energiája.
Bebizonyítható (de nem tesszük), hogy a független részecske modellek legjobbikát akkor kapjuk, ha  [image: 4.4. A harmadik közelítés: az egyelektron módszer] a következő alakú:  
[image: 4.4. A harmadik közelítés: az egyelektron módszer]

 ahol a  [image: 4.4. A harmadik közelítés: az egyelektron módszer]-edik elektron koordinátái szerint integrálunk,  [image: 4.4. A harmadik közelítés: az egyelektron módszer] a  [image: 4.4. A harmadik közelítés: az egyelektron módszer]-ik elektron koordinátáira ható j-ik spinpálya függvény és a  [image: 4.4. A harmadik közelítés: az egyelektron módszer] operátornak az a dolga, hogy az utána következő két egyelektron függvény elektronjait kicserélje. Pl.:  
[image: 4.4. A harmadik közelítés: az egyelektron módszer]

 Az integrál forma az eredeti összegezés helyett éppen a kölcsönhatások átlagolását jelenti. Azt, hogy miért pont a fenti (4.22) szörnyűség az effektív egyelektron potenciál alakja, csak a 6. fejezetben áruljuk el.

          
            Megjegyzések
          
        
	
               Tekintsük a következő Schrödinger egyenletet:  
[image: 4.4. A harmadik közelítés: az egyelektron módszer]

 és legyen igaz, hogy  
[image: 4.4. A harmadik közelítés: az egyelektron módszer]

 Szorozzuk meg az első egyenletet  [image: 4.4. A harmadik közelítés: az egyelektron módszer]-nal, a második egyenletet  [image: 4.4. A harmadik közelítés: az egyelektron módszer]-el és adjuk össze a két egyenletet:  
[image: 4.4. A harmadik közelítés: az egyelektron módszer]


q.e.d.

	
               Helyettesítsük a klasszikus  
[image: 4.4. A harmadik közelítés: az egyelektron módszer]

 kifejezést a relativisztikus dinamika  
[image: 4.4. A harmadik közelítés: az egyelektron módszer]

 alapegyenletével, mely a részecske impulzuskomponensei és energiája között ad kapcsolatot.
Az összefüggésben  [image: 4.4. A harmadik közelítés: az egyelektron módszer] a nyugalmi tömeg,  [image: 4.4. A harmadik közelítés: az egyelektron módszer] a fény sebessége,  [image: 4.4. A harmadik közelítés: az egyelektron módszer],  [image: 4.4. A harmadik közelítés: az egyelektron módszer].  [image: 4.4. A harmadik közelítés: az egyelektron módszer] az impulzus komponensei, míg  
[image: 4.4. A harmadik közelítés: az egyelektron módszer]

 A fenti formula kis sebességek esetén ([image: 4.4. A harmadik közelítés: az egyelektron módszer]) a klasszikus képletté válik. Az egyes fizikai mennyiségeket a megfelelő operátorokkal helyettesítve az ún. Klein–Gordon-egyenlethez jutunk:  
[image: 4.4. A harmadik közelítés: az egyelektron módszer]

 Az egyenlet  [image: 4.4. A harmadik közelítés: az egyelektron módszer]-re és a koordinátákra is másodrendű, így invariáns a Lorenz-transzformációra és ezért formailag a relativisztikus kvantummechanika alapegyenlete lehetne. Részletes analízise azonban számos új problémát vet fel. Alkalmazva pl. a hidrogénatomra, megkapjuk a relativisztikus tömegnövekedésből származó korrekciót és az energia mellékkvantumszámtól való függését, ám a számított szinkép finomszerkezete eltér a megfigyelttől. Ennek oka az, hogy az egyenlet nem ad számot a feles spinű részecskék spin-pálya csatolásáról. Mivel az egyenletben a második deriváltak szerepelnek, a  [image: 4.4. A harmadik közelítés: az egyelektron módszer] kiszámításához adott  [image: 4.4. A harmadik közelítés: az egyelektron módszer]-on kívül még az első derivált  [image: 4.4. A harmadik közelítés: az egyelektron módszer]-beli értékére is szükség van. Ebből az a furcsaság következik, hogy a  [image: 4.4. A harmadik közelítés: az egyelektron módszer] értéke negatív is lehet, ami ellentmond a hullámfüggvény jól bevált és általánosan elfogadott valószínűségi értelmezésének.
Dirac, okulva a Klein–Gordon-egyenlet hibáiból, olyan relativisztikus egyenlet fölírására törekedett, mely egyrészt Lorenz-invariáns, másrészt az idő (és a hely) első deriváltját tartalmazza. Ekkor ugyanis, ha ismerjük  [image: 4.4. A harmadik közelítés: az egyelektron módszer]-t egy adott  [image: 4.4. A harmadik közelítés: az egyelektron módszer] állapotban, a rendszer minden jövőbeli állapota egyértelműen kiszámítható. Mindezt kielégíti a következő egyenlet:  
[image: 4.4. A harmadik közelítés: az egyelektron módszer]

 melyben az  [image: 4.4. A harmadik közelítés: az egyelektron módszer],  [image: 4.4. A harmadik közelítés: az egyelektron módszer],  [image: 4.4. A harmadik közelítés: az egyelektron módszer] és  [image: 4.4. A harmadik közelítés: az egyelektron módszer] mennyiségek nem közönséges számok, hanem  [image: 4.4. A harmadik közelítés: az egyelektron módszer]-es mátrixok. Ennek következményeként a hullámfüggvénynek is négy komponense van, és így négy egyenletet kell megoldanunk. Az elektron leírása esetében az első két lineárisan független megoldás degenerált állapothoz tartozik, a degeneráció külső mágneses tér alkalmazásakor megszűnik. Összevetve a Stern–Gerlach-kísérlettel, a jelenség nyilvánvalóan a spintől ered, amit a Dirac-egyenlet ezek szerint automatikusan figyelembe vesz. A két megoldás csupán a spin irányában különbözik egymástól. A Dirac-egyenlet másik két megoldása szerint az elektron kinetikus energiája látszólag negatív. A negatív energiájú elektronállapot úgy viselkedik, mintha egy pozitív energiájú, de pozitív töltésű elektron lenne jelen! A Dirac egyenlet tehát megjósolja a pozitron létét is. Mivel az egyenlet nemcsak az elektron, hanem minden feles spinű részecske leírására alkalmas, ezért minden ilyen részecskéhez léteznie kell a megfelelő antirészecskének.
A relativisztikus kvantumelméletről bővebben l. Nagy Károly: Kvantummechanika, IX. fejezet, Tankönyvkiadó, Budapest, 1978, vagy R. E. Moss: Advanced Molecular Quantum Mechanics, Chapman and Hall, London, 1973.

	
               Be kell vallanunk – amit már a figyelmes olvasó nyílván észre is vett – hogy a  
[image: 4.4. A harmadik közelítés: az egyelektron módszer]

 egyenlőségből szigorúan véve  
[image: 4.4. A harmadik közelítés: az egyelektron módszer]

 is következik. Definiáljuk a  [image: 4.4. A harmadik közelítés: az egyelektron módszer] operátort úgy, hogy hatására két azonos részecske – 1 és 2 – felcserélődik:  
[image: 4.4. A harmadik közelítés: az egyelektron módszer]

 Könnyen belátható, hogy  [image: 4.4. A harmadik közelítés: az egyelektron módszer] önadjungált, azaz sajátértékei valósak. Másrészről  [image: 4.4. A harmadik közelítés: az egyelektron módszer] nem változik, ha két részecske koordinátáit felcseréljük:  
[image: 4.4. A harmadik közelítés: az egyelektron módszer]

 hiszen a részecskék közötti kölcsönható potenciál szimmetrikus, azaz:  
[image: 4.4. A harmadik közelítés: az egyelektron módszer]

 Ez azt is jelenti, hogy  [image: 4.4. A harmadik közelítés: az egyelektron módszer] és  [image: 4.4. A harmadik közelítés: az egyelektron módszer] felcserélhetők:  
[image: 4.4. A harmadik közelítés: az egyelektron módszer]

 tehát léteznek közös sajátfüggvényeik:  
[image: 4.4. A harmadik közelítés: az egyelektron módszer]

 Ebből már következik, hogy  
[image: 4.4. A harmadik közelítés: az egyelektron módszer]



	
               Deriváljuk a hullámfüggvényt valamely  [image: 4.4. A harmadik közelítés: az egyelektron módszer] magkoordináta szerint:  
[image: 4.4. A harmadik közelítés: az egyelektron módszer]

 A Born–Oppenheimer-közelítés során az első két tagot elhanyagoljuk.

	
               Igen óvatosan kell eljárni azokban az esetekben, amikor a Born–Oppenheimer-tétel felmondja a szolgálatot, így magasan gerjesztett rezgési és forgási állapotokban, disszociáció esetén, Jahn–Teller, ill. a Renner–Teller-effektus esetében,  [image: 4.4. A harmadik közelítés: az egyelektron módszer]-felhasadásnál, stb. Még ezekben az esetekben is alkalmazható azonban az állapotok Born–Oppenheimer-tételen alapuló jelölése, amely valamennyire szemléletessé teszi a modellt. A fenti effektusokról részletes leírás található pl. G. Herzberg, Molecular Spectra and Molecular Structure Vol. 3. Krieger, Malabar, 1991. c. munkájában. Az elektronmozgás és a rezgés csatolódásának kísérleti vizsgálatáról lehet olvasni a következő cikkben: V. Blanchet, M. Z. Zgierski, T. Seideman, A. Stolow: Discerning vibronic molecular dynamics using time-resolved photoelectron spectroscopy, Nature, 401, 52 (1999). 




5. fejezet - A variációs és perturbációs módszerek



Az előző fejezetből megismerhettük a kvantumkémiában használatos közelítések filozófiáját. A számításokhoz azonban a filozófia még nem elég, konkrét módszerekre van szükségünk. Ebben a részben a két legfontosabb matematikai eljárást ismertetjük, melyeken a mai számítási módszerek túlnyomó többsége alapul. A variációs és perturbációs módszereknek is számos változata ismert, ezek közül csak a legegyszerűbbeket tárgyaljuk, azokat is csak szőrmentén.
5.1. A variációs módszer



Legyen egy rendszer alapállapotú energiája Eo, a hozzátartozó állapotfüggvény  [image: 5.1. A variációs módszer]. Jelentsen  [image: 5.1. A variációs módszer] valamely tetszőleges függvényt, melyről csupán azt kötjük ki, hogy a Hilbert tér eleme, azaz kvantummechanikai szempontból „jó” függvény. Képezzük – a 4. axióma szerint – az energia középértékét ezen  [image: 5.1. A variációs módszer] ún. variációs próbafüggvény segítségével:1
[image: 5.1. A variációs módszer]

 ahol a nevező onnan adódik, hogy  [image: 5.1. A variációs módszer]-ról még azt sem kötöttük ki, hogy normált. A variációs elv kimondja, hogy bármely  [image: 5.1. A variációs módszer] esetén igaz, hogy  [image: 5.1. A variációs módszer], és az egyenlőség akkor és csak akkor áll fenn, ha  [image: 5.1. A variációs módszer], azaz  [image: 5.1. A variációs módszer] minden e módon számított energia alsó korlátja.2
A tétel jelentősége óriási: ha ugyanis valami módon meg tudjuk határozni az (5.1) egyenlet minimumát, megkapjuk az alapállapot energiáját. Hasonló minimumtételek láthatók be a gerjesztett állapotokra is (azzal a feltétellel, hogy a próbafüggvénynek ortogonálisnak kell lennie az összes alacsonyabb energiájú állapot egzakt sajátfüggvényére).
Logikusan adódik a kérdés: hogyan élhetünk a variációs elv nyújtotta lehetőséggel, milyen módon számíthatjuk ki a minimumot? Talán addig keresgélünk a Hilbert-tér dzsungelében, amíg rá nem bukkanunk a megfelelő függvényre? – Sziszifuszi munka! Létezik egy sokkal célravezetőbb út. Válasszunk ki a Hilbert térben egy ismert bázist, legyen ez mondjuk a  [image: 5.1. A variációs módszer], fejezzük ki az  [image: 5.1. A variációs módszer] próbafüggvényt e bázis lineáris kombinációjával és helyettesítsük az (5.1) összefüggésbe:  
[image: 5.1. A variációs módszer]

 Képezzük az  [image: 5.1. A variációs módszer] operátor  [image: 5.1. A variációs módszer] mátrix reprezentációját az adott bázis segítségével (2.6) alapján:  
[image: 5.1. A variációs módszer]

 valamint az  [image: 5.1. A variációs módszer] ún. átfedési integrál mátrix elemeit a következők szerint:  
[image: 5.1. A variációs módszer]

 és mindezeket helyettesítsük a fenti képletbe:  
[image: 5.1. A variációs módszer]

 Problémánk tehát most már nem a próbafüggvények variációja, hanem a lineárkoefficienseké: hogyan válasszuk meg a  [image: 5.1. A variációs módszer],  [image: 5.1. A variációs módszer] paramétereket, hogy  [image: 5.1. A variációs módszer] minimális legyen? Ez pedig már egy egyszerű szélsőérték feladat, melyet deriválással oldhatunk meg.3 Képezzük a  [image: 5.1. A variációs módszer] parciális deriváltakat minden  [image: 5.1. A variációs módszer]-re:  
[image: 5.1. A variációs módszer]

 azaz  [image: 5.1. A variációs módszer]
Elvégezve a deriválást a következő homogén, lineáris egyenletrendszerhez jutunk:  
[image: 5.1. A variációs módszer]

 amely kifejtve a következőképpen néz ki:  
[image: 5.1. A variációs módszer]


Avagy mátrix alakban:  
[image: 5.1. A variációs módszer]

 És melynek a nem triviális megoldása:  
[image: 5.1. A variációs módszer]

 Ezt a determinánst szekuláris determinánsnak hívják. A belőle nyert polinom gyökei adják az  [image: 5.1. A variációs módszer],  [image: 5.1. A variációs módszer], ...,  [image: 5.1. A variációs módszer], .... értékeket, melyeket a rendszer energia-sajátértékeinek tekintünk.
Eddig még semmilyen hibát vagy elhanyagolást nem követtünk el. Konkrét számításokhoz azonban végtelen rendű mátrixokkal nem dolgozhatunk, következésképpen a  [image: 5.1. A variációs módszer],  [image: 5.1. A variációs módszer], ...,  [image: 5.1. A variációs módszer], ... bázissorozatot valahol „levágjuk”:  
[image: 5.1. A variációs módszer]

 Ez már közelítés!
Az elmondottakra nézzük az etilén példáját. A számításhoz egy nagyon egyszerű módszert használunk, melyben a következő elhanyagolásokat tesszük:

          [image: 5.1. A variációs módszer] Relativisztikus effektusok,

          [image: 5.1. A variációs módszer] Born–Oppenheimer-tétel,

          [image: 5.1. A variációs módszer] a  [image: 5.1. A variációs módszer]-elektronok kivételével az összes elektront elhagyjuk és

          [image: 5.1. A variációs módszer] a  [image: 5.1. A variációs módszer]-elektronok között mindennemű kölcsönhatásról elfelejtkezünk.
Ezáltal a 4. fejezetben leírtak szerint minden elektronra ugyanazt az eredményt kapjuk és így elég egyre megoldani az egyenletet. Az így definiált módszert 1931-ben dolgozta ki Hückel, és noha láthatóan nagyon komoly elhanyagolásokat foglal magában (pedig még nem is említettük az összeset!), annak idején egyszerűsége miatt rengeteg számítást végeztek vele, meglepően jó kvalitatív eredménnyel.
Az  [image: 5.1. A variációs módszer] variációs próbafüggvényt egy mindössze kételemű bázissal írjuk le: két p-típusú függvénnyel, melyeket a két szénatomon, a molekula síkjára merőlegesen helyezünk el az 5.1. ábrának megfelelően, azaz  
[image: 5.1. A variációs módszer]



          
	 	
                    
                      5.1. ábra. Bázisfüggvények az etilén Hückel-számításához.

                  	 



        

          
	 	
                    [image: 5.1. A variációs módszer]
                  	 



        
Az így megadott (5.7) próba-függvényt behelyettesítve (5.1)-be és feltételezve, hogy a lineárkoefficiensek valósak a következő rettenetesen hosszú, ámde egyszerű kifejezést nyerjük:  
[image: 5.1. A variációs módszer]


        
[image: 5.1. A variációs módszer]

 A formulában a mátrixelemek jelentése és elnevezése a következő:

          [image: 5.1. A variációs módszer]: Coulomb integrál. Az  [image: 5.1. A variációs módszer]-edik elektron és a mag kölcsönhatását adja meg.

          [image: 5.1. A variációs módszer]: Kicserélődési (vagy rezonancia) integrál. Tipikus kvantummechanikai kölcsönhatást reprezentál, melynek megfelelő klasszikus kölcsönhatás nincs.

          [image: 5.1. A variációs módszer]: Átfedési integrál. Az  [image: 5.1. A variációs módszer]-edik és  [image: 5.1. A variációs módszer]-edik „pálya” közös sűrűsége.
Lépjünk tovább, és keressük az (5.4)-nek megfelelő egyenletrendszert:  
[image: 5.1. A variációs módszer]

 elvégezve a kijelölt deriválásokat a következő egyenletrendszert kapjuk:  
[image: 5.1. A variációs módszer]

 és rendezve az egyenleteket:  
[image: 5.1. A variációs módszer]

 A fenti homogén lineáris egyenletrendszer nem triviális megoldásait az alábbi determinánsból nyerjük:  
[image: 5.1. A variációs módszer]

 A Hückel módszer az eredményeket nem abszolút, hanem paraméteres alakban adja meg. Válasszuk az energiaskála zéruspontjának a szén Coulomb-integrálját és nevezzük  [image: 5.1. A variációs módszer]-nak. Az energia egységének válasszuk a C–C kötés kicserélődési integrálját (legyen ez  [image: 5.1. A variációs módszer]). Legyen a két bázisfüggvény átfedési integrálja zérus. Ez természetesen nem igaz, de megkönnyíti a dolgunkat.
Tehát:  
[image: 5.1. A variációs módszer]



          
          
          [image: 5.1. A variációs módszer]
           Nagyobb molekuláknál a nem szomszédos atomokra a Hückel-módszerben a kicserélodési integrált zérusnak választjuk.
        
Behelyettesítve az új jelöléseket egyenletünk már egészen tűrhető állapotba került:  
[image: 5.1. A variációs módszer]

 Ha most még az  [image: 5.1. A variációs módszer] jelölést is bevezetjük, akkor  
[image: 5.1. A variációs módszer]

 A két megoldás tehát  
[image: 5.1. A variációs módszer]

 Most már a két sajátfüggvényt is kiszámíthatjuk, ha az energia-sajátértékeket behelyettesítjük a lineáris egyenletrendszerbe. Ne feledjük, hogy az egyenletrendszer homogén, tehát elvileg végtelen számú megoldásunk van, minthogy a két egyenlet lineárisan összefüggő. Értelmes eredményt akkor kapunk, ha egy plusz feltételt teszünk – azaz egy harmadik egyenletet írunk fel. Legyen ez a normálási feltétel: 
[image: 5.1. A variációs módszer]

Behelyettesítve először  [image: 5.1. A variációs módszer]-et, majd  [image: 5.1. A variációs módszer]-t az alábbi két megoldáshoz jutunk:
1.  [image: 5.1. A variációs módszer]
és
2.  [image: 5.1. A variációs módszer]

          
	 	
                    
                      5.2. ábra. Az etilén kötő és nemkötő  [image: 5.1. A variációs módszer]-pályái.

                  	 



        

          
	 	
                    [image: 5.1. A variációs módszer]
                  	 



        
Tehát a két pálya alakja a következő:  
[image: 5.1. A variációs módszer]

 Az eredeti atomi állapothoz képest  [image: 5.1. A variációs módszer] betöltődése energianyereséggel jár, ez adja a  [image: 5.1. A variációs módszer]-kötést, úgy is hívjuk, hogy kötőpálya. Formálisan erre a pályára pakoljuk a két p-elektront. Az  [image: 5.1. A variációs módszer] „üres” pályát, melynek energiája nagyobb az atomi szintnél lazítónak nevezzük.


5.2. A perturbációszámítás elemei



Tegyük fel, hogy vizsgálandó rendszerünk Schrödinger-egyenlete csak kevéssel különbözik egy másik, ismert rendszerétől és ezért feltételezhető, hogy az ismeretlen rendszerre kapható megoldások hasonlítani fognak az ismert rendszer megoldásaira. Az, hogy „kevéssé különbözik”, esetünkben azt jelenti, hogy a rendszer Hamilton-operátora, illetőleg a Hamilton-operátorban szereplő potenciális energiatag különbözik kevéssé az ismert rendszerétől. Ha ez utóbbi Schrödinger-egyenlete  
[image: 5.2. A perturbációszámítás elemei]

 akkor az ismeretlenre felírható Schrödinger-egyenlet  
[image: 5.2. A perturbációszámítás elemei]

 alakban adható meg, és  [image: 5.2. A perturbációszámítás elemei] a két rendszer közötti eltérést képviselő potenciál,  [image: 5.2. A perturbációszámítás elemei] pedig valamilyen kis szám, (ún. perturbációs) paraméter. Úgy is fogalmazhatunk, hogy ha az új rendszer a régiből annak kis deformációjával, perturbációjával származtatható, akkor a leírásához is a régiből lehet kiindulni. Várható ezért, hogy  [image: 5.2. A perturbációszámítás elemei] és  [image: 5.2. A perturbációszámítás elemei] sem fog nagyon eltérni  [image: 5.2. A perturbációszámítás elemei]-tól és  [image: 5.2. A perturbációszámítás elemei]-tól, és mindkettő felírható  [image: 5.2. A perturbációszámítás elemei] hatványsora szerint:  
[image: 5.2. A perturbációszámítás elemei]


        
[image: 5.2. A perturbációszámítás elemei]

 Az egyszerűbb kezelhetőség kedvéért válasszuk a  [image: 5.2. A perturbációszámítás elemei] perturbációs hullámfüggvényeket  [image: 5.2. A perturbációszámítás elemei]-ra ortogonálisnak4 és helyettesítsük (5.9)-et és (5.10)-et (5.8)-ba:  
[image: 5.2. A perturbációszámítás elemei]

 Rendezve  [image: 5.2. A perturbációszámítás elemei] hatványai szerint, kapjuk a következőt:  
[image: 5.2. A perturbációszámítás elemei]

 Ez az egyenlet tetszőleges  [image: 5.2. A perturbációszámítás elemei]-ra csak úgy teljesülhet, ha  [image: 5.2. A perturbációszámítás elemei] különböző hatványainak együtthatói egyenlők. Vagyis  
[image: 5.2. A perturbációszámítás elemei]

 Aszerint, hogy  [image: 5.2. A perturbációszámítás elemei] hányadik hatványáig megyünk el, beszélünk első, másod, ... stb. rendű perturbációról. Az elsőrendű perturbációszámítás adja  [image: 5.2. A perturbációszámítás elemei]-et és  [image: 5.2. A perturbációszámítás elemei]-et, a másodrendű  [image: 5.2. A perturbációszámítás elemei]-t és  [image: 5.2. A perturbációszámítás elemei]-t és így tovább.
Vizsgáljuk először az elsőrendű egyenletet. Szorozzuk balról  [image: 5.2. A perturbációszámítás elemei]-lal és integráljuk a teljes térre:  
[image: 5.2. A perturbációszámítás elemei]

 A bal oldal második tagja a következő módon írható:  
[image: 5.2. A perturbációszámítás elemei]

 A jobb oldalon lévő első tag értéke  [image: 5.2. A perturbációszámítás elemei], míg a második tag az ortogonalitás miatt kiesik. Ezért az energia elsőrendű korrekciója:  
[image: 5.2. A perturbációszámítás elemei]

 Mivel a V perturbációs operátor és  [image: 5.2. A perturbációszámítás elemei] ismert,  [image: 5.2. A perturbációszámítás elemei] könnyedén kiszámítható anélkül, hogy a perturbált hullámfüggvényre szükség lenne. A további energia-járulékokra ez már nem mondható el:  
[image: 5.2. A perturbációszámítás elemei]

 és a rendszer teljes energiája:  
[image: 5.2. A perturbációszámítás elemei]

 Egy rövidke matematikai csatározás5 után a perturbált  [image: 5.2. A perturbációszámítás elemei] hullámfüggvény is kifejezhető az alábbi formában:  
[image: 5.2. A perturbációszámítás elemei]

 Amíg tehát az elsőrendű energiakorrekcióhoz elegendő az adott állapothoz tartozó hullámfüggvény ismerete, az elsőrendű perturbációs függvényhez ismerni kell a perturbálatlan probléma összes hullámfüggvényét. Ha (5.17) egyenletet helyettesítjük az (5.15) másodrendű energiakorrekció kifejezésébe,  [image: 5.2. A perturbációszámítás elemei] kiszámítható. Hasonlóan kifejezhető a  [image: 5.2. A perturbációszámítás elemei] másodrendű korrekciós függvény, és így tovább a végtelenségig – vagy ameddig meg nem unjuk.
Tanulmányozzuk egy csöppet az (5.17) formulát! A nevezőből látható, hogy csak azoknak az állapotoknak van komolyabb szerepe a sorfejtésben, melyek energiája közel esik  [image: 5.2. A perturbációszámítás elemei]-hoz. A számlálóban szereplő integrál értékének becsléséhez egy pillanatra a csoportelmélethez kell nyúlnunk. Mivel  [image: 5.2. A perturbációszámítás elemei]-től  [image: 5.2. A perturbációszámítás elemei]-ig integrálunk, az integrál értéke akkor nem zérus, ha a  [image: 5.2. A perturbációszámítás elemei] szorzat függvény minden változó szerint szimmetrikus. Ennek értelmében, ha a  [image: 5.2. A perturbációszámítás elemei] szorzat a totálszimmetrikus irreducibilis reprezentáció szerint transzformálódik (azaz a  [image: 5.2. A perturbációszámítás elemei] direktszorzat tartalmazza a totálszimmetrikus irreducibilis reprezentációt), az integrál értéke nem zérus, máskülönben zérus.
Másik fontos kérdés az (5.9) sorozat konvergenciája. Bármennyire is sajnálatos, ha a fenti sort valahol megszakítjuk, a kapott energiáról – ellentétben a variációs elvnél mondottakkal – nem tudjuk eldönteni, hogy az egzakt sajátértéknél kisebb vagy nagyobb: a perturbációs módszer nem ad korlátot a számított eredményre. Az viszont joggal elvárható, hogy a magasabb rendű korrekciók figyelembe vétele javítsa az eredményeket.7

          
            Megjegyzések
          
        
	
               Matematikai szempontból a középérték egy ún. funkcionál. Amíg egy függvény egy számhoz egy másik számot rendel, egy funkcionál egy függvényhez rendel egy számot. Ez esetben a rendszer állapotfüggvényéhez rendelünk egy számot, az energiát. Úgy mondjuk, hogy az energia az állapotfüggvény funkcionálja:  [image: 5.2. A perturbációszámítás elemei].

	
               A Schrödinger-egyenlet  [image: 5.2. A perturbációszámítás elemei] sajátfüggvényei teljes, ortonormált függvényrendszert képeznek, mely szerint  [image: 5.2. A perturbációszámítás elemei] sorbafejthető. (Emlékeztetőül: teljes, ortonormált függvényrendszer a Hilbert tér egy bázisa, és egy bázissal a tér minden eleme lineáris kombináció alakjában kifejezhető.)  
[image: 5.2. A perturbációszámítás elemei]

 Behelyettesítve az (5.1) összefüggésbe kapjuk a következőt:  
[image: 5.2. A perturbációszámítás elemei]

 Kivonva mindkét oldalból  [image: 5.2. A perturbációszámítás elemei]-t:  
[image: 5.2. A perturbációszámítás elemei]

 Mivel bármely  [image: 5.2. A perturbációszámítás elemei] sajátérték nagyobb, mint az alapállapothoz tartozó  [image: 5.2. A perturbációszámítás elemei], ezért az  [image: 5.2. A perturbációszámítás elemei] próbafüggvénnyel számított  [image: 5.2. A perturbációszámítás elemei] is csak nagyobb lehet  [image: 5.2. A perturbációszámítás elemei]-nál. Ha véletlenül  [image: 5.2. A perturbációszámítás elemei], akkor az összes  [image: 5.2. A perturbációszámítás elemei] zérus, kivéve  [image: 5.2. A perturbációszámítás elemei]-t, mely egyenlő 1-gyel, és ekkor  [image: 5.2. A perturbációszámítás elemei]

	
               Amennyiben a próbafüggvény normált, feltételes szélsőérték-feladathoz jutunk. Keressük az  
[image: 5.2. A perturbációszámítás elemei]

 kifejezés szélsőértékét az  
[image: 5.2. A perturbációszámítás elemei]

 mellékfeltétel figyelembe vételével. Az ilyen feladatok megoldására szolgál az ún. Lagrange-multiplikátorok módszere. E szerint a mellékfeltételeket egy határozatlan faktorral ([image: 5.2. A perturbációszámítás elemei]) szorozva hozzáadjuk a szélsőérték feladathoz és így, mint egy feltétel nélküli szélsőérték feladatot oldjuk meg:  
[image: 5.2. A perturbációszámítás elemei]

 Ennek a kifejezésnek keressük a feltétel nélküli első variációját:  
[image: 5.2. A perturbációszámítás elemei]

 A variáció akkor zérus, ha a  [image: 5.2. A perturbációszámítás elemei] paraméterek szerinti deriváltak értéke zérus, deriváljunk tehát a  [image: 5.2. A perturbációszámítás elemei]-k szerint:  
[image: 5.2. A perturbációszámítás elemei]

 és innentől kezdve az eljárás ugyanaz, mint az előbb. Az ismeretlen  [image: 5.2. A perturbációszámítás elemei]Lagrange-multiplikátorok adják a keresett sajátértékeket.

	
               Ez egyszerűen megtehető, ha a  [image: 5.2. A perturbációszámítás elemei] szokásos normálási feltétel helyett a  
[image: 5.2. A perturbációszámítás elemei]

 normálást választjuk. Szorozzuk meg az (5.9) hullámfüggvényt balról  [image: 5.2. A perturbációszámítás elemei]-lal és integráljuk a teljes térre. Ekkor  
[image: 5.2. A perturbációszámítás elemei]

 és mivel  [image: 5.2. A perturbációszámítás elemei] normált, ezért  
[image: 5.2. A perturbációszámítás elemei]

 bármely  [image: 5.2. A perturbációszámítás elemei] esetén.

	
               Fejtsük sorba a  [image: 5.2. A perturbációszámítás elemei] hullámfüggvényt a  [image: 5.2. A perturbációszámítás elemei] operátor egzakt  [image: 5.2. A perturbációszámítás elemei] sajátfüggvényei szerint:6
[image: 5.2. A perturbációszámítás elemei]

 és helyettesítsük (5.12) második egyenletébe. Megfelelő rendezés után a következő kifejezéshez jutunk:  
[image: 5.2. A perturbációszámítás elemei]

 Szorozzuk az egyenletet balról  [image: 5.2. A perturbációszámítás elemei]-lal és képezzük a skalárszorzatokat:  
[image: 5.2. A perturbációszámítás elemei]

 amely kifejtve a következő alakú:  
[image: 5.2. A perturbációszámítás elemei]

 Figyelembe véve, hogy a  [image: 5.2. A perturbációszámítás elemei] sajátfüggvények ortonormáltak, a fenti egyenlet egyszerűsödik:  
[image: 5.2. A perturbációszámítás elemei]

 melyből  [image: 5.2. A perturbációszámítás elemei] könnyedén kifejezhető, és vele együtt a  [image: 5.2. A perturbációszámítás elemei] elsőrendű perturbációs függvény:  
[image: 5.2. A perturbációszámítás elemei]



	
               A  [image: 5.2. A perturbációszámítás elemei] függvény nyilván a  [image: 5.2. A perturbációszámítás elemei] sajátfüggvények egyike – mondjuk a  [image: 5.2. A perturbációszámítás elemei]-ik. A perturbációs módszer segítségével nem csak az alapállapot, hanem a rendszer tetszőleges állapota is vizsgálható. Amikor a  [image: 5.2. A perturbációszámítás elemei]-et sorbafejtjük a  [image: 5.2. A perturbációszámítás elemei] függvények szerint, az összegzésből  [image: 5.2. A perturbációszámítás elemei] kimarad, hogy a 4. megjegyzésben definiált ortogonalitási reláció továbbra is érvényben maradjon.

	
               Számos esetben még ez sem igaz. Amennyiben az (5.8) egyenletben definiált „kis perturbáció” nem nagyon kicsi, a sor gyakran mutat oszcillációt, vagy divergálhat és ez a módszer használhatóságát erősen korlátozza (l. 7.3. pont). 




6. fejezet - A Hartree–Fock-modell és következményei



6.1. A Hartree-Fock-módszer



Térjünk vissza az egyelektronos közelítéshez egy új, gyakorlati kérdéssel. Hogyan határozzuk meg a  [image: 6.1. A Hartree-Fock-módszer] egyelektronos függvényeket, melyekből aztán a determináns-hullámfüggvényt összeállítva a vizsgált mikrorendszer energiáját (és egyéb tulajdonságait) a legjobban közelíthetjük meg? Írjuk fel a (4.14)–(4.16) egyenletek alapján az energia várható értékét:  
[image: 6.1. A Hartree-Fock-módszer]

 ahol  [image: 6.1. A Hartree-Fock-módszer] a keresett Slater-determináns. Mivel  [image: 6.1. A Hartree-Fock-módszer] konstans, a kifejezés első tagja, könnyen számítható, éppen  [image: 6.1. A Hartree-Fock-módszer] lesz. Tudjuk, hogy a determináns nem egyéb, mint szorzat alakú hullámfüggvények lineáris kombinációja. Minthogy a  [image: 6.1. A Hartree-Fock-módszer] operátorok egy-egy ilyen szorzatból csupán egy, a  [image: 6.1. A Hartree-Fock-módszer] operátorok pedig csak két függvényre hatnak, végig kell gondolnunk, hogy az egyes integrálokból mely tagok tűnnek el és melyek maradnak meg. Jó kis agytorna, érdemes megpróbálni! (Ha nem megy, meg lehet nézni a Megjegyzések 1. pontját.) Mi most itt csak a végeredményt tálaljuk, azt is elég nehéz megemészteni:  
[image: 6.1. A Hartree-Fock-módszer]

 Lám, megjelent a (4.22) potenciál kifejezése! A  [image: 6.1. A Hartree-Fock-módszer]szimbólum helyett most mást írunk:  
[image: 6.1. A Hartree-Fock-módszer]

 Azért tehettük ezt meg, mert a kettős szumma első kifejezése (az ún. Coulomb-kölcsönhatás) és második kifejezése (az ún. kicserélődési kölcsönhatás) egyenlők és így kiejtik egymást, ha  [image: 6.1. A Hartree-Fock-módszer].1 Emiatt hat a (4.22)  [image: 6.1. A Hartree-Fock-módszer] potenciál úgy az  [image: 6.1. A Hartree-Fock-módszer]-ik elektronra, mint egy  [image: 6.1. A Hartree-Fock-módszer] elektronból álló tér. A Coulomb-kölcsönhatás az elektronok közötti elektrosztatikus kölcsönhatást írja le, a kicserélődési tag pedig a hullámfüggvény antiszimmetriájának a következménye, és ezért klasszikus analógja nincs.
Feladatunk továbbra is az energia minimumához tartozó  [image: 6.1. A Hartree-Fock-módszer] függvények megkeresése. Tipikus variációs probléma. Csupán azt kötjük ki, hogy  [image: 6.1. A Hartree-Fock-módszer]-k ortonormáltak –, így is már feltételes variációs feladatnak nézünk elébe (l. 5. fejezet 3. megjegyzés). A megoldáshoz a  [image: 6.1. A Hartree-Fock-módszer] feltételeket egy határozatlan  [image: 6.1. A Hartree-Fock-módszer] paraméterrel megszorozva hozzáadjuk az energia (6.2) kifejezéséhez és az így kapott formula minimumát keressük. És ha már keressük, meg is találjuk a következő alakban:2
[image: 6.1. A Hartree-Fock-módszer]

 ahol  [image: 6.1. A Hartree-Fock-módszer] az elektronok száma és az  [image: 6.1. A Hartree-Fock-módszer]Fock-operátor a (4.20) és (4.22) alapján a következőképpen néz ki:  
[image: 6.1. A Hartree-Fock-módszer]

 A (6.3) egyenleteket ([image: 6.1. A Hartree-Fock-módszer] darab) Hartree–Fock (röviden HF) egyenleteknek nevezzük. Írhatjuk az egyenleteket összeszorozva, mátrix alakban is:  
[image: 6.1. A Hartree-Fock-módszer]

 Ahol  [image: 6.1. A Hartree-Fock-módszer] egy sorvektor,  [image: 6.1. A Hartree-Fock-módszer] pedig egy négyzetes mátrix. Mivel ez utóbbi szimmetrikus is, megfelelő hasonlósági transzformációval diagonalizálható. Legyen a megfelelő transzformáló mátrix  [image: 6.1. A Hartree-Fock-módszer]. Ekkor írható:  
[image: 6.1. A Hartree-Fock-módszer]

 mátrix egyenlet, amelynek a komponensei (a vesszőket elhagyva) az  
[image: 6.1. A Hartree-Fock-módszer]

 sajátérték egyenletek, melyeket kanonikusHF egyenleteknek neveznek. (Az  [image: 6.1. A Hartree-Fock-módszer] operátor a transzformációra nem változik.) Helyben vagyunk tehát! Ha megoldjuk az egyelektronos (6.7) egyenleteket, máris megvan a keresett determináns hullámfüggvény, valamint a rendszer energiája, mely most nem az  [image: 6.1. A Hartree-Fock-módszer] mennyiségek [image: 6.1. A Hartree-Fock-módszer] egyszerű összegeként adódik, amint az a (6.2), (6.4) és (6.7) formulákból következik.

          
          
          [image: 6.1. A Hartree-Fock-módszer]
           Az  
          [image: 6.1. A Hartree-Fock-módszer]
           mátrix diagonális elemeit egy indexszel jelölhetjük.
        
Megválaszolandó kérdés azonban még mindig van, nem is egy! Először is a (6.7) Hartree-Fock egyenletek megoldása. Ránézve a Fock-operátor (6.4) alakjára rögtön szembetűnik, hogy  [image: 6.1. A Hartree-Fock-módszer]-ben szerepelnek a kiszámítandó  [image: 6.1. A Hartree-Fock-módszer] függvények. Tipikus iterációs feladat: fel kell vennünk valahogy egy kezdeti  [image: 6.1. A Hartree-Fock-módszer] egyelektronos függvénysorozatot, megszerkesztjük vele az  [image: 6.1. A Hartree-Fock-módszer] operátort, majd megoldva a HF egyenleteket új  [image: 6.1. A Hartree-Fock-módszer] sorozatot nyerünk. Ezzel új  [image: 6.1. A Hartree-Fock-módszer] operátort szerkesztünk és folytatjuk az eljárást a konvergenciáig. Ha elértük, örülünk, és azt mondjuk hogy, a rendszer önmagához következetes, angolul self consistent field. Az eljárást ezért SCF eljárásnak nevezzük. Megjegyezzük, hogy a Fock operátornak az említetteken kívül még más – végtelen számú – sajátfüggvénye ([image: 6.1. A Hartree-Fock-módszer],  [image: 6.1. A Hartree-Fock-módszer],...) is van, de jelen pillanatban ezek számunkra nem érdekesek.
A második kérdés a (6.6) transzformáció létjogosultsága. Nem vitás, a (6.7) kanonikus HF egyenletek könnyebben kezelhetők, mint az eredeti (6.3) egyenletek. De pusztán ez a tény megengedhetővé tesz-e egy ilyen önkényes lépést? Könnyedén belátható, hogy egy hasonlósági transzformáció a determináns (és így a Slater-determináns) értékén nem változtat.3 A transzformáció megváltoztatja ugyan az egyes  [image: 6.1. A Hartree-Fock-módszer]-ket, de a fizikai értelmet hordozó  [image: 6.1. A Hartree-Fock-módszer] determináns és ennek megfelelően a rendszer energiája nem változik.
Nyomatékosan hangsúlyozzuk, hogy a  [image: 6.1. A Hartree-Fock-módszer]-függvényeknek és a hozzájuk tartozó  [image: 6.1. A Hartree-Fock-módszer] sajátértékeknek semmilyen fizikai értelmük nincs. Ennek ellenére (vagy tán éppen ezért?) egy nagyon szemléletes képet rendelhetünk ezekhez a mennyiségekhez. Ez a molekulapálya-modell (az angol molecular orbital elnevezés után MO-modell), amelyen a mai kémia nagy része alapul. Mivel minden egyes elektronhoz tartozik egy  [image: 6.1. A Hartree-Fock-módszer]-függvény (és egy  [image: 6.1. A Hartree-Fock-módszer] sajátérték), a modell kézenfekvő:  [image: 6.1. A Hartree-Fock-módszer] írja le az i-ik elektron állapotát,  [image: 6.1. A Hartree-Fock-módszer] pedig az energiáját.
Nevezzük a  [image: 6.1. A Hartree-Fock-módszer] egyelektronos függvényeket pályáknak (ha atomról van szó, atompályának, ha molekuláról, akkor molekulapályának) és az (energia dimenziójú)  [image: 6.1. A Hartree-Fock-módszer] mennyiségeket pályaenergiáknak. A pályák és pályaenergiák így mintegy belső struktúrát adnak az illető atomnak, vagy molekulának: az egyes elektronok szépen sorban „ráülnek” a pályákra, betöltik azokat. Ha az elektronok elfogytak, a többi pálya ([image: 6.1. A Hartree-Fock-módszer],...) „üres”, így még az elektronok gerjesztési folyamatainak értelmezésére is alkalom nyílhat. Az így nyert betöltött pálya-sorozatot elektronkonfigurációnak nevezzük. Az üres pálya koncepciója még a betöltött pályánál is komolyabb elvi hibát tartalmaz, ha ugyanis a Fock operátor egy „üres” pályára hat, az olyan, mintha egy elektronra nem  [image: 6.1. A Hartree-Fock-módszer], hanem n elektron hatna. Ezért általában nem is beszélünk üres, hanem csak virtuális – nem valódi – pályáról.
Különösen a pályaenergia-fogalomról ír le, hogy csak fikció és nem valóság, hiszen az  [image: 6.1. A Hartree-Fock-módszer] értékek mögött a feltételes variációszámítás során fellépő kétindexes paraméterek, az ún. Lagrange-multiplikátorok állnak, melyekből „pályaenergiát” csupán egy önkényes transzformáció csinált. Más transzformációk is egyenértékű egyelektron függvényeket adnak, de természetesen nem diagonalizálják az  [image: 6.1. A Hartree-Fock-módszer]-mátrixot. Ezért csak a kanonikus pályák esetén van értelme pályaenergiáról beszélni.
Lényegesen egyszerűsödik a HF módszer, ha a  [image: 6.1. A Hartree-Fock-módszer] függvényekre megszorításokat vezetünk be. Az egyelektronos pályákat célszerű úgy választani, hogy feleljenek meg a rendszer szimmetriájának, vagyis az adott pontcsoport transzformációs tulajdonságainak. Pontosabban fogalmazva képezzék a molekula szimmetriacsoportja valamely irreducibilis reprezentációjának a bázisát. Az ilyen pályákat szimmetriapályáknak nevezzük.
Szokásos megszorítás az, ha figyelembe vesszük a pályák szerkesztésénél, hogy a  [image: 6.1. A Hartree-Fock-módszer] egyrészecske spinpálya-függvények a spin- és pályafüggvények szorzatai, azaz  [image: 6.1. A Hartree-Fock-módszer] vagy  [image: 6.1. A Hartree-Fock-módszer] alakúak (l. 3.21), vagyis a  [image: 6.1. A Hartree-Fock-módszer] pályára két elektron ültethető, az egyik  [image: 6.1. A Hartree-Fock-módszer], a másik  [image: 6.1. A Hartree-Fock-módszer] spinnel. Amíg tehát a megszorítás nélküli HF, azaz UHF (az angol unrestricted szóból) pályák mind különböző energiájúak (kivéve a szimmetria okozta degenerációt), addig a megszorításos (restricted) HF – azaz RHF – módszer kétszeresen betöltött (ill. betölthető) térbeli pályákat ad, hiszen a  [image: 6.1. A Hartree-Fock-módszer] és  [image: 6.1. A Hartree-Fock-módszer] pályák degeneráltak (6.1. ábra). A matematikai-számítástechnikai következmény sem érdektelen, hiszen az RHF egyenletek száma éppen fele az UHF egyenletek számának. Amennyiben minden egyes pálya kétszeresen betöltött, zárt héjú rendszerről beszélünk, ha léteznek félig betöltött pályák is, nyílt héjú rendszerről van szó. Íme tehát az eredmény: hosszú és bonyolult matematikai bűvészkedés után eljutottunk a modellhez – melyet minden elemi kémia kézikönyv tartalmaz. [image: 6.1. A Hartree-Fock-módszer]

          
          
          [image: 6.1. A Hartree-Fock-módszer]
           Fogalmazzunk inkább úgy, hogy ezek után már látható a kémiai modell valódi eredete és értelme.
        

          
	 	
                    
                      6.1. ábra. UHF- és RHF-pályák.

                  	 



        

          
	 	
                    [image: 6.1. A Hartree-Fock-módszer]
                  	 



        
Zárthéjú rendszerekre a (6.2) energia-kifejezés némileg módosul, mivel minden  [image: 6.1. A Hartree-Fock-módszer] pályafüggvény kétszer szerepel a determinánsban, egyszer  [image: 6.1. A Hartree-Fock-módszer], egyszer pedig  [image: 6.1. A Hartree-Fock-módszer] spinnel, és azok az integrálok, melyekben ellentétes spinű függvények vannak, a spinfüggvények ortogonalitása miatt kiesnek.  
[image: 6.1. A Hartree-Fock-módszer]

 és mivel az  
[image: 6.1. A Hartree-Fock-módszer]

 Zárt héjú RHF egyenletekben az  [image: 6.1. A Hartree-Fock-módszer]-operátor alakja:  
[image: 6.1. A Hartree-Fock-módszer]

 ezért  
[image: 6.1. A Hartree-Fock-módszer]

 és így a rendszer teljes energiája:  
[image: 6.1. A Hartree-Fock-módszer]

 alakba írható.
Említettük, hogy a rendszer valódi hullámfüggvénye a nem-relativisztikus közelítés miatt egyidejűleg sajátfüggvénye az  [image: 6.1. A Hartree-Fock-módszer] és  [image: 6.1. A Hartree-Fock-módszer] és  [image: 6.1. A Hartree-Fock-módszer] operátoroknak. Az egyelektronos közelítésből következik, hogy az UHF hullámfüggvényre ez már nem feltétlenül áll fenn;  [image: 6.1. A Hartree-Fock-módszer] nem feltétlenül sajátfüggvénye az  [image: 6.1. A Hartree-Fock-módszer]-nek. Vizsgáljunk például egy dublet állapotot, melyet a  [image: 6.1. A Hartree-Fock-módszer] és  [image: 6.1. A Hartree-Fock-módszer] determináns hullámfüggvények írnak le. A megfelelő spin-sajátérték egyenletek a következők:

          
	 	
                    [image: 6.1. A Hartree-Fock-módszer]
                  	 



        
Az  [image: 6.1. A Hartree-Fock-módszer] sajátérték méri a dublet állapot „tisztaságát”. Az UHF hullámfüggvény nagyon gyakran nem tiszta dublet állapot, és más, magasabb multiplicitású állapotokkal van „szennyezve”. Ilyenkor a számított érték eltér 0,75-től (illetve az adott állapot megfelelő  [image: 6.1. A Hartree-Fock-módszer] értékétől). [image: 6.1. A Hartree-Fock-módszer]

          
          
          [image: 6.1. A Hartree-Fock-módszer]
           Mindig nagyobb a számított  
          [image: 6.1. A Hartree-Fock-módszer]
           értéknél. A jelenséggel kapcsolatban több példa található a könyv második részében.
        
A jelenség számos probléma okozója lehet, pl. erőteljesen torzíthatja a potenciálfelületet, megtévesztő, nem létező minimumokat adhat és az átmeneti állapotok helyét eltólhatja. Ha a spinfüggvény szennyezett, az ún. spinprojekció (vagy más néven spin annihiláció) módszerét alkalmazhatjuk. Ehhez először meg kell keresni a szennyező spin-komponenseket, majd egy projekciós operátor segítségével a nem kívánatos komponensek eltávolíthatók. A projekció mélyíti az energiát, azonban a potenciálfelület torzulásait nem szünteti meg.
A megszorítások igen fontos következménye, hogy az RHF hullámfüggvény mindig sajátfüggvénye az  [image: 6.1. A Hartree-Fock-módszer]-nek.


6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete



A hidrogénatom gömbszimmetriájának fontos következménye a  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete],  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete],  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete],  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete] és  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete] operátorok felcserélhetősége. Egy sokelektronos atom is gömbszimmetrikus, de már fellépnek az elektronok közötti kölcsönhatások is, és emiatt az egyes elektronok impulzusmomentumai külön-külön már nem értelmezhetők, csupán az eredőjük. Ugyanez érvényes a spinmomentumra is. Továbbra is érvényesek maradnak a felcserélési szabályok, de most már az  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete],  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete],  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete] és  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete] operátorok az atom teljes impulzus-, ill. spinmomentumára vonatkoznak. Ez azt jelenti, hogy ha egy sokelektronos atom momentumait akarjuk mérni (mérni a mágneses momentumot tudjuk, abból következtetünk (3.16) alapján az impulzusmomentumra), csak a momentum eredője (ill. annak térirányú vetülete) mérhető, de nem mérhetők külön-külön az egyes elektronok momentumai. Márpedig az atom teljes impulzus- és spinmomentuma csakis az egyes elektronok egyedi momentumaiból tevődhet össze. A klasszikus fizikában a rendszer teljes impulzusmomentuma az egyes momentumok vektori eredőjeként kezelhető, ekként adódik tehát a teljes impulzusmomentum-operátor az egyes operátorok összegéből:  
[image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete]

 Ugyanígy a teljes spinoperátor:  
[image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete]

 Az így definiált operátorok sajátérték egyenletei is azonos alakúak a (3.10) és (3.11) egyelektronos sajátérték egyenletekkel:  
[image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete]

 ahol  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete],  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete],  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete],  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete] kvantumszámok az  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete] ,  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete],  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete] és  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete] kvantumszámok sokelektronos megfelelői. Az új kvantumszámok lehetséges értékei:

          [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete]: 0, 1, 2, ...

          [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete]: 0,  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete],  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete], ...,  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete]

          [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete]: 0, 1/2, 1, 3/2, ...

          [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete]: 0,  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete],  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete], ...,  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete]
Mielőtt még teljesen összezavarodnánk a rengeteg momentum, kvantumszám és jelölésük között, álljunk meg egy pillanatra és foglaljuk össze ismereteinket a 6.1. táblázatban!

          
	 	
                    
                      6.1. táblázat. Egyelektronos és sokelektronos atomok impulzusmomentumai.

                  	 



        

          
	 	
                    [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete]
                  	 



        
A táblázatból látható, hogy amint az  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete] mellékkvantumszám értékeihez az  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete]... betűjeleket rendeljük, ugyanezt tesszük az  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete] kvantumszám esetén is – csak éppen nagybetűket alkalmazunk. Tudjuk azt is, hogy a pálya- és spinmomentum valójában nem választható szét, az csupán a nemrelativisztikus közelítés eredménye. Az atomnak csak egyetlen momentuma van, melynek nagyságát a  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete] kvantumszám, térirányú vetületét  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete] szabja meg. Az összefüggések pontosan azok, mint amelyekkel a H-atomnál találkoztunk.
Az egyelektronos közelítés szintjén minden elektronhoz külön egyelektronos hullámfüggvényt rendelünk. Tudjuk, hogy e függvényeknek nincs fizikai értelmük, de a pálya-modell alapján magukban hordozzák az elektronok osztályozásának lehetőségét. Így kézenfekvő, hogy ezeknek a függvényeknek az egyedi elektronok pálya- és spinmomentumait is magukban kell hordozniuk. Ez így is van, hiszen a gömbszimmetria miatt az egyelektronos  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete] függvények a hidrogénatom mintájára szétválaszthatók egy  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete] és egy  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete] függvényre. Az  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete] pontosan ugyanaz a gömbfüggvény lesz, amely a hidrogén sajátfüggvényeiben szerepelt, ezért sajátfüggvénye az illető elektronhoz tartozó pálya-impuzusmomentum operátornak. Ennek alapján az atom eredő pálya-, ill. spinmomentumát formálisan [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete] ki kell tudnunk számítani az egyes elektronok momentumaiból, azaz  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete] és az  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete] kvantumszámok kiszámíthatók az egyes elektronok (formális)  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete] és  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete] kvantumszámaiból. Így  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete]lehetséges értékei:

          
          
          [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete]
           Csak formálisan, hiszen az eredőn kívül nincs észlelhető rész-momentum.
        
[image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete]

 pozitív egész számok (vagy nulla). Ha pl.  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete] és  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete], akkor  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete] lehetséges értékei 4, 3, vagy 2, ha  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete], akkor  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete], vagy 0. Minden  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete]-hez  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete] féle  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete] kvantumszám tartozhat (pályamultiplicitás) az  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete] vektor iránykvantálásának megfelelően:  
[image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete]

 Ugyanígy  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete] lehetséges értékei:  
[image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete]

 összesen  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete]-féle lehetőség. Két elektron esetén pl.  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete] lehetséges értékei az 1 és a 0. Minden  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete]-hez  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete] féle  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete] kvantumszám tartozhat:  
[image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete]

 értékekkel.
Ha tehát  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete], akkor  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete], és ha  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete], akkor  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete]. Az  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete]-hez tartozó  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete] lehetőséget spinmultiplicitásnak (vagy egyszerűen csak multiplicitásnak) nevezünk. A spinmultiplicitást – éppúgy, mint az egyelektronos hidrogénatom esetében tettük – az  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete] kvantumszám betűjele elé felső indexben írjuk. Pl. a  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete] jelölés az  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete],  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete] kvantumszámokat jelenti és dublett-P állapotnak mondjuk, a  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete] triplett-D állapotot pedig az  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete],  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete] kvantumszámok jellemzik. Természetesen a fenti lehetőségek közül csak azok valósulhatnak meg, melyeket a Pauli-elv megenged. Pl. az  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete] és  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete] esetben ha a két elektron nem azonos főkvantumszámú  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete]-pályán van, lehetséges az  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete],  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete],  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete],  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete],  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete],  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete], állapot ha viszont azonos a főkvantumszám (pl. a szénaton esetében), akkor csak az  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete],  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete] és  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete].
Az összefüggések pontosan azok, mint amelyekkel a H-atomnál találkoztunk. Amennyiben a  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete] és  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete] kvantumszámokat akarjuk elektronokra lebontani az individuális elektronok formális  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete] kvantumszámaiból kell kiindulnunk és felépítenünk  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete]-t, teljesen úgy, mint az  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete] és  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete] kvantumszámokat.  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete] lehetséges értékei tehát:  
[image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete]

 Minden  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete]-hez pontosan  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete] féle térirányú beállási lehetőség, azaz  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete] kvantumszám tartozik. A  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete]-kvantumszám értékét is fel szokták tüntetni, az illető atomi állapot szimbólumának jobb alsó sarkában. Pl. a  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete] állapotot az  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete],  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete] és  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete] kvantumszámok jellemzik.
Amennyiben a teljes impulzusmomentum elkülönítése pálya- és spinmomentumra reális közelítés (kis rendszámú elemek), akkor először az  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete] és  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete] kvantumszámokat, majd ebből az eredő  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete] kvantumszámot határozzuk meg. Ekkor a  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete]-kvantumszám meghatározása a következő:  
[image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete]

 Ez az ún. L-S vagy Russel-Saunders csatolási séma. Ha viszont a relativisztikus effektusok jelentősek (nagy rendszámú elemek), akkor csak az individuális j-kvantumszámokból építhető fel az eredő  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete] (6.19) szerint. Ezt j-j csatolási sémának nevezzük. Nyilvánvaló, hogy mindkettőnek ugyanazt a felhasadási képet kell adnia, de az egyes szintek relatív helyzete, energiája más. Ennek értelmében mindkettő csak határeset, az atom valódi állapota mindig a kettő között van. Mindenesetre a nem túl nehéz atomok esetén az R-S csatolási kép általában sokkal kényelmesebben használható.
Az atom pálya- és spinmomentumának egyedi elektronok momentumaiból való összegezése tehát az egyelektronos közelítéssel van összhangban. Amíg a  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete] Slater-determináns a teljes momentumot reprezentálja, a  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete] függvények az egyes elektronok pálya-impulzusmomentumait, az  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete] függvények pedig spinmomentumait tartalmazzák:  
[image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete]

 Nézzünk néhány példát! A héliumatom alapállapotát a következő két  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete] alakú egyelektronos hullámfüggvénnyel írhatjuk le:  
[image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete]

 Mindkét elektron az 1s pályán található ellentétes spinnel, azaz  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete], de a spinfüggvények különböznek. A megfelelő determináns:  
[image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete]

 Az elektronkonfiguráció  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete], az elektronállapot  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete] (szinglett-S). Általánosan igaz, hogyha az adott konfiguráció zárt héjú, akkor a megfelelő állapot  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete].
Ha a héliumatom egyik elektronját a  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete] pályára „gerjesztjük”, két lehetőség van. Az első:  
[image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete]

 a triplett állapotnak megfelelő alábbi három Slater determinánssal:  
[image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete]

 Az egyik elektront a  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete], a másikat a  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete] pályára helyeztük, a két spin parallel állású, ezért  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete]. A triplett-S állapot háromszorosan degenerált, a spinmomentum három különböző beállási módja (azaz a három lehetséges  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete] érték) alapján. A determináns felírásakor  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete] különböző értékeit az egyelektromos spinfüggvényekkel úgy állítottuk elő, mintha formálisan  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete] és  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete] értéke változna: mintha az első determinánsban mindkét elektron  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete] spinű, a másodikban az első  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete] a második  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete] spinű, míg a harmadikban mindkettő  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete] spinű lenne. Ez természetesen csak formalitás, de a végeredmény szempontjából jogos.
A másik lehetőség az, amikor a két elektron spinje ellentétes:  
[image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete]

 A megfelelő determináns:  
[image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete]

 Látható tehát, hogy egy konfigurációhoz ([image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete]) négy különböző elektronállapot ([image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete],  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete],  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete],  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete]) tartozik, melyek tovább csoportosíthatók, egy  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete] és egy  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete] állapotra. A két állapot két különböző energiaszintet jelent, de a  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete] állapotok továbbra is degeneráltak. Ez a degeneráció már csak mágneses térben szűnik meg. Mindezt a 6.1. ábrán tüntettük fel.
Az energiaszinteket természetesen a megfelelő HF számításokkal kaphatjuk meg. Mivel csak az egyváltozós  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete] függvényeket kell variálni, a feladat nem bonyolult. A szintek relatív helyzetéről az ún. Hund-szabályok adnak kvalitatív becslést. Ezek szerint a legkisebb energiájú szint a legnagyobb multiplicitású (Hund első szabálya). Több azonos multiplicitású állapot közül a nagyobb  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete] értékű az alacsonyabb energiájú (Hund 2. szabálya).4
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A 6.2. táblázatban az egyes determinánsokat a megfelelő kvantumszámokkal reprezentáljuk és így hasonlítjuk össze. A táblázat egy-egy sora tehát egy-egy determinánsnak felel meg.
Látható, hogy  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete], mely egy gerjesztett  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete] állapotot képvisel, ugyanazokat az  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete] és  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete] kvantumszámokat hordozza, mint  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete] sőt, ha felcseréljük az elektronok spinjeit és az első elektront  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete] spinűnek, a másodikat  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete] spinűnek választjuk,  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete] éppen megegyezik  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete]-vel. Ebből azután érdekes dolog következik.
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Bebizonyítható, hogy a determináns hullámfüggvény mindig az  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete] és  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete] operátorok sajátfüggvénye, de nem mindig sajátfüggvénye  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete] és  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete] operátoroknak. Ugyanakkor tudjuk, hogy a fenti négy operátor egymással felcserélhető, ennél fogva (l. 4. axióma) mindig létezik közös sajátfüggvény-rendszerük. Ha valamely  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete],  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete],...  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete]-nek és  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete]-nek nem degenerált sajátfüggvényei, akkor nincs gond, a fentiek értelmében szükségképpen sajátfüggvényei a másik két operátornak is. Tegyük fel, hogy  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete],  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete],... degenerált sajátfüggvényei  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete]-nek és  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete]-nek (ugyanazon  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete] és  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete] tartozik hozzájuk). Ekkor (l. a H-atomnál a tételt) tetszőleges lineáris kombinációjuk is sajátfüggvény. Ezért egyáltalán nem biztos, hogy  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete],  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete],... sajátfüggvényei az  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete] és  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete] operátoroknak is, csak az biztos, hogy a  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete],  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete],... degenerált sajátfüggvények valamely lineáris kombinációi sajátfüggvényei mind a négy operátornak.
Ennélfogva a  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete] és a  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete] determinánsok önmagukban nem elegendőek az illető állapotok leírására. (Ezt jelzik a táblázatban a kérdőjelek is.) Helyettük a kettő lineáris kombinációja képezhető:  
[image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete]

 Ilyen alakban már biztosan sajátfüggvények.5
Végül nézzünk meg egy komplikáltabb esetet, a nitrogén atom szerkezetét! Az  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete] atom elektronkonfigurációja  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete]. A zárt héjakat nem érdemes figyelembe venni, hiszen ezekre  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete] és  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete], a számunkra igazán információval bíró rész a három darab  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete]-elektron, melyek leírására három egyelektronos függvény szükséges. Ezekben  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete] és  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete] megegyeznek, csak  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete] és  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete] különböznek. A három egyelektronos pályához tartozó pályaenergia azonos, azaz a pályamodell szerint a három elektront bárhogyan helyezzük a lehetséges helyekre, mind a  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete] különböző lehetőség degenerált. A 6.3. táblázatból, valamint a 6.3. ábrából látható, hogy amint a pályákból determinánsokat szerkesztünk, a 20 különböző determináns három különböző energiához fog tartozni. Kapunk egy 4-szeresen degenerált  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete], egy 10-szeresen degenerált  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete] és egy 6-szorosan degenerált  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete] állapotot. Ezek az állapotok tovább hasadnak a spin-pálya kölcsönhatás „bekapcsolásával”, végül – mágneses térben – minden degeneráció megszűnik. Felhívjuk a figyelmet a 6.3. táblázat jobboldalán feltüntetett „kapcsokra”, melyek különböző állapotokat kötnek össze. Ezek az állapotok  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete] és  [image: 6.2. Sokelektronos atomok elektronszerkezete] szerint degeneráltak, ezért – a már említett okok miatt – egy determinánssal nem írhatók le, csak az összekapcsolt determinánsok lineáris kombinációival.
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6.3. Pohárköszöntő a periódusos rendszer felépülésére



Tisztelt Hölgyeim és Uraim!
Az előbb mondottak alapján joggal élhetünk a gyanúperrel, hogy szeretett periódusos rendszerünk mindez ideig kifogástalannak hitt felépítési elve mégsem olyan makulátlan, mint gondoltuk.
Mert ugyebár, ha a rendszám növekedésével szép sorjában az egymás után következő pályákra telepítjük az elektronokat, ezáltal egy atomot elektron-konfigurációjával jellemzünk. Mily esztétikus is az egész építmény, még akkor is, ha itt-ott (nem is túl ritkán) némi zavar támad a felépítés szigorú rendjén. Hiszen e botlások is oly logikusak! Például az argon elektronkonfigurációja  [image: 6.3. Pohárköszöntő a periódusos rendszer felépülésére], az utána következő káliumé pedig nem az elméletileg várható  [image: 6.3. Pohárköszöntő a periódusos rendszer felépülésére], hanem  [image: 6.3. Pohárköszöntő a periódusos rendszer felépülésére], és a  [image: 6.3. Pohárköszöntő a periódusos rendszer felépülésére] pályák betöltése csak a  [image: 6.3. Pohárköszöntő a periódusos rendszer felépülésére] pálya teljes betöltődése után kezdődhet (a szkandiumnál). Az természetes, hogy a pályaenergiák változnak a rendszámmal. A fenti rendetlenség lám azt bizonyítja, hogy a pályaenergiák változása a pálya típusától függ: nagyobb mellékkvantumszámú pálya energiája kevésbé csökken („mélyül”) a rendszám növekedtével, mint a kisebbé, ezért a pályák energiasorrendje a rendszámmal változhat. Más jellegű furcsaságot észlelünk pl. a réz elektronkonfigurációjában. Amíg a 28-as rendszámú Ni elektronkonfigurációja  [image: 6.3. Pohárköszöntő a periódusos rendszer felépülésére], addig a 29-es Cu-é  [image: 6.3. Pohárköszöntő a periódusos rendszer felépülésére]. De ezt is könnyen megérthetjük, hiszen a teljesen betöltött  [image: 6.3. Pohárköszöntő a periódusos rendszer felépülésére]-pályák jobban stabilizálják az atomot, mint az  [image: 6.3. Pohárköszöntő a periódusos rendszer felépülésére]-pályák, ezért energianyereséggel jár, ha egy elektron a  [image: 6.3. Pohárköszöntő a periódusos rendszer felépülésére]-pályáról a  [image: 6.3. Pohárköszöntő a periódusos rendszer felépülésére]-re ugrik.
Most viszont egész más szemmel vagyunk kénytelenek látni a periódusos rendszert és a benne rejlő törvényszerűségeket. Hisz nincsenek is pályák! És az elektronkonfiguráció egy nyílthéjú atom esetében önmagában nem sokat ér, mivel egy konfigurációhoz számos állapot tartozhat. Márpedig az atom állapota és az állapothoz tartozó energia, valamint az állapotot leíró hullámfüggvény a döntő! Azt, hogy milyen pályák vesznek részt a determináns-hullámfüggvény felépítésében és mekkorák a pályaenergiák, pusztán egy matematikai eljárás, a variációs elv határozza meg. A periodicitást az atomi állapotoknak sokkal jobban kell tükrözniük, mint a konfigurációknak, és segítségükkel az atomok tulajdonságait is sokkal jobban kell tudnunk értelmezni.
Ezek után felejtsük el a felépítési elvet? A periódusos rendszer nyilvánvalóan működik nélküle is. De gondoljuk meg, hogy ez a roppant egyszerű modell mennyire hatékony! Még az is a modell erejét bizonyítja, hogy a várhatótól való eltéréseket is szemléletesen és képbe illően tudja magyarázni. Ezért hát, Hölgyeim és Uraim, fogadjuk el, mint a molekulapálya-elmélettel szorosan összefüggő, ahhoz kapcsolódó modellt, mely egyszerűsége, könnyű kezelhetősége miatt segítségünkre lehet bonyolult jelenségek megértésében, ám legyünk tisztában fizikai és filozófiai korlátaival is!
Egészségünkre!

6.4. A Hartree–Fock–Roothaan módszer



A HF módszer alapeleme a megfelelő  [image: 6.4. A Hartree–Fock–Roothaan módszer] egyelektronos pályafüggvények megszerkesztése, majd variálása. A legegyszerűbb esetekben – atomoknál – ez még viszonylag könnyen lehetséges, mivel a gömbszimmetrikus térben a három változós függvények szögfüggő részét változtatás nélkül átvehetjük a H-atom megoldásából, és csak az r-től függő, tehát egyváltozós függvény-részt kell variálni. Bonyolultabb esetekben azonban ez az út már nem járható. Felhasználható viszont a variációs elv bemutatásakor már használt módszer: válasszunk ki egy megfelelő bázist – legyen mondjuk ez a  [image: 6.4. A Hartree–Fock–Roothaan módszer] függvénysorozat – és fejezzük ki a variálandó  [image: 6.4. A Hartree–Fock–Roothaan módszer] pályafüggvényeket ennek a segítségével:  
[image: 6.4. A Hartree–Fock–Roothaan módszer]

 Ezáltal függvények variálása helyett megint csak a lineárkoefficienseket kell variálni. Már tudjuk, hogy a bázis nem lehet végtelen, ezért bölcs előrelátással rögtön csak  [image: 6.4. A Hartree–Fock–Roothaan módszer] darabot választunk és már sejtjük azt is, hogy a fő kérdés éppen a bázisfüggvények száma és minősége lesz. Az egyszerűség kedvéért csak az RHF modellt tárgyaljuk, tehát legyen egy zárthéjú rendszerünk  [image: 6.4. A Hartree–Fock–Roothaan módszer] elektronnal és n kétszeresen betöltött pályával. Helyettesítsük (6.20)-t a (6.9) kanonikus HF egyenletekbe:  
[image: 6.4. A Hartree–Fock–Roothaan módszer]

 Szorozzuk az egyenletet balról  [image: 6.4. A Hartree–Fock–Roothaan módszer]-vel és képezzük a skalárszorzatokat:  
[image: 6.4. A Hartree–Fock–Roothaan módszer]

 Rövidítsük a megfelelő mátrixelemeket. Legyen  
[image: 6.4. A Hartree–Fock–Roothaan módszer]

 és így  
[image: 6.4. A Hartree–Fock–Roothaan módszer]

 illetve átrendezve  
[image: 6.4. A Hartree–Fock–Roothaan módszer]

 Milyen hasonló (5.4)-hez! Nem véletlen! Mátrix-formába is átírhatjuk:  
[image: 6.4. A Hartree–Fock–Roothaan módszer]

 Az  [image: 6.4. A Hartree–Fock–Roothaan módszer] és  [image: 6.4. A Hartree–Fock–Roothaan módszer] ([image: 6.4. A Hartree–Fock–Roothaan módszer])-es mátrixok,  [image: 6.4. A Hartree–Fock–Roothaan módszer] egy  [image: 6.4. A Hartree–Fock–Roothaan módszer]-elemű oszlopvektor, azaz a fenti egyenletet az alábbi módon szemléltethetjük:
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Az  [image: 6.4. A Hartree–Fock–Roothaan módszer] darab egyenletet egyetlen mátrixegyenlet segítségével is leírhatjuk, ha a  [image: 6.4. A Hartree–Fock–Roothaan módszer] vektorokat egymás mellé írva egy mátrixot képezünk:  
[image: 6.4. A Hartree–Fock–Roothaan módszer]

 ahol  [image: 6.4. A Hartree–Fock–Roothaan módszer] egy ([image: 6.4. A Hartree–Fock–Roothaan módszer])-es,  [image: 6.4. A Hartree–Fock–Roothaan módszer] ([image: 6.4. A Hartree–Fock–Roothaan módszer])-es mátrix:
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Most tehát az eljárás a következő. Választunk egy kiindulási  [image: 6.4. A Hartree–Fock–Roothaan módszer] sorozatot, melynek a segítségével egy kiindulási  [image: 6.4. A Hartree–Fock–Roothaan módszer] mátrixot képezünk. Ezután megoldva a (6.25) Hartree–Fock–Roothaan-egyenleteket6 új  [image: 6.4. A Hartree–Fock–Roothaan módszer]-ket számítunk, és az eljárást addig folytatjuk, amíg az előírt SCF kritériumot el nem érjük. A módszert Hartree-Fock-Roothaan (HFR) eljárásnak nevezik.

6.5. Bázisok



A HFR egyenletek alapot nyújtanak arra, hogy molekulák elektronszerkezetét kvantumkémiai eszközökkel számíthassuk. Az algoritmus adott (az SCF-módszer), már csak a (6.20)-nak megfelelő bázist kell kiválasztani. A számítások során az  [image: 6.5. Bázisok] Fock-mátrix elemeinek a megadásához a következő integrál-típusokat kell kiszámítanunk:7
[image: 6.5. Bázisok]
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 Az átfedési integrálok száma semmiség ([image: 6.5. Bázisok] bázisfüggvény esetén  [image: 6.5. Bázisok] elemeinek a száma  [image: 6.5. Bázisok]), az egyelektronos integrálok száma is csak a bázisfüggvények számának négyzetével arányos. A kételektron integrálok száma viszont m negyedik hatványával növekszik! Oly sokan vannak tehát, hogy a számítások időigényének nagy részét gyakorlatilag ezen integrálok kiszámítása teszi ki. Ezért, noha természetes az igény, hogy minél több bázisfüggvényt használjunk, a számítógép véges kapacitása miatt józan kompromisszumot kell találni. Első ránézésre azt mondhatjuk, hogy teljesen mindegy, milyen bázisfüggvényeket választunk (persze némi formai követelmény azért van), hiszen a „rossz” függvények lineárkoefficiensei úgyis elhanyagolhatóan kicsik lesznek és így a rendszer automatikusan kiválasztja a megfelelő függvényeket. De ha meggondoljuk, hogy a bázisfüggvények száma korlátozott, nyilvánvalóvá válik a bázis minőségének fontossága, hiszen ugyanolyan méretű bázis sokkal jobb eredményeket adhat, ha a függvényeket gondosan válogatjuk. A bázisfüggvények kiválasztásának további, nem lebecsülendő szempontja, hogy a fenti integrálokat milyen könnyen és gyorsan lehet kiszámítani. Ha az integrálás gyors, ugyanazon a számítógépen nagyobb bázist használhatunk.
Kézenfekvő lenne pl. a H-atom megoldására kapott analitikus függvények használata. Ezek ortonormáltak, és a hidrogén(szerű) atomok pontos leírását adják, tehát várhatóan jól fognak viselkedni, ha a vizsgálandó molekula atomjaira e függvényeket pakoljuk rá, és ezekkel kezdjük meg az SCF számításokat. Sajnos az integrálszámítások során olyan technikai nehézségekbe ütközünk, hogy ezt a bázist nagyobb rendszerek vizsgálatánál fájó szívvel, de fel kell adni. Ha azonban az  [image: 6.5. Bázisok] radiális részt egyszerűsítjük, máris ígéretes függvényekhez jutunk:  
[image: 6.5. Bázisok]

 A fenti, ún. Slater típusú pályák (Slater type orbital, STO), melyekben n (az ún. effektív főkvantumszám) és variációs paraméterek,  [image: 6.5. Bázisok] normálási tényező és az  [image: 6.5. Bázisok] gömbfüggvények ugyanazok, mint amelyeket a hidrogénatomnál már megismertünk. Az így definiált függvények abban különböznek a hidrogénszerű függvényektől, hogy nincs bennük „csomógömb”, de a függvény lefutása nagyon hasonló (6.4. ábra). Slater-függvényeket a 60-as és 70-es években igen gyakran használtak a számításokhoz, noha a belőlük képzett (6.27) integrálok kifejtése elég nehéz. Boys javasolta először az alábbi Gauss-függvények használatát:  
[image: 6.5. Bázisok]



          
	 	
                    
                      6.4. ábra. Slater- és Gauss-típusú pályák összehasonlítása.

                  	 



        

          
	 	
                    [image: 6.5. Bázisok]
                  	 



        
A Gauss-típusú pályák (Gaussian type orbital, GTO) nem adják vissza a hidrogénszerű függvények és az STO-k éles csúcsát az atommag helyén és az exponenciális „farka” is túl hirtelen lefutású (6.4. ábra), ezért rosszabb minőségűek, mint a Slater-függvények. Számítástechnikai előnyeik azonban túlkompenzálják a hátrányokat, és így a ma használatos bázisok túlnyomó többsége a Gauss-függvényeken alapul. A (6.29) definiáló egyenletben látszólag nincs szögfüggő rész. Ott van viszont az  [image: 6.5. Bázisok] szorzat, mely éppen a szögfüggést tartalmazza. Az  [image: 6.5. Bázisok] pedig együttesen jelent egy adott impulzusmomentum-kvantumszámot és ennek megfelelően  [image: 6.5. Bázisok],  [image: 6.5. Bázisok],  [image: 6.5. Bázisok],... típusú függvényt. E függvényekből gyűjtöttünk néhányat a 6.4. táblázatba.
Összehasonlítva a Slater-függvényekkel, a GTO-kból hiányzó  [image: 6.5. Bázisok] faktor azt jelenti, hogy a Gauss-függvények főkvantumszámot nem adnak meg, tehát nincs különbség pl. a 2p és 3p függvények között. (Természetesen a megfelelő  [image: 6.5. Bázisok]-paraméterek különböznek.) Amint látható, hat d-típusú Gauss-függvényünk van (hasonló módon 10 f-típusú függvény létezik) melyek közül csak öt (az f-típusú függvényekből hét) lineárisan független. Amíg a hidrogénatom analitikus megoldása során – az ortogonalitás miatt – szigorúan csak ötöt találhattunk, ez esetben nyugodtan használható mind a hat (ill. mind a tíz f-típusú függvény), hiszen ily módon is növeljük a bázist. (A programokban általában választani lehet, hogy öt, vagy hat d-függvényt használunk.)

          
	 	
                    
                      6.4. táblázat. Gauss-típusú függvények.
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A GTO-k a hosszadalmas numerikus integrálás helyett analitikusan integrálhatók, ami nagy előny, de még ennél is nagyobb az, hogy két Gauss-függvény szorzata is Gauss-függvény. Ha a két kiindulási Gauss-függvény középpontja különbözik, az eredő kifejezhető, mint egy harmadik, új centrumon elhelyezett Gauss-függvény (6.5. ábra). Ezért a kételektron-integrálok, még ha az egyes függvények különböző centrumokon vannak is elhelyezve, rendkívül egyszerűen és gyorsan számíthatók.

          
	 	
                    
                      6.5. ábra. Két Gauss-függvény szorzata is Gauss-függvény.
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Természetesen a könnyű és gyors integrálás ellentételezése a nagyobb bázis. Ahhoz, hogy az STO-k minőségét elérjük, 2-4-szer annyi GTO-ra van szükség, de a tapasztalat szerint még így is megéri!
Fel kell tennünk a kérdést, hogy hová is helyezzük, hová „centráljuk” az egyes bázisfüggvényeket a térben. Néhány lehetséges elhelyezést mutat a 6.6. ábra a vízmolekula esetében. Az a.) eset nyilván teljesen értelmetlen, hiszen nem tükrözi a molekula  [image: 6.5. Bázisok] szimmetriáját és ezért a kapott molekulapályák sem fogják a szimmetriát tükrözni. A b) esetben az összes bázisfüggvényt az oxigénre tettük, így már megfelelő eredmény érhető el, ám könnyen lehetnek konvergencia problémáink. A c) esetben mindhárom atomon centráltunk bázisfüggvényeket, míg a d) esetben az atomokon kívül az atomok közötti térben is elhelyeztünk néhány függvényt. Ezáltal egy flexibilis, igen jó bázishoz jutottunk, mely a négy lehetőség közül talán a legjobb eredményeket adja. A gyakorlatban mégis a c.) eset a legelterjedtebb, mert ez a bázis nagyon könnyen automatizálható, azaz semmilyen „egyéb” meggondolás a bázisfüggvények elhelyezésére nem szükséges, és ha ezt az alapelvet elfogadjuk, már „csak” a bázisfüggvényeket kell kiválasztani és a bázis méretében megállapodni.

          
	 	
                    
                      6.6. ábra. A bázisfüggvények néhány lehetséges elhelyezése.
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Az atomon centrált bázisfüggvényeket az egyes atomokra az elmúlt 30 évben különböző megfontolások alapján optimálták.8 Noha roppant igazságtalan ennek az óriási és nem is túlságosan felemelő (ámde nagyon hasznos) munkának az elintézése mindössze egyetlen mondattal, megkönnyebbüléssel vehetjük tudomásul, hogy nekünk ezzel már nem kell foglalkoznunk [image: 6.5. Bázisok], standard bázisok sokasága áll rendelkezésünkre vastag kézikönyvekben, illetve a kvantumkémiai programokba beépítve.

          
          
          [image: 6.5. Bázisok]
           Azért a nagyon igényes számításokhoz még ma is dolgoznak újabb és újabb bázisokon.
        
Mekkora is lehet egy bázis? Felső határ nyilván a csillagos ég; minél nagyobb, annál jobb eredmény várható. Sajnos, vágyainkat a rendelkezésre álló számítógép kapacitása korlátozza. Mekkora lehet a minimális méretű bázis? Természetesen legalább annyi függvényből kell kiindulnunk, amennyi az elektronok száma. De ez még nem minden, hiszen az atom gömbszimmetriájának is meg kell maradnia. Ezért pl. p-típusú függvényből három ([image: 6.5. Bázisok],  [image: 6.5. Bázisok],  [image: 6.5. Bázisok]), vagy három többszöröse szükséges. A minimális bázis hasonlít leginkább a köznapi értelemben vett atompálya fogalmához, ekkor ugyanis pl. a hidrogénen a bázis egy darab s típusú függvényből áll, a lítiumon egy  [image: 6.5. Bázisok] és egy  [image: 6.5. Bázisok] típusú függvényből, a szénatomon pedig egy-egy  [image: 6.5. Bázisok],  [image: 6.5. Bázisok],  [image: 6.5. Bázisok],  [image: 6.5. Bázisok] és  [image: 6.5. Bázisok] típusú függvényből atompályából. Az ún. kétszeres zéta (double zeta, DZ) bázis az atompályákat megkétszerezi, tehát a szénen az atompálya függvények:  [image: 6.5. Bázisok],  [image: 6.5. Bázisok],  [image: 6.5. Bázisok],  [image: 6.5. Bázisok],  [image: 6.5. Bázisok],  [image: 6.5. Bázisok],  [image: 6.5. Bázisok],  [image: 6.5. Bázisok],  [image: 6.5. Bázisok],  [image: 6.5. Bázisok]. Hasonlóképpen a TZ, QZ, PZ bázisokban a függvények száma három, négy, ill. ötszöröse a minimális bázis függvényeinek.
Gyakori módszer, hogy az egyes STO-kat GTO-k lineáris kombinációjával állítják elő:  
[image: 6.5. Bázisok]

 A lineárkombinációban szereplő  [image: 6.5. Bázisok] függvényeket primitív Gauss-függvényeknek nevezik, az így definiált bázist pedig kontrahált bázisnak. Az eljárásnak az a nagy előnye, hogy a lineárkombináció STO minőségű lesz, de megőrzi a GTO-k számítástechnikai előnyeit. Természetesen előzetesen optimálni kell a  [image: 6.5. Bázisok] exponenseken kívül a  [image: 6.5. Bázisok] koefficienseket is, melyek azután az SCF számítások során változatlanok maradnak és így sok számítási munkát takarítanak meg. Ennek alapján különböző, ún. kontrakciós sémák alakultak ki, melyekből az alábbiakban néhány példát bemutatunk.
– STO-nG bázis. Minimális bázis, melyben minden atompályát (STO-t) n darab primitív Gauss-függvény lineáris kombinációjából rakunk össze. Az STO-3G bázis a 70-es években nagy népszerűségnek örvendett, ma már csak ritkán használják.
– Pople és munkatársai dolgozták ki az ún. felhasított vegyérték (split valence) bázist, melynek lényege az, hogy a belső héjak egyszeres zeta, a vegyértékhéjak DZ vagy TZ minőségűek. Pl. a 3-21G bázisban az első szám a belső pályák összetételét, a következő két szám a vegyértékhéjat jellemzi. Tehát a belső pályák egyszeres zéta minőségűek és minden pályát 3 primitív Gauss-függvényből rakunk össze, a vegyértékhéj DZ minőségű, egy darab két primitív Gauss-függvényből és egy darab 1 primitív Gauss-függvényből álló pályával. Pl. a N-atom atompályái a következők:  [image: 6.5. Bázisok] (3 primitív),  [image: 6.5. Bázisok] (2 primitív),  [image: 6.5. Bázisok] (1 primitív),  [image: 6.5. Bázisok],  [image: 6.5. Bázisok],  [image: 6.5. Bázisok] (2-2 primitív),  [image: 6.5. Bázisok],  [image: 6.5. Bázisok],  [image: 6.5. Bázisok] (1-1 primitív). A 6-311G bázis vegyértékhéja TZ minőségű. Ez esetben a nitrogénatom atompályái a következők:  [image: 6.5. Bázisok] (6 primitív),  [image: 6.5. Bázisok] (3 primitív),  [image: 6.5. Bázisok] (1 primitív),  [image: 6.5. Bázisok] (1 primitív),  [image: 6.5. Bázisok],  [image: 6.5. Bázisok],  [image: 6.5. Bázisok] (3-3 primitív),  [image: 6.5. Bázisok],  [image: 6.5. Bázisok],  [image: 6.5. Bázisok],  [image: 6.5. Bázisok],  [image: 6.5. Bázisok],  [image: 6.5. Bázisok] (1-1 primitív), összesen tehát 13 bázisfüggvényünk van 31 primitív Gauss-függvénnyel.
– Egyéb kontrakciós sémákat is használhatunk, pl. 14s, 9p és 5d típusú primitív Gauss-függvényből kontrahálhatunk 8s, 4p és 2d pályát. Ezt a következő módon jelöljük: (14s, 9p, 5d) [8s, 4p, 2d]. Ha a kontrakció módját is látni akarjuk, a jelölés a következő:  
[image: 6.5. Bázisok]

 amely szerint a 8 kontrahált s-pálya közül egy 6 primitívet, egy 2 primitívet, a többi pedig 1-1 primitív Gauss-függvényt tartalmaz. Ugyanígy fejtjük meg a p és d pályák kódjait is. Tisztában kell lennünk azzal is, hogy egy általános kontrakciós sémánál már nem STO-kat szimulálunk, hanem a számításhoz „csupán” egy matematikai értelemben jó bázist keresünk, ezért végső soron el is felejthetjük a bázishoz tapadt szemléletes képet.

          
	 	
                    
                      6.5. táblázat. A  [image: 6.5. Bázisok],  [image: 6.5. Bázisok] és  [image: 6.5. Bázisok] kísérleti és számított geometriai adatai ([image: 6.5. Bázisok]-ban és fokban).
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A bázisokat gyakran egészítjük ki polarizációs és diffúz függvényekkel. A polarizációs függvények tulajdonképpen a bázisfüggvények deriváltjait szimulálják9, olyan bázisfüggvények, melyekhez tartozó  [image: 6.5. Bázisok] „kvantumszám” nagyobb, mint az atom legfelső betöltött pályáié. Mivel a derivált az atom helyi környezetére ad információt, ez a módszer helyettesíti az atomok közé elhelyezett bázisfüggvényeket. Így a hidrogénatom esetén a polarizációs függvény p vagy d típusú, a második sor atomjai esetén d, f,... típusú lehet. Ezek a függvények a bázist flexibilisebbé teszik, hatásuk észrevehetően javítja az elektronszerkezet leírását, sokszor pedig nélkülözhetetlenek. A polarizációs függvényeket vagy a bázis neve után tett *-gal, vagy zárójelben megfelelő betűkkel jelöljük. Pl. a 6-31G* ill. 6-31G(d) azt jelenti, hogy a molekula minden atomján 6-31G bázist használunk, és a nem-hidrogén atomokon egy sorozat (6 darab) d-típusú függvényt. A 6-31G** ill. 6-31G(d,p) esetében az előző bázist még kiegészítjük a H-atomokon 3-3 p-típusú függvénnyel is. A 6-31G (2d, 2p) bázis esetén a 6-31G bázist a hidrogéneken 2 sorozat ([image: 6.5. Bázisok]) p-pályával, a nem-hidrogéneken 2 sorozat ([image: 6.5. Bázisok]) d-pályával egészítjük ki.
A polarizációs függvények fontosságára mutatunk be egy példát a 6.5. táblázatban. A vizsgált három vegyület közül a metil-cianát térszerkezetét viszonylag kis bázissal, polarizációs függvények nélkül is megnyugtatóan le tudjuk írni. Más a helyzet a metil-izocianát esetében, mikor is a molekula váza polarizációs függvények nélkül lineárisnak mutatkozik, és csak polarizációs függvények igénybevételével kapunk lineáristól eltérő értéket a  [image: 6.5. Bázisok] kötésszögre. Érdekes tény, hogy a leggyengébb, STO-3G bázis is meghajlítja a molekula vázát. Ez a hibák kompenzációjának köszönhető, tekintsük tehát csupán szerencsés véletlennek. A 6-311G(2d,2p) bázis viszont a molekula térszerkezetét jól adja vissza. Ugyanakkor – milyen kínos bevallani – a metil-izotiocianát szerkezetét még e legjobb bázis sem képes leírni. [image: 6.5. Bázisok]
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           Csínján kell bánnunk a kísérleti és számított adatok összevetésével, mivel a kettő jelentése nem ugyanaz. A számított 
          egyensúlyi geometria
           a potenciálfelület minimumához tartozó geometriai paramétereket adja meg, azaz egy hipotetikus, mozgásmentes, merev szerkezetet. Mivel a molekulák állandó mozgást végeznek, valójában sohasem mérhetjük az egyensúlyi geometriát. Amit az egyes kísérleti módszerek segítségével mérünk, az a kísérleti körülményektől (pl. hőmérséklet) függo, és a különböző rezgési és forgási állapotokból adódó statisztikus átlag.
        
Az NCS csoport egyértelműen lineárisnak (azaz a molekula  [image: 6.5. Bázisok] szimmetriájúnak) adódik, noha a kísérletek határozottan hajlott ([image: 6.5. Bázisok]) szerkezetet prognosztizálnak. [image: 6.5. Bázisok]
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           Megjegyezzük, hogy azért a hiba nem �olyan” nagy, mint látszik. A C–N–C szög hajlásához tartozó potenciálfüggvény ugyanis nagyon lapos, vagyis a lineáris pozíció és a nem lineáris minimum energiája közötti különbség nagyon kicsi. Ezért a molekula rendkívül flexibilis.
        
Ez tehát az az eset, mikor a HF módszerben rejlő elhanyagolások az eredményekben komoly és nyilvánvaló hibákat okoznak, melyeket nem tudunk korrigálni a bázis javításával, csak a módszer javításával.
A legújabb bázisok a polarizációs függvényeket fontosságuk miatt már beépítve tartalmazzák. Pl. Dunning a ma már egyre népszerűbb korreláció-konzisztens [image: 6.5. Bázisok] bázisrendszerébe több sorozat polarizációs függvényt épített (6.6. táblázat).

          
          
          [image: 6.5. Bázisok]
           A név eredetét l. a
          7
          . fejezetben.
        
Az egyes bázisok szisztematikusan épülnek fel, egyre több és több polarizációs függvényt tartalmaznak, és még azt is figyelembe veszik, hogy az egyre növekvő mellékkvantumszámú p ályák használata nagyobb javulást eredményez, mint több, azonos  [image: 6.5. Bázisok]-értékű polarizációs függvény. Így pl. a cc-pVDZ (korreláció-konzisztens, polarizált, vegyérték-dupla-zeta) bázis még csak egy sorozat p (H-atomra) ill. d (2. és 3. periódus elemeire) típusú függvényt tartalmaz, a cc-pVTZ (korreláció-konzisztens, polarizált, vegyérték-tripla-zeta) bázis már a hidrogénatomokra  [image: 6.5. Bázisok] függvényt, az első periódus elemeire pedig  [image: 6.5. Bázisok] függvényt rak. Természetesen ebben az esetben is primitív Gauss-függvényekből rakjuk össze a bázisfüggvényeket, pl. a cc-pVTZ bázis a második periódusra a következő kontrakciós sémát tartalmazza:  
[image: 6.5. Bázisok]

 A diffúz függvények kisebb  [image: 6.5. Bázisok] értékű és kis exponensű függvényeket jelentenek, és általában gyengén kölcsönható rendszerek és anionok vizsgálatánál bizonyulnak hasznosnak. Jelölésük:  [image: 6.5. Bázisok] (ha csak a nehéz atomokon alkalmazzuk), vagy  [image: 6.5. Bázisok] (ha minden atomra teszünk belőlük). A Dunning-féle bázisok esetében az aug- kiegészítés jelenti a diffúz függvények használatát, két sorozat diffúz függvény esetén a d-aug- kiegészítést használjuk.

          
	 	
                    
                      6.6. táblázat. Dunning korreláció-konzisztens bázisai.
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A számításokban használt bázist általában a módszer után tüntetjük fel, a módszer és a bázis közé ferde vonalat téve, pl. HF/6-31G*, UHF/aug-cc-pVDZ, stb.
Amennyiben a geometriát is optimáljuk, az optimálás módszerét és bázisát kettős
ferde vonallal választjuk el a végső energiaszámítás jelölésétől. Pl. az RHF/6-311G**//RHF/6-31G* azt jelenti, hogy a geometriát az RHF/6-31G* szinten optimáltuk, majd az optimumon egy RHF/6-311G** számítást végeztünk.
Mielőtt megállunk, vegyünk mély lélegzetet és ismételjük át, milyen függvényekről is beszéltünk a fejezetben!
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6.6. A molekulapálya-modell



Az előző pontokban alaposan megvitattuk a HF módszer összes ismérvét és következményét. Vázoltuk a fizikai valóság közelítő matematikai leírásából származó atom- és molekulapályák létrejöttének körülményeit és hangsúlyoztuk, hogy ezeknek a fogalmaknak nincs fizikai alapjuk, fiktívek. Ennek ellenére az MO-modell él és virul, komoly kémiai elméleteket alapoznak rá és úton-útfélen használják. Tehetik: hasznos és élvezetes játékszer, melyet érdemes komolyan venni.10
Az MO-elmélet sikerének legfontosabb elméleti hátterét a Koopmans-tétel[image: 6.6. A molekulapálya-modell] nyújtja. E szerint az i-edik MO energiájának ([image: 6.6. A molekulapálya-modell])-szerese egyenlő a molekula i-edik ionizációs energiájával:

          
          
          [image: 6.6. A molekulapálya-modell]
           T. Koopmans amerikai matematikus 1934-ben vezette le a róla elnevezett tételt. 1975-ben Nobel-díjjal jutalmazták közgazdasági kutatásaiért.
        
[image: 6.6. A molekulapálya-modell]

 A tétel nagyon szemléletes és könnyen megérthető: ahhoz, hogy az i-ik MO-ról egy elektront eltávolítsunk, akkora energiát kell befektetnünk, amekkora az illető MO energiája (6.7. ábra). Persze mondanunk sem kell ez a tétel is viseli balsorsa minden nyűgét s nyilait, egyrészt a HF modell hibáit, másrészt az abból származó hibát, hogy az elektron eltávolítása után a „maradék” elektronok nem változatlanok, hanem teljesen újrarendeződnek, reorganizálódnak. Az ionizációs energiának mindkét effektust magában kell foglalnia. A Koopmans-tétel nagy szerencséje, hogy a két hiba ellentétes irányú és többé-kevésbé kompenzálja egymást. Ezért a tétel jól működik és segítségével a fotoelektron-spektrumokat analizálni tudjuk. Avagy talán fordítva: a fotoelektron-spektroszkópia alátámasztja a molekulapálya-elméletet.11

          
	 	
                    
                      6.7. ábra. Pályaenergiák és a Koopmans-tétel.
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Az MO-elmélet tehát értelmet tulajdonít a bázisfüggvényeknek: ezek az atompályák, melyek kölcsönhatása, kombinációja adja a molekulapályákat. E pályákra telepítjük az elektronokat, párosával, ellentétes spinnel. Az atompályák eredeti energiája a kölcsönhatás során megváltozik. A kombináció mértékét három kritérium szabja meg:

          [image: 6.6. A molekulapálya-modell] A pályák közti átlapolás mértéke (precízebben a pályák átfedési integrálja). Nyilvánvaló, ha két pálya távol van egymástól, átfedésük minimális és a közöttük ható kölcsönhatás is minimális.

          [image: 6.6. A molekulapálya-modell] A pályák energiakülönbsége (6.8. ábra). Ha az energiakülönbség kicsi (6.8. a) ábra), a kölcsönhatás erős, ez pedig a kölcsönható pályák erős felhasadásával jár. Ha az energiakülönbség nagy (6.8. b) ábra), az MO-k energiája alig különbözik a kiindulási atompálya-energiákhoz képest. Ha két AO hat kölcsön, a keletkező két MO egyike mélyebben lesz, mint az AO-k bármelyike – ez hordozza a kémiai kötést a két atom között, ezért kötő pályának nevezik. A másik MO magasabban fekszik, mint az AO-k, a kötést ezért gyengíti, lazítja, ezért lazító pályának nevezik. Ha eredetileg mindössze egy vagy két elektron volt a két AO-n, ezek a kötő pályára kerülnek, a folyamat energianyereséggel jár, és stabilizálja a kötést. További egy vagy két elektron már csak a lazító pályára fér el, így a kötés gyengül, ill. megszűnik. Amennyiben kettőnél több AO kombinálódik, a különböző MO-k spektrumát kapjuk. Ha a kiindulási AO-k energiája különböző volt, nehéz a képződő MO-kat kötő, ill. lazító típusba sorolni, egyszerűbb a „betöltött”, ill. „virtuális” jelző használata.

          
	 	
                    
                      6.8. ábra. Kölcsönható pályák energiakülönbségének hatása. a) kis energiakülönbség, b) nagy energiakülönbség.
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          [image: 6.6. A molekulapálya-modell] A pályák szimmetriája. A 6.9. ábrán egy s- és egy p-pálya két lehetséges átfedése látható. Az első esetben a kombináció létrejöhet, a második esetben nem, hiszen a pozitív és negatív átfedések kiegyenlítik egymást. A szabályt a bemutatott szemléletes példánál sokkal általánosabban fogalmazzuk meg: Csak azonos irreducibilis reprezentációba eső pályák kombinálódhatnak. A kombináció végeredményeként létrejövő MO-k szimmetriája nem változhat; az adott pontcsoport ugyanazon irreducibilis reprezentációjába kell tartozniuk, amelybe az AO-k tartoznak.

          
	 	
                    
                      6.9. ábra. A szimmetria szerepe a pályák kölcsönhatása során.
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Vizsgáljuk meg a vízmolekula molekulapályáit. Válasszunk egy minimális bázist, és legyen a koordinátarendszerünk ugyanaz, mint az 1.2. ábrán. A bázisfüggvényeket, valamint a bázisfüggvények szimmetriáit a 6.7. táblázatban foglaltuk össze.
A pályák szimmetriájának ellenőrzésére vegyük elő a  [image: 6.6. A molekulapálya-modell] pontcsoport karaktertábláját. Látható, hogy a gömbszimmetrikus 1s, 2s, valamint a z-tengely irányú  [image: 6.6. A molekulapálya-modell] az  [image: 6.6. A molekulapálya-modell] irreducibilis reprezentációba tartozik (a molekulapályák szimmetriáját megkülönböztetésül a hullámfüggvény szimmetriájától, általában kisbetűkkel jelölik), a  [image: 6.6. A molekulapálya-modell] függvény x-irányú, a  [image: 6.6. A molekulapálya-modell] pedig y-irányú, ezért úgy transzformálódnak, mint x és y, azaz  [image: 6.6. A molekulapálya-modell] és  [image: 6.6. A molekulapálya-modell] szerint. (Persze mindezt már leírtuk az 1.3. fejezetben.) Az  [image: 6.6. A molekulapálya-modell] és  [image: 6.6. A molekulapálya-modell] függvények külön-külön nem bázisai a  [image: 6.6. A molekulapálya-modell] pontcsoport egyetlen irreducibilis reprezentációjának sem, de bázissá lesznek az  [image: 6.6. A molekulapálya-modell] és az  [image: 6.6. A molekulapálya-modell] kombinációk. (Ezt is tárgyaltuk már az 1.3. pontban.) Végeredményben 7 bázisfüggvényünk van, melyek közül 4  [image: 6.6. A molekulapálya-modell],  [image: 6.6. A molekulapálya-modell] és  [image: 6.6. A molekulapálya-modell] típusú. Ennélfogva 7 MO-t várunk, melyek szimmetriái pontosan ugyanezek lesznek, sőt azt is tudjuk, hogy az adott szimmetriájú MO-ban csak ugyanazon szimmetriájú AO-k vehetnek részt. Ebből aztán brilliáns logikával rögtön rájöhetünk, hogy  [image: 6.6. A molekulapálya-modell], azaz a  [image: 6.6. A molekulapálya-modell] pálya nem kombinálódik semmivel; mivel egyedüli  [image: 6.6. A molekulapálya-modell] típusú önmaga alkot egy MO-t. Ugyancsak nem kombinálódik az oxigén 1s pályája sem, de ennek oka nem a szimmetria, hanem a nagy energiakülönbség: az 1s belső pálya energiája jóval kisebb, mint a vegyértékhéj bármely pályájáé.

          
	 	
                    
                      6.7. táblázat. Minimális bázis vízmolekula számításához.
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Ennyi és nem több az, amit a molekula szimmetriája és az alkalmazott bázis alapján tudhatunk. A pályák sorrendjére és energiájára természetesen a szimmetria nem ad felvilágosítást, ehhez már konkrét számítások szükségesek. A következő gondolatmenethez, melyben a pályákat a fotoelektron-spektrummal hasonlítjuk össze, tehát már a számítások eredményét is felhasználjuk.

          
	 	
                    
                      6.10. ábra.
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A molekulapályák kialakulását az atompályákból, az MO-k alakját, valamint a víz fotoelektron-spektrumát a 6.10. ábrán tüntettük fel. Az ábrán nem látható a legbelső  [image: 6.6. A molekulapálya-modell] molekulapálya: az arányoknak megfelelően jó fél méterrel távolabb kell lennie. Jól látszik, hogy a spektrum első sávjához a  [image: 6.6. A molekulapálya-modell] pálya, míg a második sávhoz az oxigén pz pályáját magában foglaló  [image: 6.6. A molekulapálya-modell] szimmetriájú pálya rendelhető. A két sáv alakja, szerkezete nagyon különböző, mint ahogy a hozzárendelt két MO alakja és szimmetriája is különböző. Nem állja meg a helyét tehát a víz gyakorta használt „nyuszifüles” ábrázolása (szégyenszemre kiállítottuk az ábra jobb alsó sarkába) és a szokásos eszmefuttatás az oxigén két egyforma, tetraéderes irányítottságú magányos elektronpárjáról (melyeket éppen a fenti két MO-hoz rendelnek). A vízmolekulában egy „magányos” elektronpár van, a  [image: 6.6. A molekulapálya-modell] pályán. Az  [image: 6.6. A molekulapálya-modell] pálya a molekula síkjában fekszik, kombinálódik a hidrogének pályáival és ezért kombinálódik a vízmolekula deformációs rezgésével is. Ezt tükrözi a fotoelektron-sáv gazdag rezgési finomszerkezete. Ez a pálya határozza meg a HOH kötésszöget: amennyiben eltávolítunk innen egy elektront, a maradék pozitív ion kiegyenesedik. A következő,  [image: 6.6. A molekulapálya-modell] szimmetriájú pálya hozzárendelhető a spektrum harmadik sávjához, a negyedik (ugyancsak  [image: 6.6. A molekulapálya-modell] szimmetriájú) pálya viszont már „kilóg” a spektrumból.12
Vizsgáljuk meg a metánmolekula elektronszerkezetét! Ismételten minimális bázist használunk, a bázisfüggvényeket a 6.8. táblázatba gyűjtöttük.

          
	 	
                    
                      6.8. táblázat. A metán bázisfüggvényei és molekulapályái.
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          [image: 6.6. A molekulapálya-modell]
           Az azonos szimmetriájú pályákat sorszámozni szoktuk: 1-es szorszámot kap a legbelső pálya, és a sorszám az energia növekedésével nő.
        

          
          
          [image: 6.6. A molekulapálya-modell]
           1 atomi energiaegység = 27,2 eV = 2623,8 kJ/mol.
        
Ha a szénatomot a koordinátarendszer középpontjába vesszük fel, ennek pályái a  [image: 6.6. A molekulapálya-modell] pontcsoport irreducibilis reprezentációinak bázisát képezik, melyek a karaktertáblázatból leolvashatók. Tehát az 1s és 2s pályák az a1, a három p-pálya együtt a háromszorosan degenerált  [image: 6.6. A molekulapálya-modell] irreducibilis reprezentáció szerint transzformálódik. A H-atomok pályái önmagukban nem bázisai a csoport reprezentációinak, de a négy s-pálya együttesen már igen. A négy pályához tartozó reducibilis reprezentáció karakterét (a  [image: 6.6. A molekulapálya-modell] pontcsoporttal együtt) a 6.9. táblázat tartalmazza. Hogyan is jött ez ki? Tekintsük tehát a négy, tetraéderesen elhelyezkedő s-pályát és vizsgáljuk, hogy a csoport egyes műveletei, mely pályákat hagyják változatlanul, és melyeket változtatják meg. Amelyek helyben maradnak, az azoknak megfelelő elemek a reprezentáló mátrix diagonálisában vannak, és így a karakterben megjelennek. Az E-művelet például mind a négy pályát helyben hagyja (de nem helybenhagyja!), a megfelelő karakter így 4. A  [image: 6.6. A molekulapálya-modell] művelet csupán azt a pályát hagyja változatlanul, amelyiken a  [image: 6.6. A molekulapálya-modell] tengely átmegy, a többi három pályát elforgatja. Tehát a karakter 1.

          
	 	
                    
                      6.9. táblázat. A metán hidrogénatomjainak transzformációja.
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A  [image: 6.6. A molekulapálya-modell] tengelyek és az  [image: 6.6. A molekulapálya-modell] tengelyek az atomok között mennek át, így egyetlen pálya sem marad változatlan, a karakter ezért 0. Végül a  [image: 6.6. A molekulapálya-modell] sík két H-atomon is keresztülmegy, ezért a karakter 2.
A következő lépés az így nyert reducibilis reprezentáció kiredukálása az (1.5) formula felhasználásával. Az eredmény:  [image: 6.6. A molekulapálya-modell]. A 6.8. táblázatban találjuk a betöltött pályák szimmetriáit a számított pályaenergiákkal egyetemben.
A metán  [image: 6.6. A molekulapálya-modell] szimmetriája miatt tehát háromszorosan degenerált pályákat kapunk, ami látszólag ellentmondásban van a négy egyforma C–H kötés kísérletekkel jól megalapozott tényével. Ne felejtsük el, hogy a kanonikus pályák delokalizáltak. Egyetlen pálya sem rendelhető csupán egy kémiai kötéshez, hanem az egész molekulához. Tehát mindhárom degenerált pálya az összes C–H kötéshez tartozik, és az összes kötéshez tartozik az a1 pálya is. A vegyértékvonal szemléletes képét az MO-elméletben el kell felejtenünk, de vigasztalhat bennünket az a tudat, hogy a molekulapálya-kép legalább olyan szemléletes.
Következő példánk a benzol molekula. Próbáljuk megszerkeszteni a molekulapályákat pusztán a csoportelmélet felhasználásával! Most tehát nem csak a pályák szimmetriáját „találjuk ki”, hanem az atompálya-koefficienseket is, vagyis az MO-k matematikai alakját! Az egyszerűség kedvéért csak a -pályákra koncentrálunk, vagyis arra a hat MO-ra, melyeket a molekulasíkra merőleges atomi pz-pályákból kombinálhatunk. [image: 6.6. A molekulapálya-modell]
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           Szigorúan véve  
          [image: 6.6. A molekulapálya-modell]
          -pályák csak a  
          [image: 6.6. A molekulapálya-modell]
           és  
          [image: 6.6. A molekulapálya-modell]
           szimmetriacsoportokban lehetségesek. Mindazonáltal a kémiában gyakran nevezzük  
          [image: 6.6. A molekulapálya-modell]
          -pályáknak azokat a pályákat, melyek a molekulasíkra meroleges p-pályákból jönnek létre.
        
Ezek a pályák a molekulasíkban fekvő többi pályától elkülönítve tárgyalhatók, mert nem kombinálódnak velük (ami azt jelenti, hogy a -molekulapályák más irreducibilis reprezentációba esnek, mint a többi pálya).
Vizsgáljuk meg tehát, hogy a 6 db  [image: 6.6. A molekulapálya-modell]-pálya együttesen a  [image: 6.6. A molekulapálya-modell] pontcsoport mely irreducibilis reprezentációjának bázisa! Kövessük a már ismert algoritmust, keressük meg először a reducibilis reprezentáció karaktereit, majd redukáljuk ki. A végeredmény:  [image: 6.6. A molekulapálya-modell]
A továbbiakban az egyszerűség kedvéért a  [image: 6.6. A molekulapálya-modell] pontcsoportnak csak a  [image: 6.6. A molekulapálya-modell] „alcsoportját” használjuk. Ebben a fentiek helyett egy-egy a, b,  [image: 6.6. A molekulapálya-modell] és  [image: 6.6. A molekulapálya-modell] irreducibilis reprezentációba eső pályát keresünk. A pályák szerkesztésének menetét a 6.10. táblázat szemlélteti. A táblázat felső része a  [image: 6.6. A molekulapálya-modell] karaktertábla. Az alsó rész azt mutatja, hogy egy bázisfüggvényt a csoport műveletei hogyan transzformálnak.

          
	 	
                    
                      6.10. táblázat. A benzol  [image: 6.6. A molekulapálya-modell]-molekulapályáinak származtatása.
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Mivel az eredeti karaktertábla az alábbi komplex karaktereket tartalmazza:  
[image: 6.6. A molekulapálya-modell]

a könnyebb kezelhetőség kedvéért a komplex karakterekből kalósakat [image: 6.6. A molekulapálya-modell] képezünk oly módon, hogy a megfelelő karaktereket összeadjuk, ill. kivonjuk egymásból.
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           Valósakat, de ne rontsuk el az alliterációt!
        
Pl. az  [image: 6.6. A molekulapálya-modell] irreducibilis reprezentáció komponensei esetében az összeg:  
[image: 6.6. A molekulapálya-modell]

 mely már be is írható a karaktertáblába. A különbség:  
[image: 6.6. A molekulapálya-modell]

 még komplex, de elosztva  [image: 6.6. A molekulapálya-modell]-mal:  
[image: 6.6. A molekulapálya-modell]

 már nagyon rokonszenves. Ez szerepel a táblázatban.
Induljunk ki egy  [image: 6.6. A molekulapálya-modell] pályából, melyet az első szénatomra helyeztünk, és nézzük meg, hogy a  [image: 6.6. A molekulapálya-modell] pontcsoport A szerinti transzformációi mit művelnek vele! Ezt látjuk a táblázat első grafikus sorában. A teljes hullámfüggvény a transzformált függvények összege. Ez látható a táblázat utolsó oszlopában. A végeredmény nyilvánvaló: minden lineárkoefficiens szükségképpen ugyanakkora és azonos előjelű:  
[image: 6.6. A molekulapálya-modell]

 A grafikus képhez képest a képlettel megadott hullámfüggvény csupán egy többlet információt tartalmaz, a normálási tényezőt. Hasonló módon szerkesztjük a többi MO-t is:  
[image: 6.6. A molekulapálya-modell]

 Ugyanilyen módon kezelhetők a molekulasíkban fekvő pályák is. Amint látható, mindenféle bonyolult kvantumkémiai számítás nélkül is képesek vagyunk ebben az egyszerű esetben az MO-kat kifejezni. Persze a pályaenergiákat és a pályák relatív sorrendjét továbbra is csak számítással adhatjuk meg.
A 6.11. ábrán a benzol első 15 betöltött MO-ját ábrázoltuk. Ugye milyen szépek? A -rendszerhez tartozó, és az előbbiekben bemutatott pályák közül az  [image: 6.6. A molekulapálya-modell] és  [image: 6.6. A molekulapálya-modell] pályák betöltöttek (és remélhetőleg felismerhetők), közülük a degenerált  [image: 6.6. A molekulapálya-modell] adja a legfelső betöltött pályát (highest occupied molecular orbital, HOMO). A többi pálya a  [image: 6.6. A molekulapálya-modell]-rendszerhez tartozik, amit abból láthatunk, hogy a molekula síkjában nincs csomófelülete. Megfigyelhető, hogy a pályák delokalizáltak, azaz a teljes molekulára kiterjednek. Nem mindig van ez így, az MO-k gyakran lokalizálódnak egy-egy kötésen, atomon vagy atomcsoporton, lehetőséget adva különböző kémiai, fizikai-kémiai megfontolásokra. Jó példa volt erre a vízmolekula magányos elektronpárjához tartozó pálya.

          
	 	
                    
                      6.11. ábra. A benzol betöltött molekulapályái.
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Az MO-elmélet egy szokásos fogása, hogy a teljes molekula MO-it jól definiált, és a probléma szempontjából releváns egységekből tesszük össze. Ezáltal könnyen tanulmányozható a pályaenergiák változása, korrelációja, és a molekula szerkezetével kapcsolatos következtetéseket éppen az egyes molekulapályák közötti korrelációkból vonjuk le. Az alábbi példa jól demonstrálja mind a pályakorrelációk mind pedig a Koopmans-tétel alkalmazhatóságát.
Hasonlítsuk össze az alább látható két molekulát!
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Mindkét molekula  [image: 6.6. A molekulapálya-modell] szimmetriájú. Az I molekula egy szililén-származék [image: 6.6. A molekulapálya-modell], a II molekula egy szilán. Az I vegyület öttagú gyűrűjében az elektronok száma 6, és így lehetőség nyílik aromás rendszer kialakulására, mely a fenilcsoporttal tovább konjugálódhat. A II vegyület ötös gyűrűje a telített szilicium miatt nem lehet aromás. A két molekula fotoelektron-spektrumát és a spektrumok sávhozzárendelését a 6.12. ábrán, valamint a 6.11. táblázatban tüntettük fel. A legfelső betöltött molekulapálya, mely a delokalizált  [image: 6.6. A molekulapálya-modell]-rendszerre jellemző, mindkét molekulában  [image: 6.6. A molekulapálya-modell] szimmetriájú, és az ábrán is láthatóan nagyon hasonló. Érdemes megfigyelni, hogy I-ben a szilíciumnak a molekula síkjára merőleges üres p-pályája, ha kis mértékben is, de részt vesz az aromás rendszerben. Ezt a részvételt bizonyítja az is, hogy I spektrumában az első sáv 0,41 eV-tal nagyobb ionizációs energiánál található, mint II-ben, azaz a szilícium részvétele a delokalizációt kiterjesztette és stabilizálta. Ezt a stabilizációt a számított pályaenergiák is alátámasztják. Megfigyelhető az is, hogy I. második és negyedik sávja majdnem azonos energiánál található, mint II. második és harmadik sávja. Ez teljesen logikus, hiszen a sávokhoz rendelhető MO-k  [image: 6.6. A molekulapálya-modell] szimmetriájúak, azaz a pálya csomósíkja a szilíciumon megy keresztül, tehát a szilícium atompályái nem vesznek részt az MO kialakításában. Ezáltal a két molekula közötti fő különbség (a különböző típusú szilícium) kiesik. Az I molekula harmadik sávja a szilícium molekulasíkban fekvő magányos elektronpárjától származik; ez a sáv nyilvánvalóan hiányzik II. spektrumából.

          
          
          [image: 6.6. A molekulapálya-modell]
           Az első stabilis szililént a 90-es évek elején állították elo. Az I. vegyületet 1995-ben szintetizálták.
        

          
	 	
                    
                      6.12. ábra. I. és II. fotoelektron spektruma és pályahozzárendelése.
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A molekulapályák kombinációját tanulmányozhatjuk a 6.13. ábrán, ahol is az I. molekulát fragmenseiből – egy benzolból és egy  [image: 6.6. A molekulapálya-modell] molekulából – állítjuk össze. Ugyancsak az összehasonlítás kedvéért az ábrán feltüntettük az  [image: 6.6. A molekulapálya-modell] és egy etilén molekulapályáinak a kombinációit is. Az így kialakuló öttagú gyűrűs molekula (III.) volt az első stabilis szililén, melynek elektronszerkezete nagyon hasonló I.-éhez. Ez a hasonlóság az MO-k hasonlóságából is következik. Látható az ábrán, hogy csak szimmetria szempontjából megengedett kombinációk jöhetnek létre. A kombináció során a benzol eredetileg degenerált pályái felhasadnak (hiszen a szimmetria lecsökken), az  [image: 6.6. A molekulapálya-modell] pályák a  [image: 6.6. A molekulapálya-modell] szimmetriájú térben  [image: 6.6. A molekulapálya-modell] és  [image: 6.6. A molekulapálya-modell], az  [image: 6.6. A molekulapálya-modell] pályák pedig  [image: 6.6. A molekulapálya-modell] és  [image: 6.6. A molekulapálya-modell] szimmetriájúak lesznek. Hasonló a helyzet a  [image: 6.6. A molekulapálya-modell] szimmetriájú kombinálódó etilén esetében is. Az eredeti  [image: 6.6. A molekulapálya-modell] és  [image: 6.6. A molekulapálya-modell] pályák a  [image: 6.6. A molekulapálya-modell] szimmetriájú térben a  [image: 6.6. A molekulapálya-modell] és  [image: 6.6. A molekulapálya-modell], irreducibilis reprezentációba esnek, és az  [image: 6.6. A molekulapálya-modell] molekula ugyanilyen szimmetriájú pályáival kombinálódnak.

          
	 	
                    
                      6.13. ábra. I. és III. pályakorrelációi.
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Az öttagú gyűrűben és I.-ben is erősen stabilizálódik a szilícium magányos elektronpárja, főként az N–Si–N szög csökkenése, valamint a szomszédos nitrogén atomok növekvő induktív effektusának következtében. A gyűrű aromás jellegén kívül e faktor okozza mindkét szililén nagy stabilitását.

          
	 	
                    
                      6.11. táblázat. Számított [image: 6.6. A molekulapálya-modell] és mért ionizációs energiák (eV-ban).
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          [image: 6.6. A molekulapálya-modell]
           A táblázatban HF/6-31G* számítások Koopmans-tételén alapuló eredményei találhatók.
        

6.7. Ab initio Hartree–Fock–Roothaan-számítások



A Hartree–Fock–Roothaan módszer a kvantummechanikában gyökeredzik. Tisztán és logikusan épül fel a kezdetektől egészen a gyakorlati felhasználásig. A módszerben semmiféle empíriát nem használunk, és az alapvető fizikai állandókon – a magok és elektronok tömegén, töltésén, valamint a Planck állandón – kívül más tapasztalati adatunk nincs. Az ilyen számítási módszereket ab initio (a kezdetektől – ezúttal latin) módszereknek nevezik. Ab initio HFR számításokhoz tehát mindössze az atomok kiindulási elrendezésére és egy bázis megválasztására van szükség, no és persze egy működő számítógépes programra. Megfelelő programok ma már rendelkezésre állnak és nem is túlságosan drágán szerezhetők be. A programok használata néhány óra alatt elsajátítható. Akkor miért ne számoljunk?
Az alábbiakban két példa-számítás outputja látható. Már meg sem kellene említenünk, hogy kedvenc állatorvosi lovunk, a vízmolekula következik. A számításokban csupán a bázist változtattuk: az elsőben STO-3G bázist használtunk. Majdnem a teljes outputot közöljük, magyarázatokkal ellátva. A második, 6-31G** számítás eredményéből már csak a legfontosabb részleteket adjuk közre. De mielőtt még belevágnánk, még egy magyarázattal tartozunk. A számítások legfontosabb eredménye a rendszer teljes energiája. Tudjuk, hogy minél kisebb az energia (minél nagyobb negatív szám) annál közelebb vagyunk a variációs elv értelmében a rendszer valódi energiájához. De azt is tudjuk, hogy az energiának, mint fizikai mennyiségnek nincsen zérus pontja: csak zérus anyaghoz tartozhat zérus energia. Hát akkor mihez viszonyítunk a kvantumkémiai számítások során? A kvantumkémiai standard állapot, azaz a zérus energiaszint egymástól végtelen távolságban levő atommagokat és elektronokat jelent. Egy molekula energiája ezek szerint az alábbi részekből tevődik össze (6.14. ábra):

          
	 	
                    
                      6.14. ábra.
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          [image: 6.7. Ab initio Hartree–Fock–Roothaan-számítások] zéruspontenergia, mely a potenciálfelület minimuma (egyensúlyi állapot) és a rezgési zéruspont közötti energiakülönbség

          [image: 6.7. Ab initio Hartree–Fock–Roothaan-számítások] disszociációs energia, mely a zérus rezgési állapotban lévő molekula és az atomokra bontott molekula közötti energiakülönbség

          [image: 6.7. Ab initio Hartree–Fock–Roothaan-számítások] ionizációs energia, melyet be kell fektetnünk, hogy az atomokból minden egyes elektront lehámozzunk, és a végtelenbe távolítsunk.
Most pedig végre lássuk a számításokat! Kiindulási szerkezetünkben a vízmolekula OH kötéstávolságát 1,00  [image: 6.7. Ab initio Hartree–Fock–Roothaan-számítások]-nek, a HOH szöget  [image: 6.7. Ab initio Hartree–Fock–Roothaan-számítások]-nak választjuk és megkíséreljük az egyensúlyi geometriát kiszámítani. A számításokhoz a népszerű Gaussian 94 programcsomagot használtuk.
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A fenti eredmények töltéseloszlással kapcsolatos részei csak később válnak érthetővé, ezekre a 8. fejezetben visszatérünk. Összehasonlíthatjuk viszont az STO-3G bázissal nyert eredményeket a 6-31G** bázissal számított értékekkel. Figyeljük meg az új, nagyobb bázis szerkezetét, a molekulapályák energiáját, szimmetriáját, valamint az új pályakoefficienseket. Ugyancsak összehasonlítható a kétféle módon számított energia. Ámbár a listák végén található számítási idők abszolút értéke nem sokat mond (a számításokat egy jó régi SGI IRIS munkaállomáson végeztük), a két számítás relatív időigénye azért információval szolgál. Papírtakarékosság okából a második számításból csak az output fontosabb pontjait közöljük.
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Az eredmények alapján tanulmányozhatjuk a bázis szerepét, valamint az ab initio HFR-számítások hatékonyságát (6.12. táblázat). Jól látható, hogy az energia a bázis javulásával közeledik a kísérleti értékhez. A közeledés azonban lassul, és a számított érték nem a molekula valóságos energiájához tart, hanem egy afölötti határhoz. Ezt a határt, melyet a végtelen nagy bázissal lehet definiálni, Hartree-Fock határnak (HF limit) nevezzük. Tudjuk, hogy a HF módszerben komoly elhanyagolások vannak, így ez az eredmény nem nagy csoda. Az egzakt, nemrelativisztikus energia és a HF határ közötti energia különbségét korrelációs energiának szokás nevezni.
A 6.15. ábrán azt igyekeztünk szemléltetni, hogy – főként kis bázisok esetén – a számított eredmény igen érzékenyen függ a bázis minőségétől, típusától. Ezért ebben a tartományban az eredmények pontossága kevéssé jósolható és elképzelhető eset, mikor nagyobb bázissal gyengébb eredményeket kapunk, mint egy kisebb (de az adott problémához jobban illeszkedő) bázissal. Ugyancsak előfordulhat, hogy valamely, az adott bázistól nem várt, meglepően jó eredményt a hibák szerencsés kompenzálódása okozza. A bázis növekedésével azonban ez a bizonytalanság egyre csökken, és egy bizonyos határ fölött (a tapasztalatok szerint ez a 6-31G* bázis körül van) már várható hogy a bázis növelése az eredmények javulásával jár. Az ábra nem vonatkoztatható teljesen a rendszer energiájára, ugyanis a variációs elv alapján bármely bázissal számított energia csak fölülről közelítheti a HF határt. Az eredmény bizonytalanságáról mondottak azonban ez esetben is érvényesek.

          
	 	
                    
                      6.15. ábra. A bázisméret hatása a számított eredményekre.
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Amint a 6.12. táblázatból látható, a geometriai adatokat a számítások még mérsékelt bázis esetén is jól adják vissza. A kötéstávolság eltérése a kísérletitől általában  [image: 6.7. Ab initio Hartree–Fock–Roothaan-számítások]-ön belüli, a kötésszögeket 1-2 fok eltéréssel tudjuk számítani. A számított ionizációs energiáktól csak kvalitatív egyezést várhatunk, hiszen a Koopmans-tételt használtuk, nem pedig a semleges molekula és a megfelelő állapotú pozitív ion energiakülönbsége alapján számítottuk.

          
	 	
                    
                      6.12. táblázat. A vízmolekulára különböző bázisokkal végzett HF számítások eredményei.
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Ezek után hogyan javítsuk számításainkat, hogyan növeljük eredményeink megbízhatóságát? Nyílvánvalóan a bázis növelése a legegyszerűbb, ám – amint látható – nem egészen egyértelmű módszer. Nem egyértelmű, hiszen a probléma mérete és a számítógépünk kapacitása nem teszi lehetővé tetszőleges méretű bázis használatát. Másrészt, különösen kis bázisok esetén, nagy gondosságot kíván a bázis kiválasztása – melyre nincs igazán egyértelmű recept. A tapasztalatok szerint egy 6-31G* vagy egy DZP (dupla zeta  [image: 6.7. Ab initio Hartree–Fock–Roothaan-számítások] polarizációs függvény) minőségű bázis általában már megfelelő közepes méretű szerves molekulák geometriájának, konformációs viszonyainak, töltéseloszlásának a meghatározására. Más tulajdonságok (pl. polarizálhatóság, aktiválási energia, gerjesztési energia) megbízható számítása sokkal nagyobb bázist, valamint az elektronkorreláció figyelembe vételét kívánja meg.

6.8. Lokalizált molekulapályák



Térjünk vissza egy rövid időre a (6.3) HF egyenletekhez és a (6.6) transzformációhoz. Láttuk, hogy e transzformációnak fizikai indokai nincsenek, de segítségével a HF egyenletek a könnyebben emészthető (6.7) kanonikus alakra hozhatók. E transzformáció korlátozás nélkül elvégezhető, mivel a determináns értékén nem változtat és ezért a vizsgált rendszer számított energiája is ugyanaz marad. Ha viszont ez így van, akkor bármely más hasonlósági transzformáció is megengedhető, és így végtelen sok különböző, de teljesen egyenrangú molekulapálya-sorozathoz jutunk, melyek közül a kanonikus pályákat csupán az emeli ki, hogy csak hozzájuk rendelhető pályaenergia. (Csak ez az egy transzformáció diagonalizálja a (6.5) kifejezésben szereplő  [image: 6.8. Lokalizált molekulapályák] mátrixot.) Másrészről viszont, azáltal hogy szabad kezet kaptunk a transzformáció elvégzésére, lehetőségünk van az MO-elmélet némely hátrányának a kiküszöbölésére.
A 6.5. pontban láttuk, hogy a kanonikus pályák a molekula egészére kiterjednek, delokalizáltak. Ez ellentmondásban van a kémia évszázados tapasztalatával, miszerint a legtöbb molekulában megkülönböztethetők bizonyos kötések, bizonyos atomok vagy atomcsoportok. Jól tudjuk, hogy a metánmolekula négy egyenértékű, teljesen egyforma C–H kötést tartalmaz. Az MO elmélet e helyett három degenerált, furcsa alakú pályát és egy elkülönült, egészen más energiájú és az egész molekulát „beburkoló” pályát ad. Nyilvánvaló, hogy ezeket a pályákat nem lehet a C–H kötésekkel azonosítani. Minden vegyész tudja, hogy a benzolban delokalizált, aromás  [image: 6.8. Lokalizált molekulapályák]-rendszer van. De a számítások a  [image: 6.8. Lokalizált molekulapályák]-rendszerre is delokalizált pályákat adnak (l. 6.11. ábra)! Ha egy hosszú szénláncú, telített vegyület – mondjuk az 1-klór-dekán – egyik végét egy reagenssel „csiklandozzuk”, a molekula másik vége alig érzi ezt, jelezvén a telített atomok szigetelő hatását. Mégis, e molekuláknak is vannak pályái, melyek kiterjednek a molekula egyik végétől a másikig, és melyeknek alapján sokkal nagyobb érzékenységet várnánk. Logikus tehát az igény, hogy a pályákat formáljuk a kémiai szemlélethez közelebb. Az ehhez szükséges hasonlósági transzformációkat lokalizációs transzformációnak, a létrejött új pályákat lokalizált pályáknak nevezzük.
Edmiston és Ruedenberg lokalizációs transzformációjának az a kritériuma, hogy a különböző pályákon levő elektronok közötti Coulomb-kölcsönhatás a lehető legkisebb, az azonos pályákon levők közötti a lehető legnagyobb legyen. Boys módszere azon alapul, hogy a molekulapályák súlypontjai egymástól a lehető legtávolabb kerüljenek. A Pipek–Mezey-féle lokalizációs séma egy adott molekulapályán levő töltést igyekszik a lehető legkevesebb atomra centrálni. Mindhárom módszer a kémikus elvárásának megfelelő, egymáshoz nagyon hasonló lokalizált molekulapályákat szolgáltat.
Hasonlítsuk össze a vízmolekula 6.16. ábrán látható lokalizált pályáit a 6.10. ábrán található kanonikus pályákkal! Az első pálya a két módszerben nagyon hasonló, ami azt jelenti, hogy a belső héj még a kanonikus pálya esetében is lokalizált. Nem úgy a vegyértékhéj pályái! A kanonikus MO-k a molekula  [image: 6.8. Lokalizált molekulapályák] szimmetriájának a bázisát adják, ezért minden pálya valamely irreducibilis reprezentációba sorolható. A lokalizált pályák nem ilyenek. Az  [image: 6.8. Lokalizált molekulapályák] és  [image: 6.8. Lokalizált molekulapályák] pályák egy-egy O-H kötésre lokalizáltak, egyformák és mintegy a kémiai kötést reprezentálják. Az  [image: 6.8. Lokalizált molekulapályák] és  [image: 6.8. Lokalizált molekulapályák] pályák szintén egyformák és – nocsak – a víz „nyuszifül” modelljének magányos elektronpárjait formázzák! (Hogy a fotoelektron-spektrumon ez nem látszik? Nem csoda, a spektrum csúcsait a kanonikus pályák energiáival hozzuk összefüggésbe, lokalizált pályákhoz pedig energia nem rendelhető.) Megjegyezzük, hogy a Pipek-Mezey lokalizáció során az  [image: 6.8. Lokalizált molekulapályák] és  [image: 6.8. Lokalizált molekulapályák] pályák nem válnak egyformává: az egyik a vízmolekula síkjában marad, a másik pedig a síkra merőlegesen áll be – kicsit hasonlítva a kanonikus pályákhoz.

          
	 	
                    
                      6.16. ábra. A víz (Boys módszere szerint) lokalizált pályái.

                  	 



        

          
	 	
                    [image: 6.8. Lokalizált molekulapályák]
                  	 



        
A 6.17. ábrán az etilén C–C kötéséhez rendelhető lokalizált pályákat ábrázoltuk. Ez esetben – meglepetésre – nem a várt  [image: 6.8. Lokalizált molekulapályák]- és  [image: 6.8. Lokalizált molekulapályák]-kötéseknek megfelelő MO-kat kapjuk, hanem két egyforma „banán” alakú pályát. Ha valaki azt állítja, hogy ez ellentmondásban van a kísérleti tényekkel, az téved. A kísérletek ugyanis csupán azt sugalják, hogy az etilén első (nem pedig  [image: 6.8. Lokalizált molekulapályák]) kötése gyengébb, reaktívabb, egyszóval más, mint a második kötés. A banán-kötés ezt a tapasztalatot nem cáfolja, hiszen az első kötés reakciója után a második kötés már megváltozott formában (mint  [image: 6.8. Lokalizált molekulapályák] kötés) valóban erősebb, stabilisabb, mint az első volt. A Pipek–Mezey lokalizáció ismét némileg különbözik, ugyanis a lokalizált pályák megőrzik a molekula eredeti  [image: 6.8. Lokalizált molekulapályák]- és  [image: 6.8. Lokalizált molekulapályák]-pálya formáit.

          
	 	
                    
                      6.17. ábra. Az etilén (Boys módszerével) lokalizált molekulapályái.

                  	 



        

          
	 	
                    [image: 6.8. Lokalizált molekulapályák]
                  	 



        
Lokalizált pályákkal számos molekuláris sajátság kvalitatív értelemben magyarázható. Így pl. a kötés erőssége, erőállandók, kötéshosszak, Brönsted-féle savasság vagy pl. a vegyérték-elektronpár taszítási elmélet kvalitatív megfontolásai.
A lokalizált pályáknak nem csak az a haszna, hogy a kémiai szemléletnek megfelelnek. Mivel a molekulának csak kis részére terjednek ki és arra a részre jellemzők, arról átvihetők más, de hasonló fragmenst tartalmazó molekulára, lehetőség van arra, hogy egy nagymolekula bonyolult molekulapályáit lokalizált pálya-inkrementumokból építsük fel.

6.9. A hullámfüggvény szimmetriája



Az egyes molekulapályák szimmetriája nemcsak szemet gyönyörködtető, de komoly információtartalma is van, hiszen ennek alapján becsülhetők a MO-k közötti kölcsönhatások, várhatók vagy elvethetők bizonyos kémiai reakciók, megengedettek vagy tiltottak bizonyos spektroszkópiai átmenetek. Mindezt annak tudatában állíthatjuk, hogy a molekulapályáknak fizikai jelentésük nincsen. Fizikai értelmet csak a determináns-hullámfüggvényhez rendelünk, melynek szimmetriája ennek megfelelően nagyon fontos. A determináns, jól tudjuk, molekulapályák szorzatainak lineáris kombinációjából áll. Az egyes lineáris kombinációkban ugyanazok a függvények szerepelnek, ezért szimmetria szempontjából elegendő egyetlen szorzatot, ill. a szorzatban részt vevő függvényeket figyelembe venni. Tudjuk, hogy ha valamely függvények egy pontcsoport irreducibilis reprezentációinak a bázisai (az MO-k ilyenek), akkor a függvények szorzata is az adott pontcsoport (nem feltétlenül irreducibilis) reprezentációja szerint transzformálódik. Nem kell tehát mást tennünk, mint megalkotni az illető molekulapálya-függvények direktszorzatát, majd ezt kiredukálni. Mindez ideig szimmetria megfontolásainkat csak a pályafüggvényekre alkalmaztuk és a spinfüggvények szimmetria-tulajdonságaitól eltekintettünk. Ezt könnyen tehettük, hiszen feltételeztük, hogy a spinfüggvény totálszimmetrikus a molekula pontcsoportjának szimmetriaműveleteire, ezért a teljes spinpálya függvény azonos szimmetriájú, mint a pályafüggvény. Bármilyen meglepő – továbbra is ezt feltételezzük.13 Számunkra ez azért nagyon hasznos, mert ezután egy kétszeresen betöltött pálya a direktszorzatban úgy fog szerepelni, mint a pálya önmagával vett szorzata, ez pedig mindig a totálszimmetrikus reprezentáció szerint transzformálódik. Rögtön kimondhatjuk tehát azt a fontos következtetést, hogy zárt héjú rendszer (melyben minden pálya kétszeresen betöltött) hullámfüggvénye az illető pontcsoport totálszimmetrikus reprezentációja szerint transzformálódik. Ez egyébként nyílt héjú rendszerek kezelésében is nagy könnyebbséget jelent, hiszen a kétszeresen betöltött pályáktól eltekinthetünk és csak a nyílt héjú részeket kell vizsgálnunk, ezek száma pedig rendszerint nem sok.
Vizsgáljuk meg a vízmolekula hullámfüggvényének a szimmetriáját! A vízmolekula eletronkonfigurációja:  
[image: 6.9. A hullámfüggvény szimmetriája]

 zárthéjú rendszer, tehát az elmondottak értelmében:  
[image: 6.9. A hullámfüggvény szimmetriája]

 Megjegyezzük, hogy amíg a pályák szimmetriáját kisbetűvel jelöljük, a pályákból felépített teljes hullámfüggvény szimmetriáját (a rendszer állapotát) nagybetűvel – éppúgy, mint az atomoknál.
Vizsgáljuk meg, hogy a vízmolekula különböző ionállapotainak milyen a szimmetriája! Az alapállapotból a következő ionállapotokat tudjuk levezetni attól függően, hogy melyik pályáról távolítottuk el az elektront:  
[image: 6.9. A hullámfüggvény szimmetriája]

 Ez esetben tehát az ionállapotok szimmetriája megegyezik annak a pályának a szimmetriájával, amelyről az elektront eltávolítottuk.
A benzol legfelső betöltött és legalsó virtuális pályáinak az elhelyezkedését a 6.18. ábrán tüntettük föl. Zárthéjú rendszer, tehát az elektronállapot szimmetriája  [image: 6.9. A hullámfüggvény szimmetriája].

          
	 	
                    
                      6.18. ábra. A benzol HOMO és LUMO szintjei közötti átmenetek.

                  	 



        

          
	 	
                    [image: 6.9. A hullámfüggvény szimmetriája]
                  	 



        
A benzol legalsó gerjesztett állapota úgy képzelhető el, hogy egy elektront juttatunk a betöltött  [image: 6.9. A hullámfüggvény szimmetriája] pályák egyikéről az üres  [image: 6.9. A hullámfüggvény szimmetriája] pályák valamelyikére. Ez négyféleképpen valósítható meg, a négy lehetőséghez ugyanaz az elektronkonfiguráció tartozik:  
[image: 6.9. A hullámfüggvény szimmetriája]

 Ezért azt hihetnők, hogy a négyféle átmenet degenerált. De ugye nem hiszi ezt az olvasó? A csoportelmélet ismeretében már csak azért sem hihetjük, mert a  [image: 6.9. A hullámfüggvény szimmetriája] pontcsoportban nem létezik négyszeres degeneráció! A gerjesztett állapotokhoz tartozó hullámfüggvény szimmetriáját az  [image: 6.9. A hullámfüggvény szimmetriája] direktszorzat határozza meg. Az így kapott reprezentációt kiredukálva kapjuk a következőt:  
[image: 6.9. A hullámfüggvény szimmetriája]

 vagyis a négy állapot lényegesen különbözik egymástól. A gerjesztés során három különböző energiaszintet várunk, melyek közül az egyik kétszeresen degenerált. Ezt látjuk a 6.19. ábrán, és ez látható a benzol UV-spektrumában is.

          
	 	
                    
                      6.19. ábra. A benzol alap- és gerjesztett állapotai közötti átmenetek.

                  	 



        

          
	 	
                    [image: 6.9. A hullámfüggvény szimmetriája]
                  	 



        

6.10. Hogyan tovább?



A HFR módszerrel olyan eszköz került a kezünkbe, mely a kvantummechanikát alkalmassá teszi molekulák szerkezetének és tulajdonságainak a vizsgálatára. Ugyanakkor az egzakt Schrödinger-egyenletből való szisztematikus származtatás a számítási hiba becslését is lehetővé teszi. Tudjuk, hogy számításaink eredményessége – legalább is a HF modell keretein belül – kizárólag a bázistól függ, a bázist viszont számítógépeink kapacitása limitálja. A módszer igen könnyen használható, hiszen semmi mást nem kell kiválasztanunk, csak az alkalmazandó bázist, és egy (nem túl rossz) kiindulási térszerkezetet a rendszer egyes atomjaira. Ezért aztán a mai számítógépes programok a HFR számításokra „fekete dobozként” használhatók. (A bosszúságok elkerülésére néhány trükköt azért jó tudni!) Nem kell tudnunk, hogyan működik a program, sőt – megkockáztatjuk – még a módszer matematikáját is elég csak szőrmentén ismerni, elegendő csupán a végeredményt értékelnünk – éppen úgy, ahogy analitikai célokra egy spektrumot használunk.
Az a tény, hogy ismerjük módszerünk teljesítőképességének elérhető határait akár a vizsgálandó molekulák méretét, akár az eredmények pontosságát illetően, a kvantumkémiai módszerek további fejlesztésére kell, hogy sarkalljon. Két irányba léphetünk tovább. Egyrészt a közelítésekből származó pontatlanságot kell csökkentenünk, másrészt a vizsgálható molekuláris rendszerek körét kell tágítanunk. Az első irányba akkor indulunk, ha a HF-módszeren túllépve valamilyen módon figyelembe vesszük az elektronkorrelációt, valamint a relativisztikus effektusokat. Amint a következő fejezetből látni fogjuk, módszerünk minden határon túl javítható, de természetesen az ár a számítási igény „minden határon túli” növekedése. Az ide tartozó módszereket a HF-módszeren túli (post-HF) módszereknek nevezzük. E módszerekkel ma 2–100 (nem hidrogén) atomos rendszerek vizsgálhatók a számítás szintjétől függően.
A másik irány a nyitás a nagy rendszerek felé. Mivel a HF számítások leginkább időigényes része a fellépő kételektron integrálok kiszámítása, kézenfekvő a megoldás: hanyagoljuk el a nem nagyon fontos integrálokat, a megmaradókat pedig közelítsük egyszerű, empírikus formulákkal. Ilyen jellegű trükkökkel jutunk el az ab initio számításoktól az ún. félempírikus (semiempirical) módszerekig. E módszerekkel többszáz atomos rendszerek tanulmányozhatók és kellően ügyes parmetrizálás esetén bizonyos fizikai mennyiségek, bizonyos vegyületek körére igen jó eredménnyel számíthatók. További óriási egyszerűsödés érhető el, ha az atomokat tömegpontoknak tekintjük, a kötéseket a tömegpontok közötti rugókkal helyettesítjük és az így leírt rendszert klasszikus mechanikai módszerekkel számítjuk. Ezekkel az ún. molekulamechanikai eljárásokkal kitűnő eredménnyel kezelhetők többezer atomos rendszerek konformációs és egyéb kérdések megoldására. A 6.20. ábrán mutatjuk be a fent vázolt teljes sémát az egzakt relativisztikus kvantummechanikától kiindulva a ma alkalmazott, és vélhetően a jövőben is alkalmazandó általános eljárásokig.

          
	 	
                    
                      6.20. ábra. Továbblépési lehetőségek a HFR-módszerből.
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            Megjegyzések
          
        
	
               Vizsgáljuk először a  
[image: 6.10. Hogyan tovább?]

 integrált. Írjuk ki a determinánst, mint a szorzat hullámfüggvények összes lehetséges lineáris kombinációját (a normálási tényezőktől az egyszerűség kedvéért most tekintsünk el):  
[image: 6.10. Hogyan tovább?]

 Jó hosszú kifejezés, melyből – amint látszik – csupán az első szorzat marad meg, hiszen minden más szorzatban található a pályák ortogonalitása miatt eltűnő integrál. Az eredmény tehát:  
[image: 6.10. Hogyan tovább?]

 és ezek után (6.1) második tagja – a fenti kifejezés i-szerinti összegzése – a következő alakban írható:  
[image: 6.10. Hogyan tovább?]

 (6.1) harmadik tagját hasonlóan kezelhetjük. Vizsgáljuk először a kettős szumma egyetlen tagját:  
[image: 6.10. Hogyan tovább?]

 Csak e két tag marad meg a töméntelen szorzatból, hiszen a formula összes többi szorzata tartalmaz eltűnő integrált. Összegezve:  
[image: 6.10. Hogyan tovább?]

 Mivel  [image: 6.10. Hogyan tovább?] esetben a megmaradó két tag egyenlő, ebből következik, hogy a diagonális mátrixelemek eltűnnek, és az összegzés a következő formába írható:  
[image: 6.10. Hogyan tovább?]

 Az integrálok fentieknél jóval részletesebb elemzése megtalálható pl. a Kapuy–Török: Az atomok és molekulák kvantumelmélete (Akadémiai Kiadó, 1975), vagy Ladik: Kvantumkémia (Műszaki Kiadó, 1969) c. könyvekben.

	
               Keressük tehát az  
[image: 6.10. Hogyan tovább?]

 kifejezés minimumát. Általánosságban ha

              [image: 6.10. Hogyan tovább?], akkor  [image: 6.10. Hogyan tovább?], ezért  [image: 6.10. Hogyan tovább?] első variációja:  
[image: 6.10. Hogyan tovább?]

 ahol E-t a (6.2) formulából vettük. Ne csüggedjünk, ez a kifejezésnek csak az első fele, a  [image: 6.10. Hogyan tovább?]-nek megfelelően. A második fele viszont ezután már szinte gyerekjáték:  
[image: 6.10. Hogyan tovább?]

 A minimumban  [image: 6.10. Hogyan tovább?], ez akkor lehetséges, ha  [image: 6.10. Hogyan tovább?], ill.  [image: 6.10. Hogyan tovább?] együtthatói (a szögletes zárójeles részek) zérussal egyenlők, azaz:  
[image: 6.10. Hogyan tovább?]

 Ugyanilyen formula adódik a kifejezés a második részére is, mely az első konjugált komplexe, ezért minden i-re páronként ekvivalensek. A szögletes zárójeles részt Fock-operátornak nevezzük és  [image: 6.10. Hogyan tovább?]-vel jelöljük.

	
               Legyen  [image: 6.10. Hogyan tovább?] egy négyzetes mátrix, melyen végezzünk el a  [image: 6.10. Hogyan tovább?] és  [image: 6.10. Hogyan tovább?] mátrixok segítségével egy hasonlósági transzformációt. Keressük a  [image: 6.10. Hogyan tovább?] hasonlósági transzformált mátrixhoz tartozó determináns értékét:  
[image: 6.10. Hogyan tovább?]

 ahol felhasználtuk, hogy
– szorzat mátrix determinánsa egyenlő az eredeti mátrixok determinánsainak szorzatával és
– szorzat mátrixhoz tartozó determináns értéke független az eredeti mátrixok sorrendjétől (kommutativitás).

	
               A harmadik Hund szabály szerint ha egy elektronhéj betöltöttsége a maximális betöltöttség felénél kisebb, a lehetséges állapotok közül annak az energiája mélyebb, melyhez tartozó  [image: 6.10. Hogyan tovább?] kvantumszám kisebb. Amennyiben a betöltöttség a maximális betöltöttség felénél nagyobb, a sorrend fordított és az állapotot invertált állapotnak nevezzük. A Hund-szabályok noha csupán tájékoztató jellegűek, a gyakorlatban jól alkalmazhatók. Részletesebben l. G. Herzberg: Atomic Spectra and Atomic Structure, Dover Publ. N.Y., 1944.

	
               A  [image: 6.10. Hogyan tovább?] lineárkoefficiensek értékét ez esetben könnyen megtalálhatjuk. Mivel  [image: 6.10. Hogyan tovább?] és  [image: 6.10. Hogyan tovább?] egyenértékűek,  [image: 6.10. Hogyan tovább?] és  [image: 6.10. Hogyan tovább?].

	
               Mivel az  [image: 6.10. Hogyan tovább?] mátrix nem diagonális, a (6.25) Hartree–Fock–Roothaan-egyenletek – sajnos – nem sajátérték-egyenletek, és megoldásuk roppant nehézkes. Ezért mindenek előtt sajátérték-egyenletté kell alakítani. Először is egészítsük ki a  [image: 6.10. Hogyan tovább?] és  [image: 6.10. Hogyan tovább?] mátrixokat  [image: 6.10. Hogyan tovább?]-es alakúvá. Ez könnyen megtehető, hiszen a virtuális pályák önként adják a megfelelő  [image: 6.10. Hogyan tovább?], ...,  [image: 6.10. Hogyan tovább?] vektorokat a  [image: 6.10. Hogyan tovább?] mátrix kiegészítéséhez, és a virtuális pályához tartozó  [image: 6.10. Hogyan tovább?], ...,  [image: 6.10. Hogyan tovább?] sajátértékeket az  [image: 6.10. Hogyan tovább?] diagonális mátrix kiegészítéséhez.
Eljutottunk tehát egy

              
	 	
                        [image: 6.10. Hogyan tovább?]
                      	 



            
alakú általánosított sajátérték-egyenlethez. Mivel az  [image: 6.10. Hogyan tovább?] mátrix önadjungált és pozitív definit (minden sajátértéke pozitív), létezik az  [image: 6.10. Hogyan tovább?] mátrix és az  [image: 6.10. Hogyan tovább?] mátrix is. (Definíció szerint

              [image: 6.10. Hogyan tovább?] és

              [image: 6.10. Hogyan tovább?].)
Most pedig alkalmazzuk a következő hajmeresztő trükköt: szorozzuk az egyenletet balról  [image: 6.10. Hogyan tovább?]-del, és  [image: 6.10. Hogyan tovább?] elé rakjuk az  [image: 6.10. Hogyan tovább?] kifejezést:  
[image: 6.10. Hogyan tovább?]

 Ez már valódi sajátérték-egyenlet! Más ugyan a sajátvektor,  [image: 6.10. Hogyan tovább?] helyett is más áll, de a sajátértékek ugyanazok, a  [image: 6.10. Hogyan tovább?]-ből pedig  [image: 6.10. Hogyan tovább?] egyszerű transzformációval visszakapható.
Végül, hogy el ne veszítsük teljesen a fonalat, foglaljuk össze, hogy milyen lépésekből áll egy hagyományos HFR számítás!
1. A Fock mátrix felépítéséhez szükséges integrálok számítása.
2. Az  [image: 6.10. Hogyan tovább?] átfedési integrál mátrix számítása.
3.  [image: 6.10. Hogyan tovább?] diagonalizálása:  
[image: 6.10. Hogyan tovább?]

 4.  [image: 6.10. Hogyan tovább?] számítása:

              [image: 6.10. Hogyan tovább?], ahol  
[image: 6.10. Hogyan tovább?]


5. Kiindulási  [image: 6.10. Hogyan tovább?]-mátrix felvétele (pl.  [image: 6.10. Hogyan tovább?] alakban)
6. Az  [image: 6.10. Hogyan tovább?] mátrix megszerkesztése.
7. Az  [image: 6.10. Hogyan tovább?] mátrixtranszformáció elvégzése.
8.  [image: 6.10. Hogyan tovább?] diagonalizálása:  [image: 6.10. Hogyan tovább?].
9.  [image: 6.10. Hogyan tovább?] visszatranszformálása:  [image: 6.10. Hogyan tovább?]
10. Az energia kiszámítása és összehasonlítása az előző ciklus energiájával. Ha  [image: 6.10. Hogyan tovább?] kisebb, mint egy előre beállított küszöbérték, az SCF eljárás konvergált. Ha nem, folytatjuk a 6. ponttól.
Megjegyezzük, hogy a gyakorlatban az energia szerinti konvergencia helyett inkább használják a  [image: 6.10. Hogyan tovább?] mátrix, illetve – sokkal inkább – a  
[image: 6.10. Hogyan tovább?]

 ún. sűrűségmátrix szerinti konvergenciát (az  [image: 6.10. Hogyan tovább?] diagonális mátrix az ún. betöltési mátrix, melynek elemei 0, 1, vagy 2 attól függően, hogy az illető pályát 0, 1, vagy 2 elektron tölti be).

	
               Ha a (6.22)  [image: 6.10. Hogyan tovább?] mátrixelemet kifejtjük, vagyis az  [image: 6.10. Hogyan tovább?] operátorban szereplő egyelektronos függvények helyébe is behelyettesítjük (6.20)-at, a következő kifejezéshez jutunk:  
[image: 6.10. Hogyan tovább?]



	
               Az optimálás módszereire és elveire l. pl. E. R. Davidson. D. Feller, Chem. Rev. 1986, 86, 681, vagy J. Almlöf, P. R. Taylor: Advances in Quantum Chemistry, 1991, 22, 301.

	
               Deriváljunk x-szerint egy p-típusú Gauss-függvényt:  
[image: 6.10. Hogyan tovább?]

 Látható, hogy a derivált komponensei egy s és egy d típusú Gauss-függvény

	
               A Nature egyik legújabb számában (401, 49-52 (1999)) nagy feltünést kiváltó cikk jelent meg. A szerzők kombinált elektrondiffrakciós-röntgendiffrakciós technika segítségével tanulmányozták a kuprit kristály ([image: 6.10. Hogyan tovább?]) szerkezetét és az atomok közötti töltéseloszlásra gyönyörű  [image: 6.10. Hogyan tovább?] alakzatot találtak. A cikk szerzői szerint „első ízben sikerült kísérleti úton láthatóvá tenni egy elektronpályát”. Ennek alapján bizonyítottnak látták, hogy a rézatomok d-pályái részt vesznek a kémiai kötésekben. A Nature szerkesztője megerősíti a kijelentést: „íme megfigyelték az elektronpályák klasszikus tankönyvbeli alakját”. Lám, lehetséges lenne, hogy a pályáknak mégiscsak van valóságos fizikai tartalmuk? Elképzelhető, hogy csupán a megfelelő technika hiányzott eddig, hogy megfigyelhessük a „nemlétező” pályákat? Dacára annak, hogy a cikk az egyik legtekintélyesebb tudományos fórumban jelent meg, óvatosan kell bánnunk az efféle kijelentésekkel. A kísérlet során nem pályákat, hanem az elektronok sűrűségeloszlását figyelték meg. Ez valóban megfigyelhető, mérhető mennyiség (l. a 8. fejezet 8. megjegyzését), mely különféle eljárások segítségével particionálható, atomokhoz, ill. kötésekhez rendelhető részekre bontható. A kísérletnek ez az eredménye tehát minden további nélkül elfogadható, a pályák létét bizonygató magyarázat viszont nem.

	
               Az ultraibolya fotoelektron-spektroszkópia (UPS, PES) alapfolyamata a következő. Egy megfelelő energiájú monokromatikus fotonnyalábbal ütköztetjük a vizsgálandó molekulát. Az ütközés során a molekulák ionizálódnak és a távozó elektronok kinetikus energia-eloszlását mérjük:  
[image: 6.10. Hogyan tovább?]

 A folyamat energiamérlege:  
[image: 6.10. Hogyan tovább?]

 ahol IE az ionizációs energia,  [image: 6.10. Hogyan tovább?] a kirepülő elektron kinetikus energiája. A foton energiája tehát egyrészt az elektronoknak a molekuláris környezetből történő kiszakítására, azaz ionizációjára fordítódik, másrészt a tovarepülő elektronok kinetikus energiájára. Ha ismerjük a foton energiáját és mérjük az elektron kinetikus energiáját, akkor az ionizációs energia egyszerűen számolható. A fotoelektron-spektrum tehát nem más, mint a molekula ionizációs energia spektruma. Mindazonáltal a fenti ideális kép több szempontból is módosul. Figyelembe kell venni például a rezgési és forgási átmenetek lehetőségeit az ionizációs folyamatban. Ekkor a fönti egyenlet az alábbiak szerint finomodik:  
[image: 6.10. Hogyan tovább?]

 ahol  [image: 6.10. Hogyan tovább?] az ún. adiabatikus ionizációs energia, az az energiakülönbség, amely a rezgési alapállapotban levő semleges molekula és a rezgési alapállapotban levő pozitív ion között van,  [image: 6.10. Hogyan tovább?] és  [image: 6.10. Hogyan tovább?] a pozitív ionok rezgési és forgási energiája. Valóban, a spektrumok gyakran mutatnak rezgési finomszerkezetet, a forgási szerkezet azonban csak nagyfelbontású spektrumokban jelenik meg. Amennyiben finomszerkezet nem jelenik meg és csak egy széles, szerkezet nélküli sávot kapunk, az alig leolvasható adiabatikus ionizációs energia helyett (vagy mellett) hasznos a vertikális ionizációs energiát definiálni, mely a sáv legintenzívebb pontjához, csúcsához rendelhető. Ez az ionizációt kísérő legvalószínűbb átmenettel azonosítható.

	
               A fotoelektronspektrumban megjelenő sávok változatos alakjának a magyarázata az alap- és ionállapotokhoz tartozó potenciálfelületek különbözőségében keresendő. Mivel az ionizációs folyamatok néhány nagyságrenddel gyorsabbak, mint a rezgések, jó közelítéssel állítható, hogy a molekula geometriája nem változik az ionizáció folyamata alatt. Ezért az átmenet az alap- és ionállapot között akkor a legvalószínűbb, ha a geometria változatlan és az átmeneti valószínüség a molekula és az ion rezgési szintjei között arányos a megfelelő mag-hullámfüggvények közötti átfedési integrállal. A sávalakokkal kapcsolatos további részleteket lásd: J.H.D. Eland: Photoelectron Spectroscopy,[image: 6.10. Hogyan tovább?] ed. Butterworths, London, 1984.

	
               Amennyiben a spin-pálya csatolás elhanyagolható, a totálszimmetrikus spinfüggvény szimmetriája nem befolyásolja a teljes hullámfüggvény szimmetriáját. Amennyiben a spin-pálya csatolás nem hanyagolható el, feles spin esetében a spinfüggvény  [image: 6.10. Hogyan tovább?]-vel való forgatásra jelet vált, és csak  [image: 6.10. Hogyan tovább?]-vel elforgatva lesz invariáns. Ezért a szokásos karaktertáblákat nem alkalmazhatjuk: a pontcsoportokhoz hozzá kell adni egy új műveletet, a  [image: 6.10. Hogyan tovább?]-vel való forgatást, melyre nézve bizonyos függvények szimmetrikusak, mások antiszimmetrikusak lesznek. Az így kiterjesztett pontcsoportokat kettős csoportoknak nevezzük. A kettős csoportok kitűnően használhatók számos jelenség, így pl. a spinpálya csatolások leírására. Az érdeklődők számára javasoljuk pl. G. Herzberg: Molecular Spectra and Molecular Structure Vol. III. (Van Nostrand, N.Y. 1966.) c. könyvét. 




7. fejezet - Túl a Hartree–Fockon



Elégedetten nyugtázhatjuk, hogy az ab initio HF számítások jó eredményeket adnak számos fizikai mennyiségre, és segítségükkel eldönthetők különböző kémiai problémák. Ráadásul az eredmények a bázis növelésével kézenfekvő módon javíthatók. Azt nem mondhatjuk, hogy itt van már a Kánaán, a bázis növelésével ugyanis az eredmények csak a HF-limithez közelednek, nem pedig a Schrödinger-egyenlet egzakt megoldásához, hiszen a HF módszer súlyos teherként cipeli tovább az egyelektronos közelítésből adódó hibát. Ez a hiba, mint tudjuk, abból származik, hogy az elektronok kölcsönhatását átlagos elektrontaszítási potenciállal vesszük figyelembe, noha e kölcsönhatás pillanatról pillanatra változik. A részecskék pillanatról pillanatra módosítják egymás mozgását: az elektronok mozgása korrelált. Az egzakt (nem relativisztikus) energia és a HF limithez tartozó energia különbségét ezért korrelációs energiának nevezzük. A kvantumkémia módszereinek további javulása csak úgy képzelhető el, ha ezt az elektronkorrelációt valamilyen módon figyelembe tudjuk venni.
Felmerül a kérdés, vajon mekkora hibát vétünk a korrelációs energia teljes elhanyagolásakor. Egy gyakran használt becslés szerint egy lokalizált elektronpár hozzájárulása a korrelációs energiához kb. 100 kJ/mol ( 1 eV). A 6.12. táblázat adataiból a vízmolekula esetén a korrelációs energia a kísérleti energia és a legnagyobb bázissal számított energia különbségeként becsülhető. (Tovább javítva a bázist  [image: Túl a Hartree–Fockon] csak csökkenhet.) Az így kapott kb. 0,4 a. e. a teljes energiának alig 0,5%-a. Általában is igaz, hogy a korrelációs energia viszonylag kis érték, az összenergiának rendszerint kevesebb, mint 1%-a. Ez aligha számottevő, és ezért kapunk jó eredményeket a HF-módszerrel egy sor fizikai mennyiségre, pl. a dipólusmomentumra, molekulageometriára, vagy az elektronsűrűségre. Sokkal nagyobb a relatív hiba olyan mennyiségeknél, melyek energiakülönbségekként adódnak. Ilyenek jellemzik a kémiai reakciókat. Nagy számok kis különbségeként kapjuk pl. a reakcióhőket és általában a vegyértékhéj mindennemű változását, ionizációs, disszociációs és kötési energiákat. Ugyancsak két állapot energiakülönbsége adja az aktiválási energiát, valamint egy spektrum jellemző sávjait is. Sajnos ezekben az esetekben a korrelációs energia a problémára jellemző energia nagyságrendjébe esik, ezért figyelmen kívül hagyása az eredményeket teljesen értelmetlenné és értéktelenné teheti. Ahhoz tehát, hogy eredményeink elérjék a kémiai pontosságot, számításainkban a korrelációs energia majdnem kvantitatív figyelembe vétele szükségeltetik.
A bajok forrása tehát az egyelektronos közelítésben, azaz a hullámfüggvény antiszimmetrizált szorzat alakú felbontásában keresendő, így logikus, ha a hullámfüggvényen elkövetett drasztikus amputációt próbáljuk helyrehozni. Ha a determináns helyett végtelen függvénysort használunk, nem követünk el hibát. Tegyük fel egy pillanatra, hogy az alkalmazott bázis teljes, azaz végtelen nagy. A determináns-hullámfüggvény csak annyi egyelektron függvényt tartalmaz, amennyi az elektronok száma, de a HF-számítások során – mint már említettük – annyi egyelektron függvényt kapunk, amennyi a bázisfüggvények száma és ez esetünkben végtelen. Ezeknek a függvényeknek a segítségével próbáljuk tehát a sokelektronos hullámfüggvényt sorbafejteni úgy, hogy a determináns hullámfüggvény hasznos tulajdonságai (pl. az antiszimmetria) megmaradjon – nem egyszerű feladat. A következő pontban egy nagyon trükkös sorfejtést mutatunk be.
7.1. A konfigurációs kölcsönhatás módszere



Konstruáljunk új determináns-hullámfüggvényeket a következőképpen. Legyen  [image: 7.1. A konfigurációs kölcsönhatás módszere] egy olyan determináns, melyben az i-edik betöltött egyelektronos függvényt kicseréltük az a-adik üres (virtuális) pályára:  
[image: 7.1. A konfigurációs kölcsönhatás módszere]

 Ez formálisan azt jelenti, hogy egy elektront az i-ik betöltött pályáról az a-adik üres pályára „gerjesztjük” (7.1. ábra). Az új determináns neve ezért gerjesztett determináns. Hasonló módon  [image: 7.1. A konfigurációs kölcsönhatás módszere] legyen az a determináns, melyben az i-edik és j-edik betöltött pályákat cseréljük az a-adik és b-edik üresre. Így szisztematikusan determinánsok egész seregét képezhetjük, melyek a gerjesztések száma szerint csoportosíthatók. A  [image: 7.1. A konfigurációs kölcsönhatás módszere] neve egyszeresen gerjesztett determináns, a  [image: 7.1. A konfigurációs kölcsönhatás módszere]-k kétszeresen gerjesztett determináns stb.

          
	 	
                    
                      7.1. ábra. Gerjesztett determinánsok generálása.

                  	 



        

          
	 	
                    [image: 7.1. A konfigurációs kölcsönhatás módszere]
                  	 



        
Mivel az egyelektron függvények ortogonálisak, a belőlük képzett determináns hullámfüggvények is azok:  
[image: 7.1. A konfigurációs kölcsönhatás módszere]

 ahol  [image: 7.1. A konfigurációs kölcsönhatás módszere] és  [image: 7.1. A konfigurációs kölcsönhatás módszere] tetszőleges determináns-hullámfüggvény, és a szokásos módon  [image: 7.1. A konfigurációs kölcsönhatás módszere], ha  [image: 7.1. A konfigurációs kölcsönhatás módszere], különben  [image: 7.1. A konfigurációs kölcsönhatás módszere]. A feltételezett végtelen sok pályából végtelen sok n-ed rendű determináns képezhető, melyekkel bármely fizikailag lehetséges n-elektronos hullámfüggvény – többek között az egzakt hullámfüggvény is – sorbafejthető:  
[image: 7.1. A konfigurációs kölcsönhatás módszere]

 vagy megkülönböztetve az egyes gerjesztéseket:  
[image: 7.1. A konfigurációs kölcsönhatás módszere]

 Az így nyert hullámfüggvény az egyes konfigurációk közötti „kölcsönhatást” testesíti meg, ezért a hullámfüggvény neve konfigurációs kölcsönhatás (configuration interaction, CI) hullámfüggvény, a módszeré pedig CI-módszer.1 A (7.2)-(7.3) teljes (complete) CI-hullámfüggvény a nem-relativisztikus Schrödinger-egyenlet egzakt megoldása. A gyakorlatban természetesen véges bázist használunk, emiatt a CI-sor is véges. Adott (véges) bázis esetén a teljes CI-sort – megkülönböztetésül – full-CI-nek (FCI) nevezik. A  [image: 7.1. A konfigurációs kölcsönhatás módszere],  [image: 7.1. A konfigurációs kölcsönhatás módszere] stb. rengeteg koefficienst természetesen optimálni kell, mi mást is használhatnánk, mint a variációs elvet:  
[image: 7.1. A konfigurációs kölcsönhatás módszere]


          [image: 7.1. A konfigurációs kölcsönhatás módszere] helyébe behelyettesítve a 7.2 sort a  [image: 7.1. A konfigurációs kölcsönhatás módszere] lineárkoefficiensek variálása mellett keressük  [image: 7.1. A konfigurációs kölcsönhatás módszere] minimumát. Már arcizmunk sem rándulhat [image: 7.1. A konfigurációs kölcsönhatás módszere], amikor a behelyettesítés és rendezés után az (5.4), ill. (6.24) egyenletekkel analóg (7.5) lineáris egyenletrendszert kapjuk:  
[image: 7.1. A konfigurációs kölcsönhatás módszere]



          
          
          [image: 7.1. A konfigurációs kölcsönhatás módszere]
           Zs. Gy. szerint azért, mert az olvasó eddigre teljesen megkövül.
        
Vagy mátrixegyenlet alakjában (5.5), ill. (6.26) analógjaként a  
[image: 7.1. A konfigurációs kölcsönhatás módszere]

 sajátérték egyenletet. (Ne feledjük, hogy a determinánsok ortogonálisak, tehát az  [image: 7.1. A konfigurációs kölcsönhatás módszere] mátrix diagonális.) A  [image: 7.1. A konfigurációs kölcsönhatás módszere] mátrix elemei a  [image: 7.1. A konfigurációs kölcsönhatás módszere] mennyiségek. Mivel  [image: 7.1. A konfigurációs kölcsönhatás módszere] továbbra is csak legfeljebb 2 elektron koordinátájától függ, ha a  [image: 7.1. A konfigurációs kölcsönhatás módszere] mátrixelemben (integrálban) szereplő két determináns több, mint két egyelektronos függvényben különbözik, akkor a mátrixelem értéke zérus. (Aki nem hiszi, járjon utána – pl. a 6. fejezet 1. megjegyzése alapján.) További fontos könnyítést jelent, hogy  [image: 7.1. A konfigurációs kölcsönhatás módszere] nem kombinálódhat az egyszeresen gerjesztett konfigurációkkal. Ezt a megállapítást nevezik Brillouin-tételnek.2 A Brillouin-tétel nem azt jelenti, hogy az egyszeresen gerjesztett konfigurációk a hullámfüggvény CI-sorfejtésében nem szerepelnek, csupán azt, hogy ezek hozzájárulása a teljes hullámfüggvényhez kicsi, és energiajárulékai is csekélyek. [image: 7.1. A konfigurációs kölcsönhatás módszere]

          
          
          [image: 7.1. A konfigurációs kölcsönhatás módszere]
           Valamennyi energiajárulék marad, mivel a  
          [image: 7.1. A konfigurációs kölcsönhatás módszere]
           tagok nem tűnnek el.
        
Végül is a  [image: 7.1. A konfigurációs kölcsönhatás módszere] mátrixnak szinte alig marad nem zérus eleme, amint azt a 7.2. ábra satírozott részei szemléltetik.

          
	 	
                    
                      7.2. ábra. A  [image: 7.1. A konfigurációs kölcsönhatás módszere]-mátrix szerkezete.
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Az ábrán a mátrix  [image: 7.1. A konfigurációs kölcsönhatás módszere] elemét a bal fölső sarokban egy kis satírozott téglalap szimbolizálja. Ez mindössze egyetlen mátrixelem, az  
[image: 7.1. A konfigurációs kölcsönhatás módszere]

 vagyis éppen a HF megoldás! Az összes többi rubrika már egy nagy sereg mátrixelemet jelent, a satírozott nem zérus, az üres zérus értékűt. Pl. a 0-2 mező az összes kétszeresen gerjesztett konfiguráció és  [image: 7.1. A konfigurációs kölcsönhatás módszere] közötti  [image: 7.1. A konfigurációs kölcsönhatás módszere] alakú mátrixelemet szimbolizálja, ez pedig a virtuális pályáktól függően meglehetősen sok elem lehet. Mindazonáltal az ábrán látszik, hogy a  [image: 7.1. A konfigurációs kölcsönhatás módszere] mátrix jó szellős, sok-sok zérus elemmel. Valójában azonban még nem fogtuk fel, hogy mekkora is ez a mátrix. Kész szerencse, hisz így optimistán nézhettünk a jövőbe. Most viszont legyünk realisták! Válasszuk például a már unalomig ismert vízmolekulát és vegyünk egy nem túl nagy – mondjuk DZP (ismétlésül: dupla zeta plusz polarizációs függvény) – bázist. Ekkor a hidrogénatomokon 5-5 bázisfüggvény van, az oxigénen 15. A 25 bázisfüggvény a kétféle spinbeállás miatt 50 spinpálya függvényt jelent, melyeken 10 elektront helyezünk el. Egyszeresen gerjesztett konfiguráció ezért  [image: 7.1. A konfigurációs kölcsönhatás módszere]-féle van. Kétszeresen gerjesztett konfiguráció nagyságrendileg  [image: 7.1. A konfigurációs kölcsönhatás módszere] van, [image: 7.1. A konfigurációs kölcsönhatás módszere] míg az összes lehetséges konfiguráció száma  
[image: 7.1. A konfigurációs kölcsönhatás módszere]



          
          
          [image: 7.1. A konfigurációs kölcsönhatás módszere]
           Pontosabban  
          [image: 7.1. A konfigurációs kölcsönhatás módszere]
        
Mátrixunk tehát  [image: 7.1. A konfigurációs kölcsönhatás módszere]-es lesz, ennek kell a sajátértékeit és sajátvektorait meghatározni! Szinte lehetetlen feladat annak ellenére, hogy – láttuk – a mátrix elemeinek túlnyomó többsége zérus. Csekély vígasz, hogy a szimmetria ismét nyújt némi segítséget: ahogy az MO-k képzése során csak az azonos irreducibilis reprezentációba tartozó bázisfüggvények kombinálódhatnak, ugyanúgy a CI-ben is csak az azonos szimmetriájú determinánsok kombinálódnak. További könnyítés, hogy általában megelégszünk a legmélyebb energiájú sajátérték, valamint a hozzátartozó sajátfüggvény számításával (ilyen feladatok megoldására nagyon gyors algoritmusok léteznek). Mindazonáltal FCI számításokat a mai számítógépekkel csak 2-3 atomos rendszerekre tudunk végezni – nem túl igényes bázisokkal. Kézenfekvő a gondolat tehát, hogy e hatalmas számú determinánsból válogassunk: válasszuk ki a fontosakat és hagyjuk el a kevésbé lényegeseket. Ez természetesen megint csak megalkuvással jár, de valamit valamiért! Mindenekelőtt próbáljuk csoportosítani az egyes konfigurációkat. A csoportosítás egy formai lehetősége máris rendelkezésünkre áll a gerjesztések száma szerint. Próbálkozzunk most valamilyen tartalmi osztályzással! Soroljuk az egyes konfigurációkat kategóriákba aszerint, hogy mekkora a hozzájárulásuk a teljes hullámfüggvényhez (azaz mekkora lineárkoefficiens tartozik hozzájuk).
1. Az első kategóriában azok a nyílt héjú rendszerek a legjobb példák, melyek bizonyos állapotai egyszerűen le sem írhatók egy determinánssal. Ez olyankor fordul elő, amikor a teljes spinnek az egy-determináns hullámfüggvény nem sajátfüggvénye, ez csak néhány determináns lineáris kombinációja lesz. Ez az ún. sztatikus elektronkorreláció, melyre több példát láttunk a 6.2. pontban a hélium- és nitrogénatom elektronállapotainak tárgyalásánál.
2. A második kategóriába azok a determinánsok tartoznak, melyek (7.2)-beli lineárkoefficiense viszonylag nagy, ezért hatásuk is jelentős. Ezt a hatást nevezik nem-dinamikus elektronkorrelációnak. Ez általában akkor lép fel számottevően, ha egy gerjesztett állapot energiája közel esik a vizsgált állapotéhoz. Egy rendszer potenciálfelületeinek a távolsága egymástól pontról-pontra változik, a felületek távolodhatnak egymástól, vagy közeledhetnek egymáshoz, sőt metszhetik is egymást, ezért az egyes állapotok leírásánál bizonyos konfigurációk fontosakká, vagy kevésbé fontossá válhatnak a magok relatív helyzetétől függően. Például a  [image: 7.1. A konfigurációs kölcsönhatás módszere]-molekula alapállapotának leírására egyetlen determináns is megfelelő:  
[image: 7.1. A konfigurációs kölcsönhatás módszere]

 ahol  [image: 7.1. A konfigurációs kölcsönhatás módszere] jelenti az egyetlen betöltött pályát,  [image: 7.1. A konfigurációs kölcsönhatás módszere] ill.  [image: 7.1. A konfigurációs kölcsönhatás módszere] a megfelelő spinfüggvényt. Zárthéjú rendszer, melyre az alkalmazott bázistól függően jól-rosszul számíthatjuk az egyensúlyi kötéstávolságot, a molekula energiáját, és egyebeket. Nem ilyen derűs a helyzet, ha a molekula disszociációját próbáljuk leírni. Nyilvánvaló ugyanis, hogy ha az atomokat távolítjuk egymástól, a molekula hullámfüggvényének előbb-utóbb azonosnak kell lennie a két H-atom hullámfüggvényének a szorzatával. De a két H-atom nyílt héjú rendszer, mely nem írható le  [image: 7.1. A konfigurációs kölcsönhatás módszere]-lal! Úgy is fogalmazhatunk, hogy az atomok távolodásával a  [image: 7.1. A konfigurációs kölcsönhatás módszere] által leírt állapot energiája nő, más, mondjuk a  [image: 7.1. A konfigurációs kölcsönhatás módszere]-gyel jelzett állapoté a 7.3. ábrán látható módon csökken, ezáltal az állapotok közötti kölcsönhatás nő. A disszociáció ezért már csak a determinánsok alábbi lineáris kombinációjával írható le:  
[image: 7.1. A konfigurációs kölcsönhatás módszere]


          
	 	
                    
                      7.3. ábra. A hidrogénmolekula két legalacsonyabb energiájú elekronállapotának függése a kötéstávolságtól.

                  	 



        

          
	 	
                    [image: 7.1. A konfigurációs kölcsönhatás módszere]
                  	 



        
Az is nyilvánvaló, hogy az egyensúlyi kötéstávolságnál  [image: 7.1. A konfigurációs kölcsönhatás módszere] majdnem 1 és  [image: 7.1. A konfigurációs kölcsönhatás módszere] majdnem egyenlő 0-val (csak majdnem, mivel az elektronkorreláció ebben az esetben sem hanyagolható el), és növekvő kötéstávolsággal  [image: 7.1. A konfigurációs kölcsönhatás módszere] súlya egyre nő.
3. A dinamikus elektronkorrelációt  azok a gerjesztések jelentik, amelyek hozzájárulása a hullámfüggvényhez nagyon kicsi (azaz a 7.2. egyenlet megfelelő lineárkoefficiensei nagyon kicsik). Ha ezek után az olvasó azt hiszi, hogy a dinamikus korreláció hatása csekély, akkor nagyon téved! Ugyanis ezek a gerjesztések oly sokan vannak, hogy összesített hatásuk végül is kiteszi a teljes korrelációs energia nagy részét.
Töredelmesen be kell vallanunk, hogy sajnos nem ismerünk olyan általános algoritmust, amely csalhatatlanul kiválogatná a számunkra fontos konfigurációkat. Főhet a fejünk ezek után, hogy melyeket részesítsük előnyben a CI számításokban! Általában az alábbi stratégiák közül választhatunk.

          [image: 7.1. A konfigurációs kölcsönhatás módszere] Választhatjuk a dinamikus korreláció útját, amikor is egy adott referencia konfigurációból kiindulva (ez általában az alapállapothoz tartozó  [image: 7.1. A konfigurációs kölcsönhatás módszere]) gerjesztések adott családjait (egyszeres, kétszeres...) választjuk ki és vesszük be a CI-hullámfüggvénybe egészen addig, amíg kielégítő eredményhez nem jutunk (illetve, amíg a számítógépünk bírja).

          [image: 7.1. A konfigurációs kölcsönhatás módszere] Megcélozhatjuk a nem-dinamikus korrelációt. Ekkor először ki kell választanunk azokat a konfigurációkat ([image: 7.1. A konfigurációs kölcsönhatás módszere]), melyek hozzájárulása a hullámfüggvényhez jelentős, és ezekből kell felépítenünk a hullámfüggvényt. Ez az alapjuk az ún. multikonfigurációs self-consistent field (MCSCF) módszereknek.

          [image: 7.1. A konfigurációs kölcsönhatás módszere] A két módszer kombinációjaként jöttek létre az ún. multireferenciás (MR) módszerek, melyekben a megfelelően kiszemelt referencia determinánsokból indulunk ki és ezután mindegyik referenciát kiegészítjük megfelelő gerjesztett konfigurációk sorozataival. Ezzel a módszerrel a teljes korrelációs energia számítható tetszőleges elektronállapotra, de – amint várható – a számítási igényük is jóval nagyobb.


7.2. Az elektronkorreláció számítási módszerei



Egy jó korrelációs módszertől a következőket várhatjuk:

          [image: 7.2. Az elektronkorreláció számítási módszerei] Adjon folytonos potenciális energia felületeket és adja meg egyértelműen a különböző elektronállapotokhoz tartozó energiát.

          [image: 7.2. Az elektronkorreláció számítási módszerei] Lehetőleg jól konvergáljon az FCI-hez. Mivel e módszerek igen drágák (nagy számítógép-kapacitást kötnek le), nem mindegy, hogy hány konfigurációt kell figyelembe venni ahhoz, hogy elfogadható eredményeket kapjunk.

          [image: 7.2. Az elektronkorreláció számítási módszerei] Javítva a számítás szintjén (azaz közelítve az FCI-t) adjon csökkenő energiát. Ez természetesen a variációs módszereknél elvárható kritérium, egyéb, pl. perturbációs módszereknél legfeljebb praktikus (és a gyakorlatban általában érvényes) szempont.

          [image: 7.2. Az elektronkorreláció számítási módszerei] Legyen méret-konzisztens. Ez két, hasonló kritériumot takar. Egyrészt azt, hogy k darab nem kölcsönható, azonos molekula energiája legyen k-szorosa egy molekula energiájának (size extensivity), másrészt, ha egy AB molekula A-ra és B-re disszociál, megkövetelhető, hogy ha a kötéstávolság nő, akkor AB-ként számítva a rendszer energiáját az tartson a szeparált A és B molekulák energiájának összegéhez (size consistency). Azonnal látni fogjuk, hogy ez a magától értetődő igény a kvantumkémiában nem mindig magától értetődő.

          [image: 7.2. Az elektronkorreláció számítási módszerei] Végül (de nem utolsó sorban) fontos szempont a módszer gépidő szükséglete és a vizsgált rendszer mérete közötti összefüggés, hiszen ez határozza meg a a módszer alkalmazhatóságát kémiai problémák megoldására.
A full CI módszer természetesen kielégíti az első négy kritériumot, de – sajnos – az utolsót nem. A módszer maga vitathatatlanul kitűnő, de csupán nagyon kis molekulák esetében alkalmazható. Az alábbiakban tárgyalt további módszerek lényeges eleme, hogy bizonyos kérdések megválaszolására alkalmasak, ámde, ahogy lenni szokott, a kritériumok egyikével-másikával hadilábon állnak.
1. A konvencionális CI módszer elvét az előző pontban már tárgyaltuk. Gyakorlati felhasználásához meg kell választanunk a figyelembe vett gerjesztések szintjét és ennek megfelelően beszélhetünk CIS, CID, CISD, CISDT ... stb. módszerekről (a rövidítésekben az S, D, T, betűk az angol single, double, triple szavak kezdőbetűi). [image: 7.2. Az elektronkorreláció számítási módszerei]

          
          
          [image: 7.2. Az elektronkorreláció számítási módszerei]
           A CIS módszert molekulák alapállapotának számítására nem használják, mivel az energiát nem javítja. Használható viszont gerjesztések leírására, amint azt a
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          . fejezetben látni fogjuk.
        
Variációs módszerek, és igaz, hogy a számítási szint növekedésével E monoton csökken, tehát pl.  
[image: 7.2. Az elektronkorreláció számítási módszerei]

 Használata során először egy HFR számítást végzünk, majd annak eredményeiből kiindulva a (7.6) mátrixegyenletet oldjuk meg. Mivel a konfigurációk száma általában jóval nagyobb, mint a bázisfüggvények száma, a  [image: 7.2. Az elektronkorreláció számítási módszerei] mátrix elemeinek tárolása okozza a legnagyobb problémát. Ezért különböző módszerekkel csökkenteni szokták a figyelembe veendő konfigurációk számát. A módszer nem méret-konzisztens! Vegyünk például két berilliumatomot és hasonlítsuk össze egy disszociált  [image: 7.2. Az elektronkorreláció számítási módszerei]-molekulával! Használjunk mindkét atomon 3-3 pályát, melyek közül 2-2 betöltött (1s, 2s) és egy üres (2p). Csak olyan kétszeresen gerjesztett konfigurációkat vizsgáljunk, melyekben a 2s pályáról gerjesztettük az elektronokat a 2p-re. A két különálló atom hullámfüggvénye a következő:  
[image: 7.2. Az elektronkorreláció számítási módszerei]

 ahol az első tag az alapállapotú  [image: 7.2. Az elektronkorreláció számítási módszerei] konfigurációt, a második tag a kétszeresen gerjesztett  [image: 7.2. Az elektronkorreláció számítási módszerei] konfigurációt jelenti mindkét atomon. A két elkülönített atom együttes hullámfüggvénye a kettő szorzata, mivel az atomok között nincs semmilyen kölcsönhatás:  
[image: 7.2. Az elektronkorreláció számítási módszerei]

 A kifejezés első tagja az alap-konfiguráció, második és harmadik tagja kétszeresen gerjesztett konfiguráció, ám a negyedik tag egy négyszeresen gerjesztett konfiguráció! Ez biztosan hiányozni fog a  [image: 7.2. Az elektronkorreláció számítási módszerei] molekula hullámfüggvényéből, mely csak kétszeres gerjesztéseket tartalmaz:  
[image: 7.2. Az elektronkorreláció számítási módszerei]

 A méret inkonzisztencia a CI módszer súlyos fogyatékossága, melyre a módszer használatánál mindig ügyelni kell, noha vannak eljárások, melyekkel ezt a hibát csökkenteni lehet.3
2. A korrelációs energia viszonylag könnyen számítható a perturbációs módszer segítségével. Mielőtt azonban ismertetnénk ezt a módszert, javasoljuk az olvasónak, hogy lapozza át még egyszer az 5.2 pontot.
Megvan? Akkor folytathatjuk.
Tudjuk, hogy a perturbációs számításokban a  [image: 7.2. Az elektronkorreláció számítási módszerei]-operátor két részből áll, egy kiindulási, zérus rendű  [image: 7.2. Az elektronkorreláció számítási módszerei] operátorból (mely a nem-perturbált probléma Hamilton-operátora), valamint a  [image: 7.2. Az elektronkorreláció számítási módszerei]-hoz képest kicsi  [image: 7.2. Az elektronkorreláció számítási módszerei] perturbációs operátorból. Mivel az elektronkorreláció számításához célszerű a HF megoldásból kiindulni, logikus, ha ezt tekintjük a nem-perturbált állapotnak:  
[image: 7.2. Az elektronkorreláció számítási módszerei]

 ahol n az elektronok száma. A V perturbáció legyen a zérusrendű és az egzakt megoldás Hamilton-operátora közötti különbség:  
[image: 7.2. Az elektronkorreláció számítási módszerei]

 ahol a  [image: 7.2. Az elektronkorreláció számítási módszerei] a (4.22)-ből már ismert effektív egyelektronos potenciál. Az ezen alapuló korrelációs módszert többtest-perturbációs módszernek (many-body perturbation theory, MBPT), vagy gyakrabban (kifejlesztői után) M [image: 7.2. Az elektronkorreláció számítási módszerei]ller-Plesset perturbációs módszernek nevezik, és MBPT(2), MBPT(3) stb., ill. MP2, MP3 ... rövidítésekkel jelölik attól függően, hogy hányadik rendig számítjuk. Mivel a Fock-operátor sajátfüggvényei és sajátértékei a  [image: 7.2. Az elektronkorreláció számítási módszerei] orbitálok és  [image: 7.2. Az elektronkorreláció számítási módszerei] pályaenergiák, a zérusrendű hullámfüggvény a  [image: 7.2. Az elektronkorreláció számítási módszerei] alapállapotú determináns (azaz  [image: 7.2. Az elektronkorreláció számítási módszerei]), a zérusrendű operátor  [image: 7.2. Az elektronkorreláció számítási módszerei]-hoz tartozó sajátértékei pedig az  
[image: 7.2. Az elektronkorreláció számítási módszerei]

 energiák. Egyébként könnyen belátható, hogy a  [image: 7.2. Az elektronkorreláció számítási módszerei] értékekből összeállított összes determináns sajátfüggvénye  [image: 7.2. Az elektronkorreláció számítási módszerei]-nak. Egy adott  [image: 7.2. Az elektronkorreláció számítási módszerei]-hoz tartozó energia a benne foglalt pályák energiájának az összege, pl. a  [image: 7.2. Az elektronkorreláció számítási módszerei] kétszeresen gerjesztett konfigurációhoz az  
[image: 7.2. Az elektronkorreláció számítási módszerei]

 energia tartozik. Az energia elsőrendű korrekciója (5.14) szerint:  
[image: 7.2. Az elektronkorreláció számítási módszerei]

 ezért a Hartree-Fock energia:  
[image: 7.2. Az elektronkorreláció számítási módszerei]

 és így a HF-szint az MP1-nek felel meg.
Fejtsük sorba a  [image: 7.2. Az elektronkorreláció számítási módszerei] függvényt  [image: 7.2. Az elektronkorreláció számítási módszerei] sajátfüggvényei szerint!  
[image: 7.2. Az elektronkorreláció számítási módszerei]

 Behelyettesítve (5.13) második egyenletébe, majd az 5. fejezet 5. megjegyzése szerint eljárva, a hullámfüggvény elsőrendű korrekciójára az alábbi formulát nyerjük:  
[image: 7.2. Az elektronkorreláció számítási módszerei]

 A tört számlálója ez esetben is csak akkor nem zérus, ha  [image: 7.2. Az elektronkorreláció számítási módszerei] kétszeresen gerjesztett konfiguráció. Ezért (7.10) helyett elegendő csak ezek szerint sorbafejteni  [image: 7.2. Az elektronkorreláció számítási módszerei]-et:  
[image: 7.2. Az elektronkorreláció számítási módszerei]

 és ezért  
[image: 7.2. Az elektronkorreláció számítási módszerei]

 Ha ezt az egyenletet (5.15)-be helyettesítjük, nyerjük a másodrendű energiakorrekciót:  
[image: 7.2. Az elektronkorreláció számítási módszerei]

 melyben csak kételektron-integrálok és (a már ismert) pályaenergiák szerepelnek, tehát számítástechnikailag semmi újat nem tartalmaz az SCF módszerhez képest.
Könnyen belátható, hogy még a harmadrendű energiakorrekcióhoz is elegendőek a kétszeresen gerjesztett determinánsok, ám a negyedrendhez már az S, D, Q és T is szükséges. Mindez a számítások gépidő szükségletében is megmutatkozik: benzolra végzett MP2, MP3 és MP4 számítások relatív CPU ideje 1:3:350. Az MP4 szint ugrásszerű gépidő szükségletét némiképpen kompenzálandó gyakran választják le az egyes gerjesztéseket tartalmazó tagokat, ennek megfelelően beszélhetünk MP4(DQ), MP4(SDQ) ill. MP4(SDTQ) módszerekről, melyek közül az utolsó – természetesen – a valódi MP4 módszert jelenti. Az is sejthető, hogy a leghosszabb idő a „T” háromszoros gerjesztések számításához szükséges.
Az MP2 szint általában a korrelációs energia 80–90%-át képes figyelembe venni és így egyenértékű a CISD számításokkal. Ha ehhez még hozzátesszük, hogy gépidő-igénye alig 20–50%-kal nagyobb, mint a HFR számításoké, érthetővé válik a módszer népszerűsége. A módszer további előnye, hogy méret-konzisztens, hátránya, hogy nem variációs módszer, valamint az, hogy csak akkor képes jó eredményekre, ha a  [image: 7.2. Az elektronkorreláció számítási módszerei] a domináló konfiguráció.
3. Az ún. csatolt klaszterek (coupled clusters, CC) módszerének az alapja egy ravasz trükk. Írjuk át (7.2)-t a következő alakba:  
[image: 7.2. Az elektronkorreláció számítási módszerei]

 ahol a  [image: 7.2. Az elektronkorreláció számítási módszerei] operátor előállítja  [image: 7.2. Az elektronkorreláció számítási módszerei]-ból az összes egyszeresen gerjesztett konfigurációt,  [image: 7.2. Az elektronkorreláció számítási módszerei] az összes kétszeresen gerjesztett konfigurációt stb. Mivel a  [image: 7.2. Az elektronkorreláció számítási módszerei] operátorokat lineárisan használjuk, az egyes gerjesztések határozottan elkülönülnek egymástól és ezért (amint a berillium példáján láttuk) nem várható, hogy pl.  [image: 7.2. Az elektronkorreláció számítási módszerei] segítségével négyszeres gerjesztéseket figyelembe tudunk venni. Egy ilyen „sorfejtés” során tehát nem várható a méretkonzisztencia. Ha viszont a gerjesztett konfigurációkat előállító operátorokat sikerül exponenciális alakra hozni, van erre remény, hiszen két exponenciális szorzatában az argumentumok összeadódnak. Válasszuk tehát a következő formát:  
[image: 7.2. Az elektronkorreláció számítási módszerei]

 ahol  [image: 7.2. Az elektronkorreláció számítási módszerei] az összes gerjesztést előállítja:  
[image: 7.2. Az elektronkorreláció számítási módszerei]

 Ha most az exponenciálist sorbafejtjük, a következőt kapjuk:  
[image: 7.2. Az elektronkorreláció számítási módszerei]

 Hogy mit jelent egy operátor négyzete, köbe? Például, ha  
[image: 7.2. Az elektronkorreláció számítási módszerei]

 akkor  
[image: 7.2. Az elektronkorreláció számítási módszerei]

 nem csalás, nem ámítás, négyszeres gerjesztéseket állít elő! Ha tehát most a  [image: 7.2. Az elektronkorreláció számítási módszerei] operátor indexei szerint válogatjuk szét az egyes konfigurációkat, egy-egy csoportba különböző gerjesztések kerülnek. Pl. ha a  [image: 7.2. Az elektronkorreláció számítási módszerei]-t választjuk, akkor  
[image: 7.2. Az elektronkorreláció számítási módszerei]

 melyben a kétszeres gerjesztéseken kívül négyszeres, hatszoros stb. gerjesztések is szerepelnek. Az óriási könnyebbség abban van, hogy mindehhez nem kell a t koefficienseket minden gerjesztéshez kiszámítani. Ha a kétszeres gerjesztés (7.18)-beli  [image: 7.2. Az elektronkorreláció számítási módszerei] koefficienseit már ismerjük, a (7.19)-ben ezeket csak össze kell szorozgatni. Az egyes szintek elnevezése a következő:
CCD: a  [image: 7.2. Az elektronkorreláció számítási módszerei] gerjesztéseket vesszük figyelembe
CCSD: a  [image: 7.2. Az elektronkorreláció számítási módszerei] és  [image: 7.2. Az elektronkorreláció számítási módszerei] gerjesztéseket vesszük figyelembe
CCSDT: a  [image: 7.2. Az elektronkorreláció számítási módszerei],  [image: 7.2. Az elektronkorreláció számítási módszerei] és  [image: 7.2. Az elektronkorreláció számítási módszerei] gerjesztéseket vesszük figyelembe, stb.
Hasonlítsuk össze a (7.15) „full”-CI kifejezését a (7.17) „full”-CC kifejezésével! A kettőnek azonosnak kell lennie, hiszen az összes konfigurációt figyelembe véve végeztük a sorfejtéseket mindkét esetben. Ekkor viszont az egyes gerjesztéseknek is azonosaknak kell lenniük, tehát  
[image: 7.2. Az elektronkorreláció számítási módszerei]

 Ezért ha pl. a CCSD módszert választjuk, akkor  [image: 7.2. Az elektronkorreláció számítási módszerei]-ből a második, harmadik és ötödik tagot automatikusan figyelembe vesszük.
Természetesen a Nagy Trükknek ára van. Ha az (5.1) energia kifejezésbe behelyettesítjük a  [image: 7.2. Az elektronkorreláció számítási módszerei]-t, végtelen hosszú sort kapunk, melyet nem tudunk variálni. Ha viszont a végtelen sort levágjuk valahol, a méret-konzisztenciával gyűlik meg a bajunk. Ezért a variációs elvet el kell vetni. Ennek megkerülésével viszont egy nem lineáris egyenletrendszert kapunk, melynek iteratív megoldása hosszadalmas. Nem is igen tudunk a CCSD szintnél továbbjutni, magasabb szinten legfeljebb csak néhány atomos molekulákat vizsgálhatunk. Minthogy az újabb vizsgálatok szerint a háromszoros gerjesztéseknek igen komoly szerepük van pl. többszörös kötéseket tartalmazó molekulák elektronszerkezetében, ezért többféle eljárást dolgoztak ki a CCSDT szint közelítésére. Ilyen pl. a CCSDT-1 módszer, melyben a háromszoros gerjesztésekhez tartozó tagok közül csak a néhány legfontosabbat veszik figyelembe, vagy a CCSD(T) módszer, melyben a  [image: 7.2. Az elektronkorreláció számítási módszerei] lineárkoefficienseket nem a nehézkes iterációs úton nyerjük, hanem a  [image: 7.2. Az elektronkorreláció számítási módszerei] koefficienseiből „kiügyeskedjük”. Hasonló, és ugyancsak nem iterációs módon számíthatók a  [image: 7.2. Az elektronkorreláció számítási módszerei] koefficiensek is, melyekkel az ötödrendig korrekt CCSD(TQ) módszer definiálható. Ez utóbbi a rutin számításokra jelenleg használatos legpontosabb eljárás.
4. Az ún. kvadratikus CI (QCI) módszert eredetileg a CI módszer méret-inkonzisztenciájának a kiküszöbölésére dolgozták ki. Ezért a CI egyenletekbe az ehhez szükséges nem lineáris tagokból bekerült néhány, és így az eljárás valamilyen közbülső szintet jelent a CI és a CC módszerek között. A QCISD-ben, mely a leginkább kidolgozott módszer, például a  [image: 7.2. Az elektronkorreláció számítási módszerei], [image: 7.2. Az elektronkorreláció számítási módszerei],  [image: 7.2. Az elektronkorreláció számítási módszerei] és  [image: 7.2. Az elektronkorreláció számítási módszerei] tagokat veszik figyelembe. Ezáltal a (7.5) lineáris egyenletrendszer már többé nem lineáris, és így megoldása iteratív úton lehetséges. E módszernek is kidolgozták a QCISD(T) és QCISD(TQ) variánsát – hasonló elvek alapján, mint a CCSD(T)-t, ill. a CCSD(TQ)-t.
5. Minden eddigi korrelációs módszer kiindulópontja a  [image: 7.2. Az elektronkorreláció számítási módszerei] HF determináns-hullámfüggvény volt. Természetesen a  [image: 7.2. Az elektronkorreláció számítási módszerei]-ban szereplő spinpálya függvények választásának nem volt köze a majdani korrelációs metódushoz, így azok nem is optimálisak a később sorrakerülő eljárás szempontjából. Az ún. Brueckner módszer lényege, hogy az eredeti pályák helyett újakat állít elő, mégpedig úgy, hogy az ezekből összeállított  [image: 7.2. Az elektronkorreláció számítási módszerei] determinánsra a  
[image: 7.2. Az elektronkorreláció számítási módszerei]

 első gerjesztett konfigurációk összes  [image: 7.2. Az elektronkorreláció számítási módszerei] lineárkoefficiense zérus legyen. Az így előállított pályákat Brueckner-pályáknak nevezik. A korrelált hullámfüggvényt a következő módon állítjuk elő:  
[image: 7.2. Az elektronkorreláció számítási módszerei]

 A módszer neve BD (Brueckner-doubles). Hasonlóan az előző eljárásokhoz, kidolgozták a háromszoros gerjesztési korrekciókat tartalmazó BDT, valamint ennek közelítésére a BD(T) módszert is.
6. Amennyiben a  [image: 7.2. Az elektronkorreláció számítási módszerei] alapállapotú konfiguráció dominál, a fenti módszerek a rendszer jó leírását adják. Ha az összes többi konfiguráció „súlya” (azaz a CI sorfejtésben szereplő lineárkoefficiensek összege) csekély – mondjuk 0,1-nél kisebb – a korrelációs energia nagy része a dinamikus effektusok következményeként adódik. Ez a helyzet általában a potenciálfelület minimumai környezetében. A minimumtól távolodva (pl. disszociáció esetében) a különböző potenciálfelületek közötti energiakülönbség változik, bizonyos determinánsok súlya csökken, mások szerepe viszont megnövekszik. Amennyiben a nemdinamikus effektusok szerepe jelentőssé válik (és ezért  [image: 7.2. Az elektronkorreláció számítási módszerei] önmagában már nem képes jó kvalitatív leírásra), az ún. multikonfigurációs SCF módszert (MCSCF) használhatjuk. Ebben determinánsok válogatott sorozatából építjük fel a hullámfüggvényt.
Az eddig ismertetett eljárások alapvető hiányossága az, hogy a pályákat az SCF számítások során HF-szinten, tehát az egydetermináns közelítés szintjén optimáltuk. Logikus az igény: optimáljuk a pályakoefficienseket együtt a CI-koefficiensekkel. A kétféle optimálás szimultán elvégzése természetesen nagyon bonyolulttá teszi az algoritmust. Mindazonáltal az elmúlt tíz év eredményei nyomán ma már kb.  [image: 7.2. Az elektronkorreláció számítási módszerei] konfiguráció szimultán optimálása is lehetséges. Természetesen a fontos konfigurációk értelmes kiválasztása továbbra is elsőrendű feladat. Ennek egy lehetősége az MCSCF módszerek közé sorolható ún. CAS-SCF (complete active space-SCF, vagy ritkábban full-optimized reaction space, FORS) módszer.
Válasszunk ki a betöltött és a virtuális pályáink közül néhányat, lehetőleg azokat, melyekből szerkesztett konfigurációk fontosak lesznek – ezek adják az aktív teret – és ezen az aktív téren szerkesszük meg az összes lehetséges konfigurációt. Az aktív térre nézve tehát FCI számítást végzünk, de az aktív tér alatti kétszeresen betöltött, illetve feletti üres pályákhoz nem nyúlunk. Ezután párhuzamosan optimáljuk az MO- és a CI-koefficienseket az MCSCF módszernek megfelelően. Világos, hogy az eljárás azon áll, vagy bukik, hogy hogyan választjuk ki az aktív teret, de az is nyilvánvaló, hogy az aktív tér „kiszélesítése” a konfigurációk számának rohamos növekedésével jár. A módszer, természetéből következően nem lehet méret-konzisztens. Méret-konzisztenssé tehető viszont, ha az összes vegyérték-pályát bevesszük az aktív térbe (full-valence CAS). Az aktív tér helytelen megválasztása további hibák forrása is lehet, előfordulhat pl. hogy a potenciálfelület nem lesz folytonos.
7. A nemdinamikus és dinamikus elektronkorrelációt is figyelembe veszik az ún. multireferencia CI (MRCI) számítások. Lényegük az, hogy először minden fontos konfigurációt kiválasztunk (például egy CASSCF számítás alapján) – ezek lesznek a referencia konfigurációk –, és ezek mindegyikéhez generálunk S, D... determinánsokat. Ezáltal a konfigurációk száma megtöbbszöröződik, és ha pl. egy referencia egyszeresen gerjesztett, akkor az ebből kiinduló kétszeres gerjesztések már az alapállapot háromszoros gerjesztéseit eredményezik. Minthogy a referencia konfigurációk kiválasztása önkényes a teljes CI sort önkényesen csonkítjuk, és ezért a módszer nem méretkonzisztens.
8. Nagyon ígéretes eredményeket szolgáltatnak az ún. CASPT2, valamint CASPT3 módszerek. Ezakben a CAS hullámfüggvényen egy másod- illetve harmadrendű perturbációs számítást végzünk. A módszerekett sikeresen alkalmazzák molekulák gerjesztett állapotainak leírására.

7.3. Korrelációs számítások



Ahhoz, hogy az előző pontban bemutatott eljárások hatékonyságát és használhatóságát érzékelni tudjuk, hasonlítsuk először össze egy FCI számítás eredményeit a HF, CI, CC, MP, CAS, MR és CASPT2 módszerek eredményeivel. Célpontunk a vízmolekula, az alkalmazott bázis minden esetben a cc-pVDZ szint. A számításokat R. J. Bartlett és munkatársai végezték el [image: 7.3. Korrelációs számítások] állandó OH távolság ([image: 7.3. Korrelációs számítások]), és HOH kötésszög ([image: 7.3. Korrelációs számítások]) mellett.
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A disszociáció hatásának tanulmányozására a számításokat megismételték  [image: 7.3. Korrelációs számítások] és  [image: 7.3. Korrelációs számítások] kötéstávolságokkal is. Az eredményeket a 7.1. táblázatban foglaltuk össze. A táblázat tartalmazza a teljes energiákat, és az FCI eredményekhez viszonyított energiakülönbségeket ([image: 7.3. Korrelációs számítások]). Minthogy a molekula geometriáját nem optimálták, az eredmények nem mérhetők össze a 6.10. táblázat adataival.
Jól látható, hogy az eltérés ([image: 7.3. Korrelációs számítások]) a gerjesztési szint növekedtével – a várakozásnak megfelelően – csökken. A csökkenés a CC módszer esetén a leginkább rohamos, így pl.  [image: 7.3. Korrelációs számítások] mellett a CCSDT módszer hibája 8-szor kisebb, mint a CCSD-é, a CCSDTQ módszeré pedig mintegy 26-szor kisebb a CCSDT hibájánál. A konvergencia sokkal gyorsabb, mint a CI-konvergencia: a CCSD energia mélyebb, mint a CISDT-vel számított, majdnem eléri a CISDTQ értékét. Az is jól látható azonban, hogy noha disszociáló molekula esetén is működik a módszer, a konvergencia már jóval lassabb.
A M [image: 7.3. Korrelációs számítások]ller–Plesset perturbációs számítások eredményei komoly mértékben függenek a kiindulási geometriától. Az egyensúlyi  [image: 7.3. Korrelációs számítások] távolságnál a Hartree–Fock-determináns dominál, ezért a perturbációs sor gyorsan konvergál. A molekula disszociációja során azonban a helyzet változik, az alapállapot determinánsának súlya csökken és már nem nevezhető az eltérés „kis perturbációnak”. Ennélfogva a perturbációs sor konvergenciájában zavarok lépnek fel:  [image: 7.3. Korrelációs számítások]-nél oszcillációt tapasztalunk,  [image: 7.3. Korrelációs számítások]-nél pedig egy értelmetlen divergáló sort kapunk. Meg kell jegyeznünk, hogy az oszcilláció jelensége számos esetben fellép, még stabilis molekulák esetében is. Mivel a módszer nem variációs, nem meglepő, hogy a számított energia esetenként az FCI szint alá is mehet – természetesen ez sem tartozik a módszer előnyei közé.

          
	 	
                    
                      7.1. táblázat. Energiák [image: 7.3. Korrelációs számítások] és energiakülönbségek az FCI és más módszerek között (a.e.-ben) különböző OH távolságok mellett.
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           A táblázat a teljes energiák  
          [image: 7.3. Korrelációs számítások]
          -szeresét tartalmazza.
        
Két különböző aktív tér hatását láthatjuk a CAS, MR és CASPT2 számítások eredményeinek az összehasonlítása során. A kisebb (a-val jelölt) aktív tér három betöltött és három virtuális pályából áll, a nagyobb (b) 3 betöltött és 4 virtuális pályát tartalmaz. A viszonylag gyenge CAS eredmények azt sugalják, hogy a dinamikus korreláció megfelelő kezeléséhez jóval nagyobb aktív tér lenne szükséges. A korrekció egyik lehetséges módja az MR számítás. Az MRSDCIa és MRSDCIb számításokban az eredeti a és b „referencia” teret kiegészítették egyszeresen és kétszeresen gerjesztett determinánsok sorozatával. Ezáltal igen jóminőségű hullámfüggvényeket kaptak, melyekkel nemcsak az alapállapotot, hanem a disszociáció is jól leírható. A b referencia a hibát az a-hoz képest mintegy a harmadára csökkenti.
A CAS számításokban hiányolt dinamikus korreláció figyelembe vételének másik lehetséges módja a perturbációs számítás. A CASPT2 számítások eredményei jók, noha nem érik el az MR számítások minőségét. Érdekességük, hogy nem javulnak az eredmények lényegesen a nagyobb (b) aktív tér hatására. Az MR és a CASPT2 módszerek esetén is megfigyelhető, hogy a számítások hibája nagyjából azonos a teljes potenciálfelületen.

          
	 	
                    
                      7.2. táblázat. A vízmolekula néhány számított és mért tulajdonsága. [image: 7.3. Korrelációs számítások]
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           Hajgató Balázs számítási eredményei.
        

          
          
          [image: 7.3. Korrelációs számítások]
           A számításokban a cc-pVTZ bázist használtuk.
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           a = adiabatikus, v = vertikális ionizációs energia (l.
          6
          . fejezet
          10
          . megjegyzése).
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           A CAS-számításokban az aktív tér mérete (8,8).
        

          
          
          [image: 7.3. Korrelációs számítások]
           A CASPT2-, CASPT3- és MRSDCI-számításokban a CAs (8,8) hullámfüggvényt használtuk.
        
A 7.1. táblázat alapján már lehet némi elképzelésünk arról, hogy a korrelációs energia mekkora hányadát tudjuk figyelembe venni az egyes módszerekkel, illetve az adott módszer bizonyos szintjén. A 7.2. és 7.3. táblázatokban molekuláris sajátságok korrelációs módszerekkel számított értékeit hasonlítjuk össze. Mindkét táblázat folytatás: a 7.2 táblázatban a vízmolekulára végzett számítások eredményei találhatók és összevethetők a „sima” HF számítások 6.11-beli eredményeivel. Az adatokból látható, hogy a kísérleti energiától még eléggé távol vagyunk, de a számított geometriai adatok igen pontosak. (Ismételten hangsúlyozzuk, hogy az energiák nem összemérhetők a 7.1. táblázat adataival.) A kötésszög 1-2 fokos eltérése a kísérleti értéktől elsősorban a kísérleti és számított szerkezeti adatok különböző jelentésével értelmezhető. Az ionizációs energiákat nem a Koopmans-tétellel számítottuk, hanem az alap- és ionállapot energiájának különbségéből. (Mivel post-HF számításokban a molekulapálya nem értelmezhető, a Koopmans-tételt sem használhatjuk.) Külön számítottuk a vertikális ionizációs energiákat (amikor az ionállapot geometriája nem változik az alapállapotéhoz képest), és az adiabatikus ionizációs energiákat (amikor az ionállapotban a molekula relaxálódik). Nem vettük viszont figyelembe az alap- és ionállapotokban a zéruspont energiát, a kísérleti értékektől való eltérésnek ez a fő forrása.
A 7.3. táblázat értelmezéséhez idézzük emlékezetünkbe a 6.5. táblázat következtetéseit: amíg a metil-izocianát molekula szerkezetét HF szinten kis bázis segítségével is megnyugtatóan tisztázni tudtuk, a  [image: 7.3. Korrelációs számítások] leírásához nagy bázisra, és mindenek előtt polarizációs függvényekre volt szükség. A nagyon flexibilis  [image: 7.3. Korrelációs számítások] térszerkezetének modellezésében a HF módszer kudarcot vallott. Még a legnagyobb bázis és több sorozat polarizációs függvény használata mellett is  [image: 7.3. Korrelációs számítások] szimmetria, azaz 180 fokos C–N–C szög adódott, noha a kísérletek a hajlott szerkezetet egyértelművé tették. A korreláció figyelembe vétele ugrásszerűen javítja az eredményeket és már viszonylag kis bázissal is elfogadható egyezést kapunk.
Mindez ideig azt vizsgáltuk, hogy a számítás szintjének emelése hogyan hat a számítási eredményekre. Leszögezhetjük a nyilvánvaló tényt: általában javítja azt. [image: 7.3. Korrelációs számítások]
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           Aki az ellenkezőjére tippelt, itt abbahagyhatja...
        
Persze, mint minden válasz, ez sem egészen pontos. Az energia (variációs módszer esetén) valóban mindig javul, de más molekuláris sajátságokra ez már nem mindig áll fenn. Fordítsunk most egyet a kérdésen. Az elmélet egy adott szintjén dolgozva, vajon milyen messze vagyunk az egzakt megoldástól, vajon mekkora az elkövetett hiba? A válasz bizonytalan, hiszen az elektronkorreláció függ a vizsgált rendszer méretétől, szerkezetétől, valamint a kérdéses tulajdonságtól és nem tudjuk előre megmondani, hogy pl. egy adott molekula esetében újabb gerjesztések figyelembe vétele nem változtatja-e meg lényegesen az addigi következtetéseinket. Úgy tűnik (de az ellenvéleményt nem zárhatjuk ki), hogy nem túl „faramuci” molekulák esetében az S és D típusú gerjesztések figyelembe vétele a molekula legtöbb tulajdonságának leírásához elegendő. Általában minél flexibilisebb egy molekula, annál nehezebb a kezelése. Ugyancsak magas szintű módszerekre van szükség gyenge kötések, illetve gyengén kölcsönható rendszerek (pl. van der Waals-kötések, van der Waals-molekulák) tárgyalásához. E könyv második részében látni fogjuk, hogy nehéz a gerjesztett állapotok tárgyalása, és a molekulaszerkezet megváltozásának a kvantumkémiai kezelése, pl. kémiai reakciók leírása. Annyi viszont biztos, hogy emelve a számítás szintjét az eredmények egyre kevésbé változnak, és szükségképpen konvergálnak az FCI szintjéhez. Az elmondottak illusztrálására lássunk egy példát!

          
	 	
                    
                      7.3. táblázat. A  [image: 7.3. Korrelációs számítások] és  [image: 7.3. Korrelációs számítások] számított és mért szerkezeti adatai.
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                      7.4. táblázat. A BrCNO néhány számított szerkezeti adata. [image: 7.3. Korrelációs számítások]
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           Geometriai adatok  
          [image: 7.3. Korrelációs számítások]
          -ben és fokban, energia atoegységben,  
          [image: 7.3. Korrelációs számítások]
          -ben, az alkalmazott bázis 6-31G*.
        

          
          
          [image: 7.3. Korrelációs számítások]
           T. Pasinszki, N. Westwood, 
          J. Phys. Chem.
          , 
          99
          , 6401–6409 (1995) nyomán.
        

          
          
          [image: 7.3. Korrelációs számítások]
           A linearitáshoz vezető energiagát.
        
A BrCNO rövid élettartamú reaktív molekula, mely ezért csak speciális körülmények között és speciális módszerekkel tanulmányozható. A molekula és rokon molekulák térszerkezetének tanulmányozása egyértelműen azt jósolja, hogy a molekula egyensúlyi szerkezete lineáris, vagy ha hajlott is, a linearitáshoz vezető gát alacsony, várhatóan kisebb mint 50  [image: 7.3. Korrelációs számítások]. A molekula térszerkezetének kvantumkémiai vizsgálata nagyon tanulságos példát szolgáltat a különböző számítási módszerek hatékonyságára és hiányosságaira. A 7.4. táblázatból látható, hogy a HF, MP3, QCISD, CCSD számítások a molekula szerkezetét lineárisnak, a többi módszer hajlottnak jósolja. Ha a perturbációs számításokat nézzük (HF = MP1), lineáris-hajlott-lineáris-hajlott váltakozás figyelhető meg. A páros rendű tagoknál (MP2, MP4...) mindig újfajta gerjesztéseket veszünk figyelembe (az MP2-nél belépnek a kétszeres, az MP4-nél az egyszeres, háromszoros és négyszeres gerjesztések), az utánuk következő páratlan tagoknál pedig ezek az új tagok (pl. MP3-nál a kétszeres gerjesztések) csatolódnak egymással. Mindennek az a következménye, hogy a páros tagok az újonnan figyelembe vett gerjesztések hatását kissé eltúlozzák, míg a páratlan tagok ezek hatását alulbecsülik (pl. az MP2 módszer eltúlozhatja, az MP3 módszer alábecsülheti a kétszeres gerjesztések hatását). Tulajdonképpen ez látható a táblázatban. A háromszoros gerjesztések hatását a különböző módszerek eltérően veszik figyelembe és leírásuk egyre pontosabb az MP4–QCISD(T)–CCSD(T) sorban. Ez nagyon jó összhangban van a számított gátmagasság csökkenésével. Jól látszik azonban, hogy a gátmagasság pontos leírásához az alkalmazott és meglehetősen magas szint még mindig nem elegendő, további gerjesztések figyelembe vételére, illetve az alkalmazottnál jóval nagyobb bázis használatára lenne szükség. Ezzel várhatóan még tovább csökkenne a gát magassága. Mindenesetre a feltételes mód nem vígasztalhat bennünket: az adott szinten a feltett kérdésre egyértelmű választ nem tudunk adni.
Az elmondottakból következik, hogy ismerjük az elvi algoritmust a Schrödinger-egyenlet egzakt megoldására. Semmi mást nem kell tennünk, csak a bázist és a korrelációs szintet növelni a végtelenségig (7.5. táblázat). Miután pedig ezen kimosolyogtuk magunkat, gondoljuk végig, milyen tényleges lehetőségek állnak rendelkezésünkre!

          
	 	
                    
                      7.5. táblázat. Bázis és a korreláció szintje: a számítási szint definiálásának két fő faktora.
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Az egyre magasabb szintek egyre költségesebbek. A számítógép szükségletet becsülendő nézzük az egyes módszerek műveletigényét. Ha n a betöltött és N a virtuális spinpályák száma, akkor – figyelembe véve az elvileg elvégzendő integrálások számát, a mátrix diagonalizálás, és a fellépő egyéb műveletek költségét – a műveletigényt az egyes módszerek alkalmazása során meg tudjuk becsülni (7.6. táblázat). Amint látható, a számítási szint emelése a műveletigény és így a gépidő szükséglet nagyságrendekkel való növekedését eredményezi. (A memória- és háttértár-szükségletről még nem is beszéltünk.) Ráadásul, amíg egy HF számításhoz általában DZP minőségű bázis már megfelelő méretű, korrelációs számításokhoz ennél nagyobb bázisra van szükség. (Ez abból a tényből következik, hogy e módszerekben a virtuális pályák szerepe azonos a betöltött pályákéival.) A bázis kiválasztásának két kritériuma, a minőség és a méret nyilvánvalóan sugalja, hogy a bázist is a korrelációs módszerekhez kell illeszteni. A 6.5. pontban említett „korreláció-konzisztens” bázis már ilyen.

          
	 	
                    
                      7.6. táblázat. A pontosság és használhatóság egyensúlya.
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           Csak abban az esetben érvényes, ha N sokkal nagyobb, mint n.
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           Nem-hidrogés atomokat figyelembe véve.
        
Természetesen lehetőségeinket az alkalmazott számítógép kapacitása határozza meg. E határokon belül kell megtalálni a feladat megoldásához az optimális bázist és számítási szintet, és ezek fényében gondolkodhatunk el eredményeink megbízhatóságán is. Mindemellett bízhatunk a számítástechnika töretlen fejlődésében is, amint azt a 7.7. táblázatbeli összehasonlítás mutatja. A triamino-trinitro-benzol RHF/6-31G** számításához szükséges gépidő igényt látjuk különböző számítógépeken, különböző programok használatával. Összesen 300 bázisfüggvényünk van és az összehasonlítás egyetlen HF számításra vonatkozik.
Micsoda döbbenetes fejlődés! Amihez nem is olyan régen még sok-sok évnyi munka kellett (volna), ma néhány másodperc alatt lenyelhető. És még mi minden várható! Az ún. Moore-törvény szerint a számítógépek [image: 7.3. Korrelációs számítások] úgy másfél-kétévenként megduplázódik. A táblázat adatai azt is bizonyítják, hogy nem csupán a hardware fejlődik rendületlenül, hanem a számítási módszerek és algoritmusok hatékonysága is rohamosan nő. Remek kilátások, rózsaszín a világ! Jelenleg rutin HF-számításokat végezhetünk kb. 100 atomos rendszereken, még néhány év, és akár fehérjéket is számíthatunk CCSDT szinten! Vagy talán mégsem? Tételezzük fel, hogy a mainál 1000-szer gyorsabb számítógép áll a rendelkezésünkre. Mivel a CCSDT módszer a pályák számának 8. hatványától függ, ezzel a géppel az adott szinten a mainál –  [image: 7.3. Korrelációs számítások] – kb. kétszer nagyobb molekulát számíthatunk.
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           Eredetileg Gordon Moore a mikroelektronikai eszközök tárolókapacitásának növekedését becsülte a fenti módon.
        

          
	 	
                    
                      7.7. táblázat. A triamino-trinitro-benzol RHF/6-31G* számításához szükséges processzoridők. [image: 7.3. Korrelációs számítások]
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           Gaussian News, Summer 1995, p.9.
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           Szieberth Dénes számításai.
        
Mintha szertefoszlana az előbbi eufória! Ha egy fehérje mondjuk 10000 atomot tartalmaz... . bizony, ilyen számítás belátható időn belül nem végezhető el.
Szerencsére a fejlődés minden irányban töretlen. Nézzük például, hogyan lehet a 7.6. táblázat elvileg korrekt adatait számunkra előnyösen �megviccelni”. A független részecske modellből következik, hogy a számítások szűk keresztmetszete az integrálok előállítása. Az egyelektronos integrálok száma elvileg ugyan a molekulaméret (ill. a bázisfüggvények számának) négyzetével arányos, ám a Gauss-függvények szorzata is Gauss-függvény. A szorzat-Gauss-függvény „mérete” pedig exponenciálisan csökken a kiindulási függvények távolságával (6.5. ábra), és úgy 8-10  [image: 7.3. Korrelációs számítások] távolságban az eredő függvény integrálja már elhanyagolható. Ebből következően minél nagyobb a molekuláris rendszer, annál több integrál esik ki és így – nem varázslat – az egyelektronos integrálok száma máris csupán lineárisan függ a bázisfüggvényektől, és a többi integrálás költségén csupán egy-egy szorzást kell elvégezni. Hasonló gondolatmenetet követve kiderül, hogy a kiértékelendő kételektron integrálok száma a bázisfüggvények számának negyedik hatványáról aszimptotikusan csökken a második hatványra. Az „aszimptotikus” jelző azt jelenti, hogy minél nagyobb a rendszer, annál inkább közeledik a második hatvány felé, mivel annál több nagyon távoli kölcsönhatást, illetve az ezeket képviselő integrált lehet elhanyagolni. Ez számunkra különösen kedvező, hiszen nem is a kis rendszerekkel van bajunk. Különböző trükkökkel még további komoly sebességnövekedés érhető el. Az ún. FMM módszer (Fast Multipole Method) a közeli és távoli kölcsönhatásokat megkülönbözteti, a közelieket analitikai integrálással számítja, a távoliakat viszont bizonyos algoritmus szerint közelíti.4 Gyorsítani lehet a mátrix diagonalizálás alapvetően  [image: 7.3. Korrelációs számítások]-ös méretfüggését is, pl. annak a kihasználásával, hogy a Hamilton mátrix (főként post-HF módszerek esetén) nagyon szellős, azaz nagyon sok zérus elemet tartalmaz. Mindezek nyomán ma már léteznek olyan algoritmusok HF számításokra, melyek számítógép-igénye a bázisfüggvények számával (aszimptotikusan) csupán lineárisan változik. Máris változik a kép, hiszen a 7.6. táblázatban megadott maximális 100-200 atomos rendszer egyszeriben ezres nagyságrendűvé alakul! Ugyancsak csökkenthető a korrelációs módszerek gépidő-igénye a 7.6. táblázat adataihoz képest. Pulay bebizonyította, hogy lokalizált pályákat használva az MP2 módszer gépidő-igénye a pályák számával eredeti 5. hatvány helyett aszimptotikusan a lineáris felé változik. Bíztató kísérletek léteznek a CCSD módszer 1-2 nagyságrenddel való gyorsítására is.4 Jó reményeink vannak tehát akár biomolekulák kielégítő kvantumkémiai vizsgálatára is – ha nem is FCI szinten.

7.4. Elméleti kémiai modellek



A 7.5. táblázatban a modern kvantumkémia rövid összegzését láthatjuk. Az elmélet szintjét a két legfontosabb közelítés, az adott korrelációs módszer és az alkalmazott bázis egyértelműen meghatározza. Mondhatjuk, hogy a módszer és a bázis együttesen egy elméleti kémiai modellt definiál, mely az adott szint pontosságáról, megbízhatóságáról és alkalmazhatóságáról, egyértelmű információt ad, lehetőséget nyújtva a számított molekuláris sajátságok pontosságának becslésére, és amely mutatja a fejlesztés irányát és lehetőségeit. A jól definiált kémiai modell lehetővé teszi az eredmények összehasonlíthatóságát [image: 7.4. Elméleti kémiai modellek] és egyértelmű fizikai-kémiai következtetések levonását.
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           Ez azért nem egészen igaz. Az összehasonlítás még azonos bázis és azonos szint esetén is rejt buktatókat. Pl. ugyanazon bázis egy kismolekula és egy nagymolekula esetén más értelmet nyer, vagy pl. azonos méretű aktív tér két különböző molekula esetén összemérhetetlen eredményeket adhat.
        
A fentiek megemésztése után önként adódik a feladat: ha már nem lehetséges FCI vagy ahhoz közeli szinten dolgoznunk tisztességes méretű molekulákon, miért ne keressünk megfelelő extrapolációs sémákat, melyek segítségével eljuthatunk a 7.5. táblázat jobb alsó sarka közelébe – anélkül, hogy technikailag megoldhatatlan problémák elé néznénk? Az ilyen eljárások receptje az előzőek alapján sejthető: ha az egyes fizikai mennyiségek számunkra megfelelő pontosságú becsléséhez különböző szintű módszerek szükségesek, kombináljuk össze ezeket ésszerű módon, fűszerezzük cseppnyi empíriával, és máris tálalható. Egyetlen, nagyon magas szintű (és nagyon drága) számítás helyett tehát egy sorozat logikusan megválasztott, alacsonyabb szintű számítás alapján becsüljük a bázis és a korreláció hatását.
Az elmúlt években számos összetett modellt dolgoztak ki, kifejezetten abból a célból, hogy különböző molekuláris sajátságokat (képződéshő, kötési energia, ionizációs energia, elektronaffinitás, protonaffinitás, stb.) a kémia által megkövetelt pontossággal számíthassunk. Természetesen a kémiai pontosság – amikor elérjük a kémiában szokásos módszerek és eszközök pontosságát – még nem lehet a végcél, hiszen különböző spektroszkópiai módszerekkel bizonyos energetikai sajátságokat nagyságrendekkel pontosabban tudunk mérni, azaz a spektroszkópiai pontosságtól még így is messze vagyunk. Pillanatnyilag azonban még a kémiai pontosság is nagy szó, modelljeinkkel ezt próbáljuk elérni. E módszerek sikerének alapvető meghatározói a geometria megbízható számítása, a legmagasabb szintű számítás pontossága, valamint a bázis hibájának megbízható kompenzálása.
A Gaussian-1 és Gaussian-2 (röviden G1 és G2) elméletek5 alapvetően a QCISD(T)/6-311+G(2df,p) szintet közelítik. A G1 szint az alábbi számításokból tevődik össze.
1. HF/6-31G(d) geometria optimálás + frekvenciaszámítás a zéruspont energia becslésére
2. MP2/6-31G(d) geometria optimálás az előző optimumból kiindulva
3. MP4/6-311G(d,p) energiaszámítás az előző optimumon
4. MP4/6-311 + G(d,p) energiaszámítás
5. MP4/6-311G(2df,p) energiaszámítás
6. QCISD(T)/6-311G(d,p) energiaszámítás
A G2 szinthez még egy további számítás is szükséges:
7. MP2/6-311 + G(3df,2p) energiaszámítás
Mindkét módszer esetében a fenti adatokból, valamint empírikus korrekciókból számítjuk a rendszer teljes energiáját, illetve egyéb fizikai-kémiai adatokat.
Az ún. teljes bázis extrapoláció (complete basis set, CBS), ahogyan a neve is mutatja, a teljes bázis hatását próbálja becsülni.6 A modell legolcsóbb darabja az ún. CBS-4, mely úgy 12 nem-hidrogén atomot tartalmazó rendszerek számítására alkalmas, a következő számításokat használja:
1. HF/3-21G(d) geometria optimálás + frekvenciaszámítás a zéruspont energia becslésére
2. HF/6-311 + G(3d2f,2df,p) energiaszámítás [image: 7.4. Elméleti kémiai modellek]
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           A jelölés szerint a harmadik sor elemeinek bázisait 3 sorozat d és 2 sorozat f polarizációs függvénnyel, a második sor elemeinek bázisait két d és egy f-sorozattal, míg a hidrogén bázisát 2 p-sorozattal egészítjük ki.
        
3. MP2/6-31 + G(d) energiaszámítás
4. MP4(SDQ)/6-31G energiaszámítás [image: 7.4. Elméleti kémiai modellek]
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           MP4(SDQ) az MP4 módszer csonkított változata. L. a
          7.2
          . pontot.
        
A CBS-Q modell nagyobb bázist használ, ezért drágább. Jelenleg 6-8 atomos rendszerek számítására lehet alkalmazni. A módszer főbb lépései a következők:
1. MP2/6-31G(d) geometria optimálás
2. HF/6-31G(d) frekvenciaszámítás a zéruspont energia becslésére
3. HF/6-311 + G(3d2f,2df,2p) energiaszámítás
4. MP4(SDQ)/6-31 + G(df,d,p) energiaszámítás
5. QCISD(T)/6-31 + G(d) energiaszámítás.
Mindkét modell további empírikus korrekciókat és extrapolációs formulákat tartalmaz. Pontosságukat, megbízhatóságukat illusztrálandó, a 7.8. táblázatban bemutatunk néhány összefoglaló adatot a G2, CBS-4 és CBS-Q modellel számított, valamint a kísérleti eredmények közötti eltérésről.

          
	 	
                    
                      7.8. táblázat. Eltérés a kísérleti és számított energiák között (kJ/mol). [image: 7.4. Elméleti kémiai modellek]
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           J. W. Ochterski, G. A. Petersson, K. B. Wiberg: 
          J. Am. Chem. Soc.
          , 
          117
           11299–11308 (1995) nyomán.
        
A táblázattal kapcsolatban megjegyezzük, hogy az átlagos eltérés zérus, ha a számított és mért értékek a kísérleti érték körül véletlenszerűen szórnak – azaz, ha nincs a módszernek rendszeres hibája. Az átlagos értéktől való eltérés nagyságáról az átlagos négyzetes hiba ad információt, melyet az átlagtól való eltérések négyzetösszegének gyökeként számítunk. A táblázatban szereplő mindhárom módszer teljesítőképessége a kémiai pontosságon belül esik. Leginkább megbízhatónak a CBS-Q és G2 tűnik, a CBS-4 talán kicsit pontatlanabb, mint az előbbi kettő, de ezt kompenzálja, hogy a három közül a legolcsóbb.
Az ismertetett összetett modellek segítségével tehát elérhető a kémiai pontosság. Mindazonáltal eredeti feladatunkat még csak részben oldottuk meg, hiszen e modellek segítségével is csak néhány – esetleg néhány tíz – atomos rendszerek számíthatók. Hogyan nyerhetők pontos eredmények nagyobb, a kémikusok számára sokkalta érdekesebb rendszerekre?
Gyakran fordul elő, főként nagyobb rendszerek esetén, hogy kérdésünk a teljes rendszer egy kis részére vonatkozik. E kis részben van valami számunkra fontos, vagy itt történik valami lényeges változás, avagy ez az okozója valamilyen szerkezeti érdekességnek, tehát vizsgálatunk is főként erre a részre irányul. Ilyen esetekben a legegyszerűbb eljárás az, hogy a molekula érdektelen részeit lenyesegetjük – pl. hidrogénnel helyettesítjük – és az így definiált, és most már megfelelő méretű modell molekulán végezzük el a számításokat. Az eljárás gyakori, ámde elég veszélyes: könnyen kiönthető a gyerek is a fürdővízzel együtt.
Az összetett modellek és a fenti, „amputálós” technika filozófiájának kombinációja újabb lehetőségeket rejt, hiszen a különböző szintű számításokat nem csak a teljes rendszerre végezhetjük el. Könnyen elképzelhető egy olyan modell, melyben a vizsgálandó rendszer fontos és érzékeny részét magas szinten számítjuk, míg a többi, kevésbé lényeges rész vizsgálata során megelégszünk alacsonyabb szinttel is. Egy ilyen modell könnyen elképzelhető – ám megvalósítása nagyon nehéz. A nehézség fő oka pedig a két szint közötti határ kezelése. Viszonylag egyszerű az az eset, mikor a rendszer fontos és kevésbé fontos része között nincs kovalens kötés, mint pl. egy oldott molekula és a körülötte kialakuló szolvátburok között. Ha viszont kovalens kötést kell szétvágni, ennek kezelése komoly problémákat rejt. Ugyancsak megoldandó kérdés a határ két oldala közötti kölcsönhatás kezelése.
Az ún. ONIOM modell egy extrapolációs séma, melyet az elmúlt néhány évben dolgoztak ki.7 Könnyű alkalmazhatósága és kódolhatósága miatt – a Gaussian 98 programcsomagba már beépítették – egy-kettőre népszerű lett. Lényege az, hogy a vizsgálandó molekuláris rendszert két vagy három részre, „rétegre” particionáljuk. A legbelső réteghez a rendszer legfontosabb része tartozik, és ezt valamilyen magas szintű módszerrel számítjuk (pl. CCSD(T)-vel). A külső réteg a teljes molekuláris rendszer, melyet valamely számítástechnikailag olcsó módszerrel számítunk. A modell három részből álló formájában van egy középső réteg is, melyet valamilyen közbülső nehézségű módszerrel számítunk. A rétegek, valamint az egyes rétegek kezelésére használt elméleti szint kiválasztása a felhasználó ízlésétől függ. A modell működési elvét a 7.4. ábra segítségével szemléltetjük. Az egyszerűség kedvéért a kétszintű modellt tárgyaljuk először. Célunk a valóságos molekuláris rendszer magas szintű leírása, melyet a négyes pont reprezentál. Ehhez három számítást végzünk: a modell rendszerre (belső réteg) alacsony és magas szintű módszerrel, a teljes rendszerre (külső réteg) alacsony szinten. A teljes rendszer extrapolált energiája:  
[image: 7.4. Elméleti kémiai modellek]

 nyilvánvalóan különbözik a rendszer valódi  
[image: 7.4. Elméleti kémiai modellek]

 energiájától. Amennyiben azonban a  [image: 7.4. Elméleti kémiai modellek] hiba az adott rendszer esetében állandónak tekinthető (pl. egy kémiai reakció során), akkor  
[image: 7.4. Elméleti kémiai modellek]

 és számításunk eredménye pontos lesz. A módszer három rétegre hasonlóan működik. Ebben az esetben a 7.4. ábra alapján leolvasható a számítások száma, szintje és az energia extrapolációs képlete:  
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                      7.4. ábra. Két-, ill. háromrétegű ONIOM modell.
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A belső és külső réteg határán, amennyiben kovalens kötést érint e határ, a kötéseket lezáró „mesterséges” atomokat (általában hidrogént) kell bevinnünk a modell molekulába. Ezek helyzetét az aktuális kovalens kötés határozza meg: a kötés irányában, rögzített skálafaktor által megadott távolságban helyezzük őket el. Amennyiben a geometria optimálása során az A-B kötés változik, a változásokat követi az A-H kötés is.
Ha már létezik algoritmusunk az energia számítására, akkor minden olyan fizikai mennyiség számítható, mely az energiától függ. Így a módszerrel számítható pl. a rezgési frekvencia, dipólusmomentum, polarizálhatóság, IR és Raman intenzitás, és még számos egyéb jellemző.
Az ún. QM-MMhibridmódszerekben is a különböző elméleti modelleket ötvözik, de a módszer alapelve különbözik az ONIOM módszerétől.8 Az eljárás lényege ezúttal is a vizsgálandó nagy rendszer felbontása kisebb alrendszerekre, melyekben azután eltérő pontosságú elméleti modelleket használunk. A központi rész tartalmazza a számunkra lényeges szerkezeti elemeket, melyekben valamilyen elektronszerkezeti változást szeretnénk leirni (kötésfelhasadást ill. képződést, töltésátmenet, ionizációt, elektrongerjesztést, stb.), és amely szükségessé teszi pontos kvantummechanikai potenciál alkalmazását. A külső rétegben azon atomok szerepelnek, amelyek elektronikus változásai az adott folyamatban elhanyagolhatók, azonban a központi részre gyakorolt hatásuk nem hanyagolható el. E részt molekulamechanikai módszerekkel tárgyaljuk. [image: 7.4. Elméleti kémiai modellek]
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Fő szempont a kvantummechanika (QM) pontosságának és a molekulamechanika (MM) gazdaságosságának megtartása. Ezáltal nagy rendszerek pontos elméleti leírása válik lehetővé és segítségével ma már több ezer atomot tartalmazó rendszerekben is tudunk kémiai reakcióutakat számítani, elektrongerjesztesi spektrumot jósolni, oldószerben, makromolekulákban vagy szilárd fázisban lezajló valtozásokat tanulmányozni.
Amíg az ONIOM módszerben kisebb rendszerekre végzett több egymástól független számítás alapján próbálunk extrapolálni a nagy rendszerre, a QM-MM hibrid módszerek egy effektív Hamilton-operátor segítségével, egyetlen számítással írják le a teljes rendszert. Természetesen a számításhoz használatos effektív Hamilton-operátort a különböző részek tulajdonságait leíró operátor-részekből nagyon gondosan kell felépíteni:  
[image: 7.4. Elméleti kémiai modellek]

 A  [image: 7.4. Elméleti kémiai modellek] a központi rész tisztán kvantummechanikai hozzájárulását tartalmazza. Ez lehet HF, szemiempírikus (l. 9. fejezet), vagy DFT (l. 8. fejezet) szintű. A  [image: 7.4. Elméleti kémiai modellek] a környezet tisztán molekulamechanikai erőtér kifejezéseit tartalmazza, a  [image: 7.4. Elméleti kémiai modellek] pedig valamilyen határpotenciál amely pl. a távoli víztömeget hivatott leírni. A  [image: 7.4. Elméleti kémiai modellek] tag a hibrid módszer fő újítása és legfontosabb része, amely a környezet és a központi rész kölcsönhatását hivatott jellemezni és amely elektrosztatikus és kicserelődési kölcsönhatásokat tartalmaz. Az elektrosztatikus energia az MM ponttöltések (és jó esetben az indukált dipólusok) és a QM atomi bázisfüggvények kölcsönhatásaként adódik az operátor egyelektronos részében. A szemiempirikus modellek esetében, ez a kifejezés egy kicsit eltérő. Itt a pozitív atommag és a belső elektronok együttesen változatlan kölcsönhatást eredményeznek az MM ponttöltésekkel, míg a vegyérték- elektronok kölcsönhatása az MM ponttöltésekkel az SCF számításból adódik.
Az elektrosztatikus kölcsönhatás leírásában az egyik legnagyobb probléma az, hogy az SCF energia nagyon érzékeny a távoli ponttöltésekre is, azaz nem lehet mondjuk csak 20  [image: 7.4. Elméleti kémiai modellek] sugarú körben figyelembe venni a ponttöltéseket, hanem sokkal távolabbi ([image: 7.4. Elméleti kémiai modellek]) MM atomokat is be kell vonni a számításba. Ráadásul előre meg sem tudjuk mondani, hogy az adott esetben milyen távoli kölcsönhatások lesznek fontosak. A másik probléma az, hogy sok esetben az MM erőter nem polarizálódik a QM elektronikus átrendeződésnek megfelelően (fix ponttöltés), azaz csak a környezet hat a belső részre, az nem tudja viszont-polarizálni a környezetet.
A kicserelődési tag az MM erőtér miatt csak valamilyen empírikus formulával közelíthető. A rendszer teljes energiáját a szokásos úton az effektív Hamilton operátor segítségével nyerjük. Mivel az atomokra ható erők is számíthatók, ezáltal geometria optimálást vagy akár dinamikai számításokat is végezhetünk a rendszeren.
Bármennyire is ígéretes a kvantummechanika és a molekulamechanika kombinálása, sajnos, nem lehet a két módszernek csak az előnyeit ötvözni anélkül, hogy újabb problémák ne merülnének fel. A legnagyobb gondot a határprobléma jelenti. A környezet felől közelítve, az erőtér kifejezésben szereplő paraméterek (kötés, kötésszög, diéderes szög) segítségével a megfelelő energiajárulékot a környezet minden egyes atomjára nehézség nélkül számíthatjuk, hiszen a molekulamechanika az atomokat rugókkal összekötött golyóbisoknak tekinti és az egyes atomok belső struktúráját figyelmen kívül hagyja. A kvantummechanika azonban minden egyes elektront figyelembe vesz. Ezért a központi rész felől közelítve a határt hamar beláthatjuk, hogy a központi rész és a környezet között kémiai kötésben részvevő atomok esetében a kötés elektronjaival nem tudunk mit kezdeni. Ha bevesszük ezeket a QM rendszerbe, egy aniont képezünk, ha kihagyjuk akkor kationt nyerünk, ha csak az MM atom elektronját hagyjuk ki, akkor pedig gyökhöz jutunk. A legegyszerűbb (de a legnehezebben értelmezhető) módszer az, mikor az MM atom helyére valamilyen „szuperatomot” teszünk, amely megtartja a QM rendszer elektronállapotát. Ez többnyire egyszerűen egy hidrogén, de egyéb más atommal vagy atomcsoporttal is kíserleteznek. A módszer kidolgozói azzal érvelnek, hogy ha elég messze van ez az ún. csatoló (link) atom a rendszer középpontjától, a hatása is kicsi, azonkívül egy reakcióút során a hatása közel állandó, így kiesik. (további kérdés ebben az esetben, hogy ez a extra csatoló atom milyen kölcsönhatásban legyen az MM környezettel, és hogyan érjük el, hogy ez a kötés hasonló hosszú és orientaciójú legyen mint az eredeti kötés) Egy másik módszerben a határ leírására hibrid atomi pályákat vezetnek be a határoló QM atomon amelyek közül néhány aztán nem változhat az energia számítása vagy a geometria optimálása során. Jelenleg a QM-MM módszer alkalmazhatósága szempontjából ennek a kérdésnek a megnyugtató megoldása a legfontosabb kérdés.
További technikai probléma, hogy módszert nem lehet jól automatizálni és használatához nemcsak az elmélet komoly ismeretére, de a kémikus intuiciójára is szükség van. Ezért a QM/MM módszer alkalmazásához rutin program jelenleg még nem létezik.

7.5. Relativisztikus korrekciók



Említettük, hogy a legtöbb szerves vegyület számítása során a relativisztikus hatások különösebb gond nélkül elhagyhatók. Nem ez a helyzet azonban, ha olyan molekulák számítása a cél, melyek nehéz atomokat tartalmaznak. Ezekben az esetekben a relativisztikus effektusok hatása nem kevésbé fontos, mint az elektronkorreláció, és semmibe vevése igen nagy hibákat okozhat. Említettük már a spin-pálya effektust, mint a relativitás eklatáns példáját. A relativitás azonban sok más fizikai-kémiai tulajdonságra (kötéstávolságok, kötésszögek, kötési energiák, ionizációs energiák, stb.) is nagy hatással lehet. A periódusos rendszer számos, jól ismert anomáliája magyarázható a relativisztikus effektusokkal, mint pl. az arany sárga színe, vagy a higany különlegesen alacsony olvadáspontja és gőzének egyatomos szerkezete. Ezért, amennyiben megbízható adatokra van szükség, nehéz atomokat tartalmazó molekulákra végzendő számításokba a relativisztikus korrekciókat legalább részben bele kell foglalni még abban az esetben is, ha a számításokat csak közelítő (pl. félempírikus) szinten végezzük.
A relativisztikus effektusok eredetéről és fontosságáról jó képet kaphatunk, ha megvizsgáljuk a tömeg sebességfüggését:  
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 ahol  [image: 7.5. Relativisztikus korrekciók] a részecske nyugalmi tömege, v pedig a sebessége. Ha v eléri a fény sebességét, a tömeg végtelenné válik. Nehéz atommagok körül mozgó belső elektronok sebessége igen nagy, higanyatom esetében pl.  [image: 7.5. Relativisztikus korrekciók], ami  [image: 7.5. Relativisztikus korrekciók] tömegnövekedést eredményez. Atomok relativisztikus kontrakcióját a fenti tömegnövekedés okozza [image: 7.5. Relativisztikus korrekciók] A megnövekedett tömeg a belső héjak összehúzódását okozza, ez Hg atom esetében kb. 20 %-os. A kontrakció természetesen a külső héjakra is hat, de kisebb mértékben. Az összehúzódás kémiai következménye, hogy ezeknek az elemeknek az elektreonegativitása megnő. Ezzel ellentétes irányú a relativisztikus expanzió, amely a nagy anguláris momentumú (d, f... ) pályákon figyelhető meg. Mivel az ezeken előforduló elektronok kevesebb időt töltenek a mag közelében, így sebességük sem nő meg. Ahogy kontrahálódnak az s- és p-pályák, úgy „érzékelik” egyre jobban az itt elhelyezkedő elektronok a mag vonzását, tehát egyre inkább nő e pályák árnyékoló hatása. Emiatt a mag kevésbé hat a d- és f-pályákra, melyek sugara így megnő. A pályák kontrakciója és expanziója hatással van az atomok közötti távolságra, de a szerkezeti változások is visszahatnak a pályák méretére. A 7.9. táblázatban néhány jellemző példát mutatunk. Amíg a  [image: 7.5. Relativisztikus korrekciók] molekula kötéstávolságára ez az effektus elhanyagolható, és még a CuO esetében is nagyon csekély, a Hg–Cl, vagy az Au–Au kötésre már igen tekintélyes. A 7.10. táblázatban a relativisztikus effektusok hatását illusztráltuk az AuH molekula néhány tulajdonságára (kötéstávolság, disszociációs energia, rezgési frekvencia, dipólusmomentum).

          
	 	
                    
                      7.9. táblázat. A relativisztikus korrekciók hatása a számított kötéstávolságokra (pm-ben). [image: 7.5. Relativisztikus korrekciók]
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           P. Pyykkö: 
          Chem. Rev
          . 
          88
          , 563-594 (1988) nyomán.
        

          
	 	
                    
                      7.10. táblázat. Relativisztikus korrekciók hatása az  [image: 7.5. Relativisztikus korrekciók] ion néhány számított tulajdonságára. [image: 7.5. Relativisztikus korrekciók]
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          88
           (1988) 563–594 és O. Groppen, in „Methods in Computational Chemistry”, ed. S. Wilson, Vol. 2, Plenum Press, New York, 1988 nyomán.
        
A 4. fejezetben elmondottak alapján sejthető, hogy az egzakt relativisztikus számítások nagyon bonyolultak. Ezért a relativisztikus effektusok közelítő számítására illetve figyelembe vételére különböző módszerek alakultak ki. Ezek közül csak a legegyszerűbbeket tárgyaljuk.
A legegyszerűbb és leggyakrabban használt közelítés a relativisztikus pszeudopotenciálok alkalmazása. Feltételezzük, hogy az atomi belső héjak elektronjai a molekulában is változatlanok maradnak (az ún. frozen core – befagyasztott mag – közelítés), és hatásukat az egyes atomokhoz megfelelően illesztett empírikus függvényekkel, effektív atomi potenciálokkal helyettesítjük. Emiatt gyakran nevezik a módszert effektív törzspotenciálok módszerének (angolul effective core potentials, ECP) is. A pszeudopotenciál magában foglalja a külső elektronok és a belső törzs (relativisztikus) kölcsönhatását, valamint a vegyérték- és belső elektronok Coulomb és kicserélődési kölcsönhatását. Amikor a nehéz atomokon pszeudopotenciálokat használunk, külön kell választanunk azokat a pályákat, amelyek a vegyértékhéjat definiálják és amelyeket a szokásos bázisfüggvényekkel írunk le, és azokat, melyek a belső törzs részeiként kezelendők. Minden egyéb tekintetben a pszeudopotenciálos számítások azonosak a szokásos számításainkkal, és pl. az elektronkorreláció figyelembe vétele is azonos. Használatuk természetszerűen nincs hatással a könnyű atomokon választott bázisra. A belső elektronokat képviselő pszeudopotenciálok számítástechnikai előnye az, hogy a nehéz atomokon a bázisfüggvények száma a minőség számottevő romlása nélkül csökken.
A pszeudopotenciálok csupán az atomtörzs relativisztikus hatását veszik figyelembe. A vegyértékelektronok kisebb hatását gyakran perturbációs módszerekkel számítják. Ezek az alábbi négy relativisztikus effektus figyelembe vételére használhatók.

          [image: 7.5. Relativisztikus korrekciók] Az elektron relativisztikus tömegnövekedése miatt előálló tömeg-sebesség korrekció.

          [image: 7.5. Relativisztikus korrekciók] Az ún. Darwin-korrekció, mely az elektron átlagos poziciója körüli kis, szabálytalan oszcilláció következménye (ezt az oszcillációt gyakran zwitterbevegungnak nevezik). Az elektron relativisztikus tömegnövekedését és a Darwin korrekciót együttesen skaláris relativisztikus korrekciónak is nevezik.

          [image: 7.5. Relativisztikus korrekciók] Spin-pálya csatolás, mely a spinmomentum és az elektron térbeli mozgása által meghatározott impulzus- illetve mágneses momentuma közötti kölcsönhatás.

          [image: 7.5. Relativisztikus korrekciók] Az elektronikus potenciál relativitás által indukált megváltozása a belső és a vegyértékelektronok között.
Ezek figyelembevétele még elsőrendű perturbációs módszerekkel is általában jól adja vissza a relativisztikus hatásokat.
A fenti módszerek alapja a Schrödinger-egyenlet ilyen-olyan foldozgatása annak érdekében, hogy a relativisztikus hatásokat figyelembe vegyük. Nyilvánvaló, hogy sokkal korrektebb megoldás a Dirac-egyenletből való kiindulás. Ebben a hullámfüggvénynek négy komponense van (l. 4. fejezet 2. megjegyzése), ezért az ezt közelítő determináns egyelektronos függvényeinek (ezeket spinoroknak nevezik) is négy komponense lesz. A relativisztikus elméletben a spinorok tehát a spin-pálya függvények analógjai. Ezek segítségével aztán felírhatók a Hartree–Fock-egyenletek relativisztikus analógjai is, az ún. Dirac–Fock-egyenletek, melyek a variációs módszerrel oldhatók meg. A módszer gépidő szükséglete kb. két nagyságrenddel nagyobb, mint a HF egyenletek szokásos megoldása, ezért ma még csak kis rendszerek esetén alkalmazható.

          
            Megjegyzések
          
        
	
               Szigorúan véve különbséget kell tennünk „konfiguráció” és „determináns” között. Egy zárt héjú rendszer esetében bármely elektronkonfiguráció leírható egyetlen determináns segítségével. Nyílt héjú rendszerek konfigurációinak leírásához azonban nagyon gyakran egynél több determináns szükséges, mivel egy hullámfüggvény, mely egy tiszta spinállapotot reprezentál rendszerint determinánsok lineáris kombinációjából tevődik össze.

	
               Vizsgáljuk meg az alapállapot és az egyszeres gerjesztés közötti  [image: 7.5. Relativisztikus korrekciók] mátrixelemet a 6. fejezet 1. megjegyzésében leírtak szerint. Mivel a  [image: 7.5. Relativisztikus korrekciók]-ban egy pályacsere már van, az egyelektronos részben csak az a permutáció maradhat meg, melyben más változás már nincs:  
[image: 7.5. Relativisztikus korrekciók]

 A kételektronos részben csak olyan permutáció marad meg, melyben a kicserélt pálya (a) is benne van:  
[image: 7.5. Relativisztikus korrekciók]

 Tehát  
[image: 7.5. Relativisztikus korrekciók]

 Idézzük e helyre a Fock-operátor 6.4. alakját:  
[image: 7.5. Relativisztikus korrekciók]

 amely szerint  
[image: 7.5. Relativisztikus korrekciók]

 Másrészt viszont:  
[image: 7.5. Relativisztikus korrekciók]

 és a pályák ortogonalitása miatt  
[image: 7.5. Relativisztikus korrekciók]

 tehát  
[image: 7.5. Relativisztikus korrekciók]



	
               Davidson a következő egyszerű formulát javasolta a CISD módszerben felmerülő négyszeres gerjesztések figyelembevételére:  
[image: 7.5. Relativisztikus korrekciók]

 ahol  [image: 7.5. Relativisztikus korrekciók] a  [image: 7.5. Relativisztikus korrekciók] alapkonfiguráció lineárkoefficiense a CI hullámfüggvényben.

	
               Az FMM módszerről bővebben l. a következő irodalmakat: L. Greengard, V. Rokhlin, J. Comput. Phys.,73, 325 (1987), C. A. White, M. Head-Gordon, J. Chem. Phys.,140, 6593 (1994), M. C. Strain, G. E. Scuseria, M. J. Frisch, Science,271, 51 (1996). A „lokális” LMP2 módszerről bővebben l. a következő címeket: G. Hetzer, P. Pulay, H.–J. Werner, Chem. Phys. Lett. 290, 143 (1988). M. Schütz, G. Hetzer, and H.–J. Werner, J. Chem. Phys. 111, 5691 (1999). G. Hetzer, M. Schütz, and H.–J. Werner J. Chem. Phys. 113, 9443 (2000). A „lokális” LCCSD(T) módszerről elolvasandók a következők: C. Hampel and H.–J. Werner, J. Chem. Phys. 104, 6286 (1996). M. Schütz and H.–J. Werner, Chem. Phys. Lett. 318, 370 (2000). M. Schütz, J. Chem. Phys. 113, 9986 (2000). M. Schütz and H.–J. Werner, J. Chem. Phys. 114, 661 (2001)

	
               A sorozat harmadik tagja az 1998-ban kifejlesztett Gaussian-3 elmélet ab initio számítások hasonló sorozatát tartalmazza. A geometria optimálás MP2 szintű, a korrelációs energiát MP4 és QCISD)T) szinten számítja. Bővebben l. L. A. Curtiss, K. Raghavachari, P.C. Redfern, V. Rassolov, J. A. Pople, J. Chem. Phys.,109, 7764 (1998). Az idézett cikkben (valamint az Interneten – http://chemistry.anl. gov/compmat/g3theory.ht) a teszt-számítások eredményei is megtalálhatók.

	
               A CBS-Q modell újabb módosítása, az ún. CBS-QB3 modell, a geometria optimálására és frekvenciaszámításokra a sűrűségfunkcionál elméletet (l. 8.6. pont) használja. Ezáltal a módszer megbízhatósága és a pontossága javult, ugyanakkor a gépidő igény alig változott. További részletek megtalálhatók az alábbi cikkben: J. A. Montgomery, Jr., M. J. Frisch, J. W. Ochterski, G. A. Petersson, J. Chem. Phys.,110, 2822 (1999).

	
               A módszerről további részletek találhatók a következő cikkekben: S. Humbel, S. Sieber and K. Morokuma: J. Chem. Phys.,105, 1959-1967 (1996), M. Svensson, S. Humbel. R. D. J. Froese, T. Matsubara, S. Sieber and K. Morokuma: J. Phys. Chem.,100, 19357-19363 (1996), S. Dapprich, I. Komáromi, K. S. Byun, K. Morokuma, M. J. Frisch: THEOCHEM,461, 1-21 (1999).

	
               A módszerről további részletek találhatók a következő cikkekben: J. Gao: Acc. Chem. Res.,29, 298-305 (1996), J. Gao, P. Amara, C. Alhambra, M. J. Field: J. Phys. Chem. A,102, 4714-4721 (1998), I. H. Hillier: THEOCHEM,463, 45-52 (1999), N. Reuter, A. Dejaegere, B. Maigret, M. Karplus: J. Phys. Chem. A,104, 1720-1735 (2000). 




8. fejezet - Az elektronsűrűség elmélete



Nézzük meg, hogy egy rendszer elektroneloszlása hogyan fejthető ki a hullámfüggvény valószínűségi értelmezése szerint. Jól tudjuk (jól tudjuk? l. 2. fejezet), hogy a  
[image: Az elektronsűrűség elmélete]

 kifejezés annak a valószínűségét méri, hogy  
[image: Az elektronsűrűség elmélete]

 térrészben található. A kizárólag lustaságból bevezetett ' [image: Az elektronsűrűség elmélete]' jelölés az i-edik részecske összes (hely- és spin-) koordinátáját jelenti. Keressük most annak a valószínűségét, hogy egy elektront találunk a tér adott pontja körüli kis térfogatban. Ha a rendszer mindössze egyetlen elektront tartalmaz, a kérdés nem kérdés:  
[image: Az elektronsűrűség elmélete]

 adja a keresett valószínűséget. Ha viszont a rendszerben több elektron van és közülük csupán az első pozíciója érdekes számunkra, a többiek tartózkodási valószínűségeit összegezhetjük, azaz integráljuk a teljes térre.1 Ekkor tehát annak a valószínűsége, hogy az 1. elektron az  [image: Az elektronsűrűség elmélete] és  [image: Az elektronsűrűség elmélete] térrészben található:  
[image: Az elektronsűrűség elmélete]

 Pontosan ugyanígy annak valószínűsége, hogy a második részecske az  [image: Az elektronsűrűség elmélete] és  [image: Az elektronsűrűség elmélete] térrészben található:  
[image: Az elektronsűrűség elmélete]

 Igen ám, de az elektronok megkülönböztethetetlenek, ezért teljesen mindegy, hogy melyik elektront keresgéljük a sok közül, azaz pontosan ugyanaz a valószínűsége annak, hogy a tér egy adott tartományában az első, vagy akár a hatodik elektront találjuk:  [image: Az elektronsűrűség elmélete]. Így annak a valószínűsége, hogy egy elektront találunk az n darab közül az adott térrészben, az egyes elektronok megtalálási valószínűségének összege:  
[image: Az elektronsűrűség elmélete]

 (r) megmutatja tehát, hogy a tér egyes tartományaiban milyen sűrűn botlunk elektronokba: nem véletlen, hogy a (r) függvényt elektronsűrűségnek nevezzük.2 Az elektronsűrűség 3-változós térbeli függvény, melyet ha integrálunk a három változó szerint az egész térre, az elektronok számát kapjuk:  
[image: Az elektronsűrűség elmélete]

 (Ez azért is természetes, mert normált.)
Vegyünk szemügyre egy molekulát! Ennek elektronsűrűsége attól függ, hogy az elektronokra milyen V(r) „külső potenciál” hat. Az elektronok közötti kölcsönhatás nyilván belülről hat, de pl. az atommagok hatása az elektronokra már az elektronok szempontjából külső potenciálként lép fel. Az n darab elektron eloszlását természetesen a külső potenciál egyértelműen meghatározza. De fordítva is igaz: egy adott elektronsűrűség a V(r) külső potenciált egyértelműen megadja. Ezt a megállapítást nevezzük az első Hohenberg–Kohn-tételnek. Ha tehát létezik hozzárendelés a külső potenciál és a rendszer hullámfüggvénye között és a hullámfüggvény, valamint az elektronsűrűség között, akkor ez a hozzárendelés invertálható: léteznie kell egyértelmű hozzárendelésnek a sűrűség és a külső potenciálok között is:  
[image: Az elektronsűrűség elmélete]

 Úgy is megfogalmazhatjuk, hogy az információ, melyet V(r) tartalmaz ugyanaz, mint amit (r) hordoz.
A fenti megfontolás igen-igen lényeges következménnyel jár: egy kvantummechanikai rendszerben minden megfigyelhető mennyiséget egyértelműen meghatároz az alapállapot elektronsűrűsége. [image: Az elektronsűrűség elmélete]

        
        
        [image: Az elektronsűrűség elmélete]
         Az alapállapot elektronsűrűsége meghatározza a gerjesztett állapotok tulajdonságait (pl. gerjesztési energiákat) is. A gerjesztett állapotok elektronsűrűségére a tétel nem igaz.
      
Kicsit „matematikusabban” úgy fogalmazhatunk, hogy a rendszer egy mérhető  [image: Az elektronsűrűség elmélete] tulajdonsága az alapállapot elektronsűrűségének egyértelmű funkcionálja (l. az 5. fejezet 1. megjegyzését):  
[image: Az elektronsűrűség elmélete]

 Kemény megállapítás, mely az elektronsűrűség alapvető fontosságát hangsúlyozza!
8.1. Mulliken-féle populációs analízis



Az elektronsűrűség bonyolult függvénye tökéletesen leírja egy molekula töltéseloszlását, ám használata meglehetősen komplikált. A töltéseloszlás legegyszerűbb kezelése az lenne, ha a töltésfelhőt sikerülne értelmesen felosztani az atomok között, ezáltal a molekulán belül egy-egy atomhoz „töltést” illetőleg „parciális töltést” rendelhetnénk. Ezt az óhajt valósítja meg a Mulliken-féle populációs analízis. Természetesen tudatában kell lennünk, hogy egy ilyen felosztás csak önkényes lehet, az elektronsűrűség ekkora megcsonkítása pedig hatalmas információveszteség.
Az MO-módszerben minden pálya a résztvevő atompályák (bázisfüggvények) súlyozott összegeként analizálható. Az atomok effektív töltéseinek definícióihoz ez adja a partícionálás alapját. Kiindulási pontunk az elektronsűrűség (8.3) definíciója. Amennyiben a HFR módszer kritériumait, tehát a determináns hullámfüggvényt, valamint a pályák (6.20) sorfejtését behelyettesítjük, az elektronsűrűség az alábbi formában írható:3
[image: 8.1. Mulliken-féle populációs analízis]

 ahol a  [image: 8.1. Mulliken-féle populációs analízis] a 6. fejezet 6. megjegyzésében már megjelent, ún. sűrűségmátrix eleme:  
[image: 8.1. Mulliken-féle populációs analízis]


          [image: 8.1. Mulliken-féle populációs analízis] az ún. betöltési szám, mely megadja, hogy az i-edik pályán hány elektron van, és a  [image: 8.1. Mulliken-féle populációs analízis],  [image: 8.1. Mulliken-féle populációs analízis] lineárkoefficiensek (6.20)-ból adódnak.
A teljes n elektronszám (8.4) értelmében a (8.5) egyenlet integrálásával nyerhető:  
[image: 8.1. Mulliken-féle populációs analízis]

 ahol  [image: 8.1. Mulliken-féle populációs analízis] az átfedési integrál. Az  [image: 8.1. Mulliken-féle populációs analízis] mennyiséget részleges átfedési populációnak nevezzük. Ennek diagonális eleme ([image: 8.1. Mulliken-féle populációs analízis]) megadja, hogy az i-edik molekulapályán tartózkodó elektronok közül mennyi található a -edik atompályán. Ezt összegezve az összes MO-ra:  
[image: 8.1. Mulliken-féle populációs analízis]

 kapjuk a -edik atompályán található összes elektronok számát. A nem diagonális  
[image: 8.1. Mulliken-féle populációs analízis]

 kifejezések a -edik és -edik bázisfüggvényhez egyszerre kapcsolódó elektronok számát adják meg és átfedési populációnak nevezzük őket. Ahhoz, hogy egy MO elektronpopulációját szétoszthassuk az egyedi bázisfüggvények között (és megfelelően az egyedi atomok között), az átfedési populációt is két részre kell osztani. A Mulliken-féle populációs analízis során ezt egyenlően osztjuk szét a bázisfüggvények között. Így a -edik pálya teljes populációja:  
[image: 8.1. Mulliken-féle populációs analízis]

 Ha kíváncsiak vagyunk a teljes elektronszámra egy atomon, azt a megfelelő  [image: 8.1. Mulliken-féle populációs analízis] értékek összegzéséből kapjuk:  
[image: 8.1. Mulliken-féle populációs analízis]

 A teljes atomtöltés (parciális töltés) a magtöltés és  [image: 8.1. Mulliken-féle populációs analízis] különbségéből adódik:  
[image: 8.1. Mulliken-féle populációs analízis]

 Az A és B atomok közötti teljes átfedési populációt a következő összefüggéssel számítjuk:  
[image: 8.1. Mulliken-féle populációs analízis]

 mely az A és B atomok közötti kötésrendet – ha úgy tetszik, a kémiai kötés erősségének relatív skáláját – definiálja. Ha a kötésrend nagy pozitív érték, akkor a kötés erős, a negatív érték pedig a kötés lazító jellegére utal. Többszörös kötések kötésrendje egynél nagyobb, kettőskötések esetén kettő körüli, hármaskötések esetén három körüli érték. Itt jegyezzük meg, hogy a kötésrend számítására több rokon formula is létezik. Az ún. Wiberg-index a kötés erősségét egyszerűen a sűrűségmátrix megfelelő elemeinek négyzetösszegeként definiálja:  
[image: 8.1. Mulliken-féle populációs analízis]

 Mayer István a kötésrendet a sűrűségmátrix és az átfedési integrál mátrix szorzatának megfelelő elemeként definiálja:  
[image: 8.1. Mulliken-féle populációs analízis]

 Amennyiben az átfedési mátrix egységmátrix, a Wiberg- és a Mayer-index ekvivalens egymással. Mindkettőt gyakran használják, mivel a kémikus elképzeléséhez a (8.13) formulánál közelebb álló kötésrendeket adnak.
A fenti mennyiségek számításával nagyon sok fontos információt kaphatunk molekulák kötésszerkezetére vonatkozóan. Hangsúlyoznunk kell azonban hogy egyrészt az átfedési populáció önkényes volta miatt, másrészt azért, mert a populáció erősen bázisfüggő, a számszerű értékek fizikai tartalma megkérdőjelezhető. Ráadásul gyakran szolgáltat irreális adatokat, pl. erős ionos karakterrel rendelkező molekulákra, vagy bosszantó negatív értéket valamely pálya elektronszámára. Mindazonáltal egyszerűsége és szemléletessége miatt a populációs analízist gyakran alkalmazzuk elsősorban a töltéseloszlás becslésére, valamint hasonló kötések összehasonlítására és sorrendek felállítására.
Lássunk néhány példát!
A butadién Hückel-számítását az etilén számításához hasonlóan végezzük (l. 5.1. pont). Bázisul a négy szénatom molekulasíkra merőleges pz-pályáit választjuk, ezekből hozzuk majd össze a molekula p-rendszerét. Legyenek az egymás melletti szénatomok pályáinak átfedési integráljai egyenlők eggyel, a nem szomszédosaké pedig egyenlők zérussal. A megfelelő mátrix ennek alapján már könnyen felírható, a belőle képzett determináns pedig a következő:  
[image: 8.1. Mulliken-féle populációs analízis]

 Az ebből nyert negyedfokú egyenlet megoldásai az alábbiak:  
[image: 8.1. Mulliken-féle populációs analízis]

 A 8.1. ábrán a képződött molekulapályák energiáit tüntettük fel. Az ábrán az összehasonlítás kedvéért láthatók két etilén pályaenergiái is. Ha kiszámítjuk a butadién energiáját (az egyes elektronok energiájának összegeként) és kivonjuk belőle a két etilén energiáját (ugyanígy), az energiakülönbség a butadién delokalizációs energiája:  
[image: 8.1. Mulliken-féle populációs analízis]



          
	 	
                    
                      8.1. ábra. Butadién képződése két etilénből.
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Mivel egy magányos  [image: 8.1. Mulliken-féle populációs analízis]-elektron energiája  [image: 8.1. Mulliken-féle populációs analízis], ebből következik, hogy az  [image: 8.1. Mulliken-féle populációs analízis] és  [image: 8.1. Mulliken-féle populációs analízis] szintekhez kötő, az  [image: 8.1. Mulliken-féle populációs analízis] és  [image: 8.1. Mulliken-féle populációs analízis]-hez lazító pályák rendelhetők. Az egyes pályafüggvények a következők:  
[image: 8.1. Mulliken-féle populációs analízis]

 Alkalmazzuk a populációs analízis formuláit! Az átfedési integrál mátrix a Hückel-módszer alapfeltevése szerint egységmátrix. Az egyes pályák betöltési számai:  [image: 8.1. Mulliken-féle populációs analízis],  [image: 8.1. Mulliken-féle populációs analízis],  [image: 8.1. Mulliken-féle populációs analízis] és  [image: 8.1. Mulliken-féle populációs analízis], hiszen a négy MO közül csak az első kettő betöltött. A sűrűségmátrix a lineárkoefficiensekből és a betöltési számokból (8.6) alapján kiszámítható:  
[image: 8.1. Mulliken-féle populációs analízis]

 Az egyes atompályákon a populáció (8.10) alapján számítható. Mivel az átfedési integrál két különböző pálya között zérus, ezért  [image: 8.1. Mulliken-féle populációs analízis], és mivel a Hückel-módszerben minden atomon csak egy bázisfüggvényünk van,  [image: 8.1. Mulliken-féle populációs analízis]. Tehát a butadiénben minden szénatomon a  [image: 8.1. Mulliken-féle populációs analízis]-elektronok száma 1. Eredetileg is egy-egy  [image: 8.1. Mulliken-féle populációs analízis]-elektron volt a szénatomokon, ezért a Q parciális töltés zérus.
Az egyes atomok közötti kötésrend nem számítható (8.13) szerint, mivel az atomok közötti átfedési integrált elhanyagoltuk. Ezért Coulson nyomán a fenti formulának egy egyszerűsítettt változatát használjuk. Az A-adik és B-edik szomszédos atomok közötti kötésrend:  
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A modell tehát jól illusztrálja a középső szénatomok közötti  [image: 8.1. Mulliken-féle populációs analízis]-kötést, mely kevésbé erős a szélső kötéseknél, de magyarázza a butadién számos speciális kémiai és fizikai tulajdonságát.
Most jutottunk el oda, hogy visszalapozva a 6.7. ponthoz megtárgyaljuk a vízmolekula ab initio számítása során elvégzett populációs analízis eredményeit. Az STO-3G számítás eredményei között megtalálhatjuk a sűrűségmátrixot és az abból (az átfedési integrálok segítségével) generált mennyiségeket, az átfedési populációt, az egyes pályákra koncentrált elektronszámot, az egyes atomok teljes populációját és töltését. Így az oxigén parciális töltése -0,330, a hidrogéneké pedig +0,165. Látható, hogy az oxigén 1s pályáján a töltés alig változott az atomi állapothoz képest: 2,0 helyett 1,9978, a 2s pálya jóval többet változott (2,0 helyett 1,849), a  [image: 8.1. Mulliken-féle populációs analízis] elektronszáma szimmetriaokok miatt változatlan – ezzel is indokolva a magányos elektronpár jelleget – míg a  [image: 8.1. Mulliken-féle populációs analízis] pályán az elektronszám tekintélyesen nőtt. A 6-31G** számításhoz már csak az egyes pályákra illetve az egyes atomokra összegzett elektronszámot tüntettük fel. A lényeges tendenciák nem változtak: a belső pályán a töltés majdnem érintetlen, az oxigén a negatív, a hidrogén a pozitív centrum. A töltések abszolút értéke azonban komolyan eltér az STO-3G számítás eredményétől, hiszen az oxigénen most -0,671, a hidrogénen +0,335 a parciális töltés. Látjuk tehát, hogy a Mulliken-populációs analízis az alkalmazott bázistól erősen függő relatív értékeket ad, ezért az így számított adatokat csak azonos bázis esetén van értelme összehasonlítani. Nem olyan könnyű meglelni az oxigén magányos elektronpárját sem, mint az előző esetben. A nagyobb bázis ugyanis több x-irányú komponenst tartalmaz, melyek természetesen kombinálódhatnak, és – amint a legfelső betöltött pálya koefficienseiből kitűnik – kombinálódnak is. Természetesen jól látszik, hogy a töltés túlnyomó része a  [image: 8.1. Mulliken-féle populációs analízis],  [image: 8.1. Mulliken-féle populációs analízis] és  [image: 8.1. Mulliken-féle populációs analízis] bázisfüggvényeken, tehát az oxigénen koncentrálódik, de van némi kis rész a hidrogének  [image: 8.1. Mulliken-féle populációs analízis] polarizációs függvényén is. Az e pályákon levő parciális töltések összege azonban kiadja a teljes elektronszámot.
A Mulliken-féle populációs analízis során az atomok közötti elektronsűrűségen az illető atomok 50-50%-ban testvériesen megosztoznak. Eléggé erőltetett felosztás ez, mely vonzza a kérdést: vajon létezik-e 'természetes' felosztás? Vajon meg lehet-e mondani, hogy két atom között hol húzódik a határ, hol az első atom vége és hol kezdődik a második?


8.2. Természetes pályák



Amint az előző pontban láttuk, a HF hullámfüggvény esetén az elektronsűrűséget a (8.5) kifejezés adja meg. Tetszőleges, determinánsok lineáris kombinációjából álló hullámfüggvény esetén az elektronsűrűséget az alábbi, formailag hasonló (de tartalmilag némileg bonyolultabb) formula szerint számíthatjuk:4
[image: 8.2. Természetes pályák]

 ahol  [image: 8.2. Természetes pályák] és  [image: 8.2. Természetes pályák] a  [image: 8.2. Természetes pályák] spinpályákból összeállított sor- ill. oszlopvektor,  [image: 8.2. Természetes pályák] pedig az  [image: 8.2. Természetes pályák] számokból képzett mátrix. Az  [image: 8.2. Természetes pályák] értékek a CI sorfejtés koefficienseiből hasonló módon számíthatók, mint a  [image: 8.2. Természetes pályák] és  [image: 8.2. Természetes pályák] koefficiensekből a  [image: 8.2. Természetes pályák] értékei (8.6) alapján. Így pl. igaz a mátrix diagonális elemeire, hogy  
[image: 8.2. Természetes pályák]

 ahol x azt jelzi, hogy az összegezés minden olyan determinánsra kiterjed, melyben a  [image: 8.2. Természetes pályák] spinpálya szerepel. Egy determináns esetén az  [image: 8.2. Természetes pályák] mátrix diagonális, elemei pedig az illető spinpályák betöltésétől függően 0 vagy 1. Ha a hullámfüggvény több – mondjuk z determinánst tartalmaz, a normálási feltétel szerint  
[image: 8.2. Természetes pályák]

Figyelembe véve, hogy  [image: 8.2. Természetes pályák], könnyen belátható, hogy  [image: 8.2. Természetes pályák]. Általános esetben az  [image: 8.2. Természetes pályák] mátrix nem diagonális, de mivel szimmetrikus, megfelelő hasonlósági transzformációval diagonalizálható:  
[image: 8.2. Természetes pályák]

 Természetesen ahhoz, hogy a fenti egyenlőség fennmaradjon, az eredeti  [image: 8.2. Természetes pályák] spinpályákat is transzformálni kell:  
[image: 8.2. Természetes pályák]

 Az így nyert új  [image: 8.2. Természetes pályák] spinpálya sorozatot természetes spinpályáknak (natural spin orbitals, NSO) nevezzük, a  [image: 8.2. Természetes pályák] diagonális mátrix elemeit pedig betöltési számoknak. Amíg tehát egydetermináns hullámfüggvény esetén a betöltési számok 0 vagy 1, általános esetben ezek tetszőleges, 0 és 1 közötti számok lehetnek, de összegük továbbra is egyenlő az elektronok számával. A gyakorlatban egyszerűbb a öi spinpályákat különválasztani pálya- és spinfüggvényekre és a spinkoordináta szerint külön összegezni. A transzformált pályafüggvényeket természetes pályáknak (natural orbitals, NO) nevezzük. Könnyen meggondolható, hogy az RHF pályák már önmagukban is természetes pályák. Ebben az esetben a betöltési szám a betöltött pályákra 2, virtuális pályákra 0.
A 7. fejezet alapján tudjuk, hogy a CI-sorfejtés alapproblémája a fontos konfigurációk kiválasztása. E kérdésre próbálunk választ adni a CI, CC, MC és egyéb, furfangosnál furfangosabb leírásokkal. A kérdés folyománya egy másik kérdés is: Adott báziskészletből hogyan válasszuk ki azokat a függvényeket, melyek segítségével a CI-sorfejtés a lehető leggyorsabban konvergál? Bizonyítható, hogy a valódi hullámfüggvényhez a leggyorsabban konvergáló CI-sort a természetes pályákkal képezhetjük. [image: 8.2. Természetes pályák]

          
          
          [image: 8.2. Természetes pályák]
           Szigorúan véve csak kételektronos rendszerekre bizonyították, de a tapasztalatok szerint sokelektronos esetekre is igaz.
        
Más szavakkal élve, ha a természetes pályák sorából fokozatosan levágjuk a legkisebb betöltési számú pályákat, mindig a lehető legkisebb hibát vétjük a hullámfüggvényen. A betöltési szám tehát az illető pálya fontosságának közvetlen mértékét adja. Segítségével egyértelműen csökkenthető a CI-sorfejtésben résztvevő pályák száma.
Hogyan állíthatunk elő természetes pályákat? A módszer elvileg egyszerű: végezzünk egy FCI-számítást az adott rendszerre, a CI-koefficiensekből számítsuk ki az  [image: 8.2. Természetes pályák] mátrix elemeit, majd ezt diagonalizáljuk. Persze ez így nem megy, FCI helyett meg kell elégednünk egy jóval szerényebb számítással, pl. egy CISD-vel, melyből már előállíthatók a természetes pályák. Más módszerek szerint különböző iteratív sémákat alkalmazhatunk, melyekkel a természetes pályák közelíthetők. Mivel az NO-kat atomokra is számíthatjuk, az így nyert atomi természetes pályák (ANO-k) jól definiált bázist adnak, melyek molekulák számítására is felhasználhatók. Ezekben az esetekben általában valamilyen nem kontrahált Gauss-bázis sorozatból indulunk ki. Az ANO-kat egy CISD hullámfüggvényből számítjuk, majd a betöltési számok alapján levágjuk és kontraháljuk a bázist a kívánt méret szerint. Ezt a kontrahált ANO bázist már módosítás nélkül használhatjuk molekulák számításához.
A természetes pályák módot adnak populációs analízis végrehajtására is, mely kiküszöböli a Mulliken-féle módszer hibáit. A módszer alapja a következő. Rendezzük sorba a bázisfüggvényeket az A, B,... atomok szerint:  [image: 8.2. Természetes pályák]
Ekkor a (8.6) sűrűségmátrix is az egyes atomok szerinti blokkokba rendeződik:  
[image: 8.2. Természetes pályák]

 Diagonalizáljuk most külön-külön az egyes  [image: 8.2. Természetes pályák],  [image: 8.2. Természetes pályák],... „atomi” sűrűségmátrix-blokkokat. Az így nyert, 1-1 centrumhoz tartozó természetes atompályák (NAO – nem tévesztendő össze az ANO-val) egymásra ortogonálisak, de nem ortogonálisak a többi blokkhoz tartozó NAO-ra. Ezért egy speciális ortogonalizációs eljárás következik, mely után a populációs analízis nagyon egyszerű. Az egyes pályák populációja egyenlő az illető NAO-hoz tartozó betöltési számmal, egy atom teljes töltése pedig a megfelelő mátrixblokk diagonális elemeinek összege. Hasonló módon diagonalizálva az egyes  [image: 8.2. Természetes pályák]... blokkokat megkapjuk a természetes kötőpályákat (Natural Bond Orbitals, NBO), melyek analízise az A-B kötés természetéről nyújt információt.5

8.3. Elektrosztatikus potenciálok



A potenciális energia hiperfelület kitűnő támpont kémiai reakciók mechanizmusának tanulmányozására. Segítségével nemcsak a kiindulási és végtermékek, valamint átmeneti állapotok szerkezete és energiája jósolható meg, hanem a reakciók teljes útvonala is. Amennyiben azonban pontos eredményekre vágyunk, bonyolult és igen drága számítások sorozatát kell végeznünk, melyek nagyobb rendszerek esetében már nem nem biztos, hogy kivitelezhetők. Nagyon gyakran van szükség olyan egyszerűbb eljárásokra, melyek segítségével ha nem is jósolható meg egy reakció teljes útvonala, de legalább megadhatók a molekulák legérzékenyebb pontjai, ill. a reagensek legvalószínűbb támadási helyei. Ezek az információk a gyakorló kémikus számára rendkívül fontosak és hasznosak. Az elektrosztatikus potenciálok számításának ez a legfontosabb célja. Mondanunk sem kell, hogy egyszerű modellünk felépítéséhez egyszerűsítések bevezetésére van szükség.
A molekuláris elektrosztatikus potenciál (MEP) egy pozitív ponttöltés és az adott molekula közötti kölcsönhatást fejezi ki, és a következő nem túl bonyolult formula segítségével számítható:  
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 ahol  [image: 8.3. Elektrosztatikus potenciálok] az  [image: 8.3. Elektrosztatikus potenciálok] helyen levő A atom magtöltése és r a pozitív töltés helyzetét jelöli. Ennek megfelelően  [image: 8.3. Elektrosztatikus potenciálok] a pozitív töltés és egy atommag,  [image: 8.3. Elektrosztatikus potenciálok] pedig a pozitív töltés és a rendszer egy elektronja közötti távolságot jelenti. Az elektronokat a  [image: 8.3. Elektrosztatikus potenciálok] teljes elektronsűrűség reprezentálja. A (8.19) kifejezés első tagja a pozitív töltés és a magok közötti taszítást adja meg, a második tag pedig az elektronok és a pozitív töltés közötti vonzást képviseli. Amennyiben  [image: 8.3. Elektrosztatikus potenciálok] pozitív, a molekula és az adott pontban elhelyezkedő ponttöltés között taszító kölcsönhatás van, ha  [image: 8.3. Elektrosztatikus potenciálok] negatív, a kölcsönhatás vonzó. Behelyettesítve a képletbe az elektronsűrűség (8.5) kifejezését, az alábbi formulát nyerjük:  
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 A kifejezés, melynek második tagja a pozitív töltés és az elektronok közötti Coulomb kölcsönhatást fejezi ki, viszonylag könnyen kiértékelhető, és számítási igénye nem túl nagy. Az elektrosztatikus potenciált azonban általában a molekula körüli adott tartományban igen sok pontban számítjuk, azaz egy elektrosztatikus potenciál térképet készítünk. Így végeredményben a számítási igény már egy HF számításéval mérhető össze. Ezért (8.20) második tagját – a rendszer méretétől függően – ab initio, vagy szemiempírikus szinten (l. 9. fejezet), vagy még egyszerűbben (pl. kötés inkrementumok segítségével) számítjuk.
Hogyan használható a MEP a reaktivitás becslésére? Nyílvánvaló, hogy egy, a molekula felé közeledő pozitív ponttöltés igyekszik elkerülni a taszító zónákat és lehetőleg arrafelé mozog, ahol vonzó régiókat, azaz nagy elektronsűrűségű helyeket talál. Íly módon nagyon könnyen megjósolható egy elektrofil támadás lehetősége, illetve valószínüsége. A modell két komoly egyszerűsítést rejt magában. Először is a reagens nem ponttöltés, kiterjedése, valamint pozitív és negatív tartományai vannak. Másodszor, a reagens közeledtével a target (és reagens) molekula polarizálódik, elektronsűrűség eloszlása megváltozik. Mindezek miatt a MEP modell nem lehet pontos és nem adhatja egy reakció végbemenetelének teljes leírását.
Példaként vizsgáljuk meg a formamid protonálódási reakcióját! Gyakran mondják, hogy az elektrofil támadás a legnagyobb negatív töltésű atomon következik be. A 8.2. ábra szerint a formamid legnegatívabb atomja a nitrogén, tehát itt kell várnunk a támadást. Ám vizsgáljuk csak meg a MEP térképet (8.3. ábra)! A két nézetből jól látható, hogy amíg az oxigén körül igen nagy negatív tartomány van, a nitrogén körüli jóval kisebb. Ennek alapján elektrofil támadás sokkal inkább várható az oxigénen, mint a nitrogénen. Az is látható az ábrából, hogy a nitrogénen a támadás csak a molekula síkjára merőleges irányból képzelhető el.

          
	 	
                    
                      8.2. ábra. A formamid parciális töltései HF/6-31G** számítás alapján. A nitrogén a legnegatívabb, a szén a legpozitívabb.
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                      8.3. ábra. A formamid elektrosztatikus potenciál-térképe HF/6-31G** számítások alapján (kcal/molban). Látható, hogy az oxigén körüli negatív tartomány jóval nagyobb és negatívabb, mint a nitrogén körüli negatív lebeny.
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Nukleofil támadások vizsgálata a MEP alapján jóval nehezebb. A (8.20) formula negatív töltésre nem működik, mivel ekkor a kifejezés első tagja az atommagban végtelenné válik. Mindazonáltal az atommagoktól bizonyos távolságra, pl. a molekula van der Waals felülete körül, a MEP térkép alapján megjósolható a nukleofil reakciók iránya is. Az előbbi példára visszatérve a 8.3. ábra alapján az mondható el, hogy nukleofil támadás a szénatomon lehetséges, méghozzá a molekula síkjának irányából.
Végül el kell mondanunk, hogy noha a MEP-modellt eredetileg ponttöltésekre dolgozták ki, újabban véges rendszerekkel való kölcsönhatásokra is levezették. Mivel ilyenkor mindkét rendszer elektronsűrűség eloszlását explicit módon figyelembe veszik, poláris molekulák közötti reakciók (legalább is a reakciók kezdeti szakasza) is leírhatóvá válnak.

8.4. A molekulák alakja



Az elmúlt száz évben sokat változott a világ, és benne az elképzelésünk arról, hogyan is néz ki egy molekula. Mindazonáltal, a klasszikus vegyértékfogalom alapján még ma is sokak szeme előtt lebeg az a kép, melyben az atomokat kis vonalkák, „vegyértékek” kötik össze egymással. Más modellek az atomok relatív méretét és a Van der Waals-rádiuszokat veszik alapul, hogy a molekulát többé-kevésbé átlapoló gömbök alakjában képzeljék el (8.4. ábra).

          
	 	
                    
                      8.4. ábra. A vízmolekula néhány szokásos modellje.
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Próbáljunk a kvantummechanikai leírás alapján modellt adni! Modellünk alapja, szilárd váza pontokból atomagokból áll, melyeket az elektronok eloszlása, burka vesz körül. Az elektronsűrűség-eloszlás exponenciálisan csökken az atommagoktól távolodva. Ez látható a 8.5. ábrán, ahol egy hipotetikus kétatomos molekula (legyen pl. HCl) elektronsűrűségének változását tüntettük fel a molekula tengelye mentén. Felhívjuk a figyelmet az A atom elektronsűrűségén nyíllal jelölt tartományra. A lecsengő exponenciálison a kis „hupli” egy magányos elektronpárt képvisel. Amint látható, ez az elektronpár nem hoz létre maximumot az elektronsűrűség eloszlásában, legfeljebb csak egy kis „zavart” a csökkenő elektronsűrűségben. Mai tudásunk szerint a sűrűségnek csak az atommagokban van maximuma. [image: 8.4. A molekulák alakja]
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           Nem zárható ki olyan extrém elektronsűrűség melyben maximum nem csak a magon van. Egy speciális eset a  
          [image: 8.4. A molekulák alakja]
           molekula, amelyben a kötés közepén – bizonyos számítások szerint – létezik elektronsűrűség maximum. Az viszont kétségtelen, hogy  
          [image: 8.4. A molekulák alakja]
          -nek a magokon maximuma van.
        

          
	 	
                    
                      8.5. ábra. Elektronsűrűség-eloszlás két atom között. A nyíllal jelölt tartomány egy magányos elektronpár kissé eltúlzott hatását mutatja.
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A magoktól távolodva vajon hol vágjuk le az exponenciálist? Hol van az atomok vége? Ez nyilván megállapodás kérdése, ámde ettől függ a a molekula alakja!
A 8.6. ábrán a vízmolekula alakját, körvonalait próbáljuk megadni különböző elektronsűrűség-határok mellett. A 8.6a ábrán a burkolófelületet nagy elektronsűrűségnél választottuk. Csak az oxigén körül látható némi elektronfelhő, a hidrogén atommagok csupaszok. Az oxigén körüli felület ellipszoid alakú, jelezvén a molekula síkjára merőleges orientációjú magányos elektronpárt. Csökkentve a sűrűséghatárt, az oxigén körüli burkolófelület egyre hízik. A b) ábra azt a helyzetet mutatja, mikor a hidrogén-atommagok körül éppen megjelenik egy kis pamacs. Az oxigén körüli elektronfelhőn ekkor már látszik egy kicsiny deformáció. A c) ábrán az oxigén elektronburka tovább deformálódik, a hidrogének irányában a felületen egy-egy „pattanás” jelenik meg, és a hidrogének elektronburka is ovális alakú lesz. A d) ábrán a három különálló elektronfelhő eggyé olvad: kialakul a  [image: 8.4. A molekulák alakja] molekula. A következő ábra már egy nagyon vastag elektronburkot mutat, végül az f) ábrán – igen kis elektronsűrűséget véve határnak – a molekula már majdnem gömbszimmetrikus.

          
	 	
                    
                      8.6. ábra. A vízmolekula alakja különböző elektronsűrűség-határok mellett.
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A 8.7. ábrán hasonló sorozat látható az etilalkohol molekula esetében. Érdemes megfigyelni, hogy az oxigénhez kötődő hidrogén elektronfelhője később jelenik meg a színen, mint a többi hidrogéné, de sokkal gyorsabban fejlődik. Az e) ábrán már össze is olvad az oxigénével, tisztán jelezve azt a jól ismert kémiai tapasztalatot, hogy az OH csoport önálló funkciós csoportként működik. Az f) ábra alapján arra következtethetünk, hogy a  [image: 8.4. A molekulák alakja]- és  [image: 8.4. A molekulák alakja]-csoportok együttesen etil-csoportot alkotnak (ez is alátámasztja a kémiai tapasztalat). Az utolsó, a „táncoló kiskutya” ábrája azt a helyzetet mutatja, amikor az OH- és az etil-csoport egybeolvad.

          
	 	
                    
                      8.7. ábra. Az etilalkohol-molekula alakja különböző elektronsűrűségek mellett.
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Tovább csökkentve a határ-elektronsűrűséget a kiskutya egyre hízik, majd elveszti kutyaformáját, és végül úgy kigömbölyödik, hogy lényegében gömbalakúvá lesz. Kellően kis elektronsűrűséget választva, a határoló felület minden molekulára gömbszerű.6

8.5. Az elektronsűrűség topológiai analízise



Térjünk vissza a 8.2. pont utolsó gondolataihoz! A Mulliken populációs analízis során az elektronsűrűséget egyenlően osztjuk fel az atomok között. Eltünődve egy ilyen nyilvánvalóan teljesen önkényes lépésen, azonnal felvetődik a kérdés, vajon létezik-e a felosztásnak valamilyen természetesebb, reálisabb, a valóságos helyzetet jobban tükröző módja? Egyáltalában meg tudjuk-e mondani, hogy egy molekulán belül hol van az egyes atomok „határa”? E pontban ezekre a kérdésekre próbálunk válaszolni az elektronsűrűség topológiai analízise segítségével.
Gondolkodjunk el egy csöppet a Hohenberg–Kohn-tétel következményein! A tétel az elektronsűrűség központi szerepét mondja ki, minthogy az a mérhető fizikai mennyiségeket éppúgy meghatározza, mint a hullámfüggvény. Ez nagy szó, hiszen a  [image: 8.5. Az elektronsűrűség topológiai analízise] sokkal egyszerűbb függvény, mint a  [image: 8.5. Az elektronsűrűség topológiai analízise]! Amíg  [image: 8.5. Az elektronsűrűség topológiai analízise] változóinak a száma a rendszer részecskéinek a számától függ,  [image: 8.5. Az elektronsűrűség topológiai analízise] mindig csak három változós. Amíg  [image: 8.5. Az elektronsűrűség topológiai analízise] elvileg sem mérhető,  [image: 8.5. Az elektronsűrűség topológiai analízise] mérhető, megfigyelhető fizikai mennyiség.  [image: 8.5. Az elektronsűrűség topológiai analízise] közvetlen kapcsolatban áll a rendszer energiájával és geometriájával. Ráadásul, mivel a három dimenziós tér függvénye, lehetőség van arra is, hogy valamilyen módon a molekulán belüli atomi, ill. kötés-sajátságok szerint particionáljuk, és így megkülönböztessük pl. a molekula reaktív centrumait és egyéb karakterisztikus részeit.7
A  [image: 8.5. Az elektronsűrűség topológiai analízise] függvény előnyös tulajdonságai két irányban hasznosíthatók. Először is az MO-modell komoly alternatívájaként alkalmazható a molekulaszerkezet elektronsűrűségre alapozott modellje. A kettő közötti alapvető különbség az, hogy az elektronsűrűség valódi, mérhető sajátság,8 így az ebből következő modell kategóriái is jóval közelebb állnak a valósághoz, mint az MO-modell kétségkívül szemléletes fogalmai, melyeknek az alapja csupán egy közelítések sorozatából adódó mesterséges képződmény. A molekulaszerkezetnek az elektronsűrűség eloszláson alapuló modelljét Bader és munkatársai dolgozták ki a 80-as években. Ebben a pontban ezt a modellt ismertetjük. Másodszor pedig a HF-modell alternatívájaként kidolgozható az elektronsűrűségre alapozott számítási eljárás, melynek középpontjában nem a  [image: 8.5. Az elektronsűrűség topológiai analízise]-függvény, hanem a  [image: 8.5. Az elektronsűrűség topológiai analízise] áll. Ezt a módszert tárgyaljuk a 8.6. pontban.
Új modellünk alapja tehát a  [image: 8.5. Az elektronsűrűség topológiai analízise] elektronsűrűség. A 8.8. ábrán a  [image: 8.5. Az elektronsűrűség topológiai analízise] gyökkation elektronsűrűség-eloszlását láthatjuk a molekula síkjában (a metil kation planáris szerkezetű), az eddigiektől némileg eltérő módon ábrázolva. Az egyes pontokban az elektronsűrűség arányos a pont „magasságával”. Megfigyelhető, hogy az elektronsűrűség a magok helyén maximális, a legmagasabb hegycsúcs a szénatomhoz, a három kisebb a hidrogénekhez tartozik. Két szomszédos hegycsúcsot egy hegygerinc köt össze, ezt hívjuk maximális elektronsűrűségű (maximum electron density, MED) útnak. Különösen fontos pont a MED minimuma, mely a két atom közötti minimális elektronsűrűséget képviseli. Jól megfigyelhető az is, hogy MED út nem köt össze bármely két csúcsot, csak bizonyosakat, hiszen a hidrogének között sincs ilyen út.

          
	 	
                    
                      8.8. ábra. A metil kation elektronsűrűség-eloszlása.

                  	 



        

          
	 	
                    [image: 8.5. Az elektronsűrűség topológiai analízise]
                  	 



        
Próbáljuk ezután a molekulák szerkezetét a  [image: 8.5. Az elektronsűrűség topológiai analízise]kritikus pontjai segítségével jellemezni! Kritikus pontnak nevezzük  [image: 8.5. Az elektronsűrűség topológiai analízise] azon pontjait, melyekben az elektronsűrűség gradiense zérus:  
[image: 8.5. Az elektronsűrűség topológiai analízise]

 Ezek tehát a minimumok, maximumok és a különböző nyeregpontok, melyeket a második derivált segítségével válogathatunk szét. A háromdimenziós térben a második deriváltak egy  [image: 8.5. Az elektronsűrűség topológiai analízise]-as Hess-mátrixot adnak:  
[image: 8.5. Az elektronsűrűség topológiai analízise]

 melynek a sajátértékei döntik el a kérdéses pont jellegét. A kritikus pontot ezek után két adattal tudjuk jellemezni. [image: 8.5. Az elektronsűrűség topológiai analízise]

          
          
          [image: 8.5. Az elektronsűrűség topológiai analízise]
           Ugye emlékeztet az eljárás a potenciálfelület jellemzésére? Csahogy most jóval egyszerűbb, háromdimenziós térben dolgozunk.
        
Az első adat a Hess-mátrix rangja (mely megadja, hogy hány nem zérus sajátértéke van a mátrixnak), a második pedig a sajátértékek előjelét osztályozza. Ennek megfelelően a következő négyféle kritikus pont lehetséges:
(3,  [image: 8.5. Az elektronsűrűség topológiai analízise]) – Mindhárom sajátérték negatív,  [image: 8.5. Az elektronsűrűség topológiai analízise] lokális maximumában vagyunk (az atommagban)
(3,  [image: 8.5. Az elektronsűrűség topológiai analízise]) – Két negatív, egy pozitív sajátérték, azaz a kritikus pont két egymásra merőleges térirányból maximum, a harmadik irányból minimum. Ez jellemzi pl. a MED út minimumát. Ez a pont a kötésirányban az elektronsűrűség minimumával jellemezhető, de a kötésirányra merőleges irányokból elektronsűrűség maximális. Ilyen pont létezése a kovalens kémiai kötés szükséges feltétele, ezért a kötés kritikus pontjának nevezzük és  [image: 8.5. Az elektronsűrűség topológiai analízise]-vel jelöljük.
(3, 1) – Két pozitív, egy negatív sajátérték, azaz a kritikus pont két merőleges térirányból minimum, a harmadik irányból maximum. Gyűrűs vegyületekben a gyűrű közepe táján található ilyen kritikus pont. E pontban az elektronsűrűség a gyűrűre merőleges irányból maximális, de a gyűrű síkjában bármely irányból minimális. Az ilyet a gyűrű kritikus pontjának ([image: 8.5. Az elektronsűrűség topológiai analízise]) nevezzük.
(3, 3) – Három pozitív sajátérték azt jelenti, hogy az elektronsűrűség lokális minimumában vagyunk. Ilyen pontot „kalitka” alakú molekulák belsejében találhatunk, és ezért a kalitka kritikus pontjának ([image: 8.5. Az elektronsűrűség topológiai analízise]) nevezzük.
Vizsgáljuk meg kicsit részletesebben az elektronsűrűség-gradiensek irányát! A gradiens mindig abba az irányba mutat, amerre a növekedés maximális. Természetesen  [image: 8.5. Az elektronsűrűség topológiai analízise] is háromváltozós térbeli függvény. A tér valamely pontjából az adott ponthoz tartozó gradiens vektor irányába elindulva egy utat, ösvényt jelölhetünk ki. Ezeket a gradiens ösvényeket látjuk feltüntetve a 8.9. ábrán, ugyancsak a metil kationra. Jobban szemügyre véve a gradiens irányokat, három különböző típusú ösvény ismerhető fel. Az első, leggyakoribb típus az, mely a tér valamely pontjából kiindulva  [image: 8.5. Az elektronsűrűség topológiai analízise] egy maximumban, azaz egy atommagban végződik. A második típus kiindulási pontja egy (3,  [image: 8.5. Az elektronsűrűség topológiai analízise]) jellegű kötés kritikus pont, végpontja valamelyik atommag. Az ábrán is látható, hogy egy kötés kritikus pontjából (melyet  [image: 8.5. Az elektronsűrűség topológiai analízise] jelöl az ábrán) csak két ösvény indulhat, mégpedig a két, kötésben részvevő atom magjának irányába. A két görbe együttesen megfelel a MED útnak. A harmadik típusba azon pályagörbék kerülnek, melyek végpontja egy kötés kritikus pontja, és az atomok között valahol a végtelenből indulnak.

          
	 	
                    
                      8.9. ábra. A metil kation gradienstérképe.
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Látható, hogy egy-egy atommag, mint egy-egy vonzási centrum, gyűjti magába a gradiens pályagörbéket. A tér mindazon részét, melyből kiinduló gradiens ösvények ugyanazon atommagban végződnek, az illető atom medencéjének hívjuk. Az egyes atomi medencéket éppen a harmadik fajta gradiens pályák választják el egymástól. Ezek ugyanis három dimenzióban egy-egy felületet képeznek (melyekből a 8.9. ábrán csupán egy-egy görbe látszik). Ezekre a felületekre az jellemző, hogy minden pontjukban a felület normálisa (az adott pontban a felületre merőleges vektor) és a gradiens vektor egymásra merőleges. Más szavakkal a felület egyetlen pontját sem metszi a  [image: 8.5. Az elektronsűrűség topológiai analízise] vektor, azaz  
[image: 8.5. Az elektronsűrűség topológiai analízise]

 E felületek tehát egyértelműen és élesen elválasztják egymástól a tér egyes részeit, természetes definíciót adván a molekulán belül az atomokra: az atomot egy vonzási centrum (atommag) és a hozzátartozó vonzási körzet (az atom medencéje) képviseli. A 8.9. ábrán látható, hogy szó sincs gömbszimmetrikus atomokról, az így definiált atomok alakja rendkívül furcsa, és nagyon változatos.
Ha már megtaláltuk az atomot egy molekulán belül, képesek vagyunk molekulán belüli atomi tulajdonságokat is definiálni. Így új definiciónk van az atomon levő elektronszámra és az atomi töltésre is, előbbi az elektronsűrűség atomi medencén vett integrálja, utóbbi pedig a magtöltés és az atom töltése közötti különbség.
A kovalens kötés jellemzésére érdemes részletesen megvizsgálni a MED utat és a rajta fekvő kritikus pontot. A 8.9. ábra alapján is levonható a következtetés, hogy a kovalens kötés létezésének szükséges és elégséges feltétele a két szóbanforgó atom közötti  [image: 8.5. Az elektronsűrűség topológiai analízise] kritikus pont jelenléte. Ez egyenértékű azzal, hogy a két atom között negatív töltés halmozódik fel, és kiegyenlíti a magok taszító hatását. Látható, hogy ilyen töltés-sűrűsödés nincs a hidrogének között, csak a szén- és hidrogénatomok között. Ezért az  [image: 8.5. Az elektronsűrűség topológiai analízise] kritikus pontból induló, és a kötésben levő atomok magjában végződő két utat együttesen a kötés útjának nevezzük. A kötés-utak teljes hálózata együttesen a molekula szerkezetét adja. [image: 8.5. Az elektronsűrűség topológiai analízise]

          
          
          [image: 8.5. Az elektronsűrűség topológiai analízise]
           Meg kell különböztetnünk a 
          molekula szerkezetét
           és a 
          molekula geometriáját
          . Az elso általánosabb fogalom, mely a magok elmozdulásától független, tehát nem csak a minimumban érvényes. A molekula szerkezete csak akkor változik, ha az atomok elmozdulása során valamely kritikus pont megváltozik, keletkezik, vagy eltunik. Ugyanakkor a magok bármely elmozdulásához új molekulageometria tartozik.
        
A kovalens kötés fenti definíciója a kötés további jellemzésére ad módot. Az  [image: 8.5. Az elektronsűrűség topológiai analízise] kritikus pontban az elektronsűrűség értéke ([image: 8.5. Az elektronsűrűség topológiai analízise]) a kötés erősségének, vagy a kötésrendnek a mértéke, a sűrűségeloszlás anizotrópiája pedig jellemző lehet a  [image: 8.5. Az elektronsűrűség topológiai analízise]-kötés jelenlétére, ill. mértékére. Ha  [image: 8.5. Az elektronsűrűség topológiai analízise]-ben a Hess-mátrix két negatív sajátértéke egyenlő, azaz  [image: 8.5. Az elektronsűrűség topológiai analízise], akkor a kötés hengerszimmetrikus. Az ilyen kötés vagy egyeskötés, vagy hármaskötés, de az utóbbira jóval nagyobb  [image: 8.5. Az elektronsűrűség topológiai analízise] jellemző. Ha  [image: 8.5. Az elektronsűrűség topológiai analízise], akkor az elektronsűrűség a kötéstengelyre merőleges síkban ellipszis alakú. A  [image: 8.5. Az elektronsűrűség topológiai analízise]-kötés mértékének becslésére definiálhatjuk a kötés ellipticitását, melynek értéke kettőskötések esetén 0,4-0,6 körüli:  
[image: 8.5. Az elektronsűrűség topológiai analízise]

 Természetesen a kötés útja nem feltétlenül esik egybe a kötésben levő atomok geometriai tengelyével. Ez a tény lehetőséget teremt arra, hogy a kötések feszültségét kvantitatív módon jellemezzük, hiszen a két különböző út hosszának a különbsége arányos a kötés feszüléssel.
A 8.1. táblázat néhány C–C és C–P kötést tartalmazó molekula jellemző kötés-adatait mutatja HF/6-31G* számítások alapján.

          
	 	
                    
                      8.1. táblázat. Néhány C–C és P–C kötés kritikus pontjának jellemzői.
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Lássunk néhány példát a modell használhatóságára!

          
	 	
                    
                      8.10. ábra. A kritikus pontok változása a ciklopropán gyűrűnyílása során.
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1. A 8.10. ábra a ciklopropán gyűrű deformálása során a kritikus pontok mozgását, valamint az x-tengely mentén az elektronsűrűség változását illusztrálja. Az első ábra az egyensúlyi helyzetet mutatja. A gyűrű szabályos háromszög alakú, mindhárom atom között létezik  [image: 8.5. Az elektronsűrűség topológiai analízise] pont ([image: 8.5. Az elektronsűrűség topológiai analízise] ), sőt, a gyűrű közepén egy  [image: 8.5. Az elektronsűrűség topológiai analízise] (*) kritikus pont is található. Ennek létezését az elektronsűrűség diagrammon látható minimum bizonyítja. A szaggatott vonalak az egyes atomok medencéit határolják. Kezdjük most távolítani egymástól az x-tengely alatti és feletti szénatomokat! Ennek hatása látható a következő ábrán. Az  [image: 8.5. Az elektronsűrűség topológiai analízise] pont helyzete a gyűrű közepétől kifelé tolódik, a hozzátartozó elektronsűrűség nő (a minimum mélysége csökken). Érdekes helyzetet mutat a harmadik ábra. A két szénatom további távolítása során az  [image: 8.5. Az elektronsűrűség topológiai analízise] pont elérte az  [image: 8.5. Az elektronsűrűség topológiai analízise] pontot, az x-tengely menti elektronsűrűség eloszlásnak nincs minimuma, csak inflexiós pontja. Ez az a pillanat, amikor a gyűrű felnyílik. Végül az utolsó ábrán látható, hogy az inflexiós pont is eltűnt, és vele együtt a két szénatom közötti kötés kritikus pontja – és ezáltal a kötés is.
2. Vizsgáljuk meg az alábbi protonvándorlási reakció mechanizmusát!  
[image: 8.5. Az elektronsűrűség topológiai analízise]

 A 8.11. ábra az átrendeződés mozzanatait mutatja a kritikus pontok változásainak fényében. Az átrendeződés során a H–C kötés kritikus pontja együtt mozog a hidrogénatommal. Eközben az eredeti lineáristól a kötés útja erősen torzul, de ennek ellenére egészen 72,1 fokig a kötés kritikus pontja megmarad, azaz a hidrogén a szénhez kapcsolódik. Ugyanakkor 72,4 foktól 180 fokig a hidrogén már a nitrogénhez kötődik, azaz e két atom között található meg a kritikus pont és a kötés útja. A harmadik kép azt az instabilis állapotot mutatja – valahol 72,1 és 72,4 fok között – amikor a hidrogén egyik atomhoz sem tartozik, ehelyett a kötés útja a C–N kötés kritikus pontjába tart. Az átmenet – a H–C kötés szakadása és a H–N kötés képződése – tehát egy hirtelen és ugrásszerű mozzanat, mely alatt a H atom csupán infinitézimálisan mozdul el.

          
	 	
                    
                      8.11. ábra. Szerkezeti változások a  [image: 8.5. Az elektronsűrűség topológiai analízise] izomerizációs reakcióban.

                  	 



        

          
	 	
                    [image: 8.5. Az elektronsűrűség topológiai analízise]
                  	 



        
Amint az eddigiekből (reményeink szerint) világossá vált, a  [image: 8.5. Az elektronsűrűség topológiai analízise] elektronsűrűség és gradiense számos hasznos információt nyújt, és gyógyírként szolgálhat az előző fejezetek során alaposan szétzilált szemléletünk számára. Mindazonáltal nem mindig tükrözi egyértelműen a molekula szerkezetét és a finomabb szerkezeti faktorok különbségeit a molekula egyes részei között. Alig észlelhetők a magányos elektronpárok, nehéz értelmezni a molekula stabilitását, illetőleg különböző részeinek különböző reakciókészségét. Pedig mindez nyilvánvalóan benne van a  [image: 8.5. Az elektronsűrűség topológiai analízise]-ben – csak éppen nehéz belőle kihámozni. Fel kell tehát erősíteni a tér különböző pontjaiban az elektronsűrűség finom változásait. Erre alkalmas a második derivált, mely felfogható úgy, mint egy függvény hepe-hupáinak a mértéke. A térbeli  [image: 8.5. Az elektronsűrűség topológiai analízise] függvény esetén definiálható a  [image: 8.5. Az elektronsűrűség topológiai analízise] függvény, az ún. Laplace-tér, melynek minden pontjához az adott ponthoz tartozó Hess-mátrix sajátértékeinek összegét (a Hess-mátrix karakterét) rendeljük. A  [image: 8.5. Az elektronsűrűség topológiai analízise] függvény legfőbb értéke az, hogy a  [image: 8.5. Az elektronsűrűség topológiai analízise]-hez viszonyítva az „érdekes” pontok száma megtöbbszöröződik. Éles minimumok és maximumok jelennek meg ott ahol a lankás  [image: 8.5. Az elektronsűrűség topológiai analízise] csupán helyi fluktuációt, kisebb sűrűsödést-ritkulást mutat. Ha a molekula adott pontján elektronok koncentrálódnak (pl. egy magányos elektronpárban), a molekula más helyén ritkulás várható. Így lokalizálhatók az elektrofil, vagy a nukleofil támadási pontok.  [image: 8.5. Az elektronsűrűség topológiai analízise] negatív, ahol az elektronok koncentrálódnak és pozitív, ahol ritkulnak. A  [image: 8.5. Az elektronsűrűség topológiai analízise] adott pontbeli értékét Laplace-koncentrációnak nevezik.
A 8.12. ábra a HCNO-molekula elektronsűrűségét, valamint Laplace-koncentrációját mutatja. Amíg a  [image: 8.5. Az elektronsűrűség topológiai analízise] eloszlásán a négy maximumon kívül még a sasszeműek sem fedezhetnek fel túl sokat, a Laplace-tér részletes és informatív. Látható az oxigén melletti magányos pár (lp), a kötőpárok (bp) az atomok között, látszik, hogy elektrofil ágens a molekulatengely irányából az oxigénnel reagálhat és a molekula tengelyére merőleges irányból a szénen keletkezett „lyuknál” lehetséges nukleofil támadás. Ez az elméleti háttere annak a jól ismert ténynek, hogy a HCNO a szerves kémiában mint 1,3-dipolarofil különböző cikloaddiciós reakciókban vehet részt.

          
	 	
                    
                      8.12. ábra. A HCNO elektronsűrűsége és Laplace-eloszlása.

                  	 



        

          
	 	
                    [image: 8.5. Az elektronsűrűség topológiai analízise]
                  	 



        

8.6. A sűrűségfunkcionál-elmélet alapjai



A Hohenberg–Kohn-tétel lehetővé teszi, hogy a hullámfüggvényen alapuló számításokat olyan módszerrel váltsuk fel, melynek alapja az elektronsűrűség. E módszer a sűrűségfunkcionál elmélet (density functional theory, DFT), mely a 90-es években igen nagy népszerűségre tett szert viszonylag csekély számításigénye és meglepően jó eredményei miatt.
A DFT módszer fő kérdése az, hogy adott részecskeszám mellett hogyan számítható az alapállapot sűrűsége, ha az elektronokra ható külső potenciált ismerjük. Figyelmünk középpontjában most az elektronok eloszlása áll. Amíg eddig egy molekulát úgy építettünk fel, hogy a térben elhelyezett, rögzített atommagokra „ráhúztuk” az elektronfelhőt, most megfordítjuk a képet. Először az n elektronból álló felhőt képzeljük el, majd ebbe az „elektrongázba” merítjük a magokat. Ezek hatását az elektrongázra, mint külső potenciált tekintjük, és e szerint csoportosítjuk a rendszer egyes kölcsönhatásait is.
Írjuk fel az energia várható értékét, mint a sűrűség funkcionálját! [image: 8.6. A sűrűségfunkcionál-elmélet alapjai]

          
          
          [image: 8.6. A sűrűségfunkcionál-elmélet alapjai]
           A mag–mag taszítást, melynek értéke konstans, a további tárgyalásból „kifelejtjük”.
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 A  [image: 8.6. A sűrűségfunkcionál-elmélet alapjai] külső potenciál  [image: 8.6. A sűrűségfunkcionál-elmélet alapjai] energia-járuléka (4.15) alapján a sűrűséggel kifejezhető. Felhasználva, hogy mindegyik elektronra ugyanaz a v(r) külső potenciál hat, kapjuk a  
[image: 8.6. A sűrűségfunkcionál-elmélet alapjai]

 formulát és ennek alapján a  
[image: 8.6. A sűrűségfunkcionál-elmélet alapjai]

 kifejezést. Az energiafunkcionál ezzel a következő alakba írható:  
[image: 8.6. A sűrűségfunkcionál-elmélet alapjai]

 ahol a most bevezetett  
[image: 8.6. A sűrűségfunkcionál-elmélet alapjai]

 ún. Hohenberg-Kohn-funkcionál a külső potenciáltól független, és kizárólag a részecskeszámtól függ, ezért adott részecskeszám mellett univerzális mennyiség, azaz tekintet nélkül a molekula típusára mindig ugyanaz. Az  [image: 8.6. A sűrűségfunkcionál-elmélet alapjai] két részből áll, a kinetikus energia-funkcionálból, valamint az elektrontaszítási funkcionálból. Ez utóbbi is két tagot tartalmaz, egy klasszikus elektrontaszítási, és egy nem-klasszikus kicserélődési tagot, melyekkel már találkoztunk a Hartree–Fock-energia kifejezésben.
A sűrűség meghatározásának lehetőségét a második Hohenberg–Kohn-tétel nyújtja. E szerint létezik egy  [image: 8.6. A sűrűségfunkcionál-elmélet alapjai] energiafunkcionál, melyre igaz, hogy ha  [image: 8.6. A sűrűségfunkcionál-elmélet alapjai] az adott rendszer alapállapotának a sűrűsége, és  [image: 8.6. A sűrűségfunkcionál-elmélet alapjai] az alapállapot energiája, akkor  [image: 8.6. A sűrűségfunkcionál-elmélet alapjai] bármely  [image: 8.6. A sűrűségfunkcionál-elmélet alapjai] „próba”-sűrűségre, és  [image: 8.6. A sűrűségfunkcionál-elmélet alapjai].
Variációs probléma előtt állunk tehát, keressük a (8.27) energiafunkcionál minimumát a részecskeszám állandóságát előíró (8.4) mellékfeltétel alkalmazása mellett:  
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 melyből a  
[image: 8.6. A sűrűségfunkcionál-elmélet alapjai]

 egyenletek adódnak (ahol a Lagrange-multiplikátor). Az – egyébként egzakt – megoldás egyetlen, de sajnos áthághatatlan akadálya, hogy az  [image: 8.6. A sűrűségfunkcionál-elmélet alapjai]-ban szereplő  [image: 8.6. A sűrűségfunkcionál-elmélet alapjai]-t nem ismerjük. Ha sikerülne  [image: 8.6. A sűrűségfunkcionál-elmélet alapjai]-ra valamilyen használható formulát nyerni, az eljárás máris alkalmazható lenne. Mi több, mivel F univerzális, az eljárás bármely n-elektronos rendszerre alkalmazható lenne. A  [image: 8.6. A sűrűségfunkcionál-elmélet alapjai] egzaktul számítható, nehézség csak a  [image: 8.6. A sűrűségfunkcionál-elmélet alapjai]-val lehet, melyre csupán közelítő formulákat ismerünk.
A probléma áthidalására Kohn és Sham fejlesztettek ki egy szellemes eljárást, mely a DFT-módszert lehetőségből a szigorú számítások praktikus eszközévé változtatta.
Képzeljünk el egy olyan „nem kölcsönható” referencia rendszert, melyben nincs az elektronok között semmilyen kölcsönhatás, és melynek az alapállapotához tartozó sűrűsége ennek ellenére pontosan olyan, mint a kölcsönható rendszeré. (A Hohenberg–Kohn-tételből következően nyilván a külső potenciál más, mint az eredeti rendszerben.) Az ilyen rendszer Schrödinger-egyenlete – lévén az elektronok közötti zűrös kölcsönhatást kilőttük – automatikusan szétesik egyelektronos egyenletekre és ezért a hullámfüggvényét egy determináns-hullámfüggvény immár nem közelítőleg, hanem pontosan leírja. A determinánsban szereplő egyelektronos hullámfüggvényekkel pedig a sűrűség kifejezhető:  
[image: 8.6. A sűrűségfunkcionál-elmélet alapjai]

 Ebben a rendszerben az egzakt kinetikus energiafunkcionál a következő alakú:  
[image: 8.6. A sűrűségfunkcionál-elmélet alapjai]

 Természetesen ez nem a kölcsönható rendszer pontos kinetikus energiafunkcionálja, de sebaj, használjuk helyette (annál is inkább, mert nem sokban tér el az igazitól), és az  
[image: 8.6. A sűrűségfunkcionál-elmélet alapjai]

 különbséget (mely tartalmazza az elektronkorreláció egy részét) vonjuk össze a kicserélődési résszel:  
[image: 8.6. A sűrűségfunkcionál-elmélet alapjai]

 ahol most  [image: 8.6. A sűrűségfunkcionál-elmélet alapjai] jelenti a  [image: 8.6. A sűrűségfunkcionál-elmélet alapjai]-ből a klasszikus Coulomb-tagot,  [image: 8.6. A sűrűségfunkcionál-elmélet alapjai] pedig az ún. kicserélődési-korrelációs funkcionál. Ezáltal a (8.30) feladat így módosul:  
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 ahol  
[image: 8.6. A sűrűségfunkcionál-elmélet alapjai]

 és melyben  [image: 8.6. A sűrűségfunkcionál-elmélet alapjai] az elektronok közötti Coulomb potenciált,  [image: 8.6. A sűrűségfunkcionál-elmélet alapjai] a kicserélődési és korrelációs potenciált jelképezi. A  [image: 8.6. A sűrűségfunkcionál-elmélet alapjai] tehát számítható,  [image: 8.6. A sűrűségfunkcionál-elmélet alapjai] sűrűségfüggése a klasszikus elektrosztatikából ismert:  
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 most már „csak”  [image: 8.6. A sűrűségfunkcionál-elmélet alapjai]-t kellene meghatározni. Mindazonáltal a feladat ebben az irányban nem egyszerűsödött. Jóval egyszerűbbé lesz azonban, ha másként kérdezünk: Hogyan kell megválasztani a  [image: 8.6. A sűrűségfunkcionál-elmélet alapjai] egyelektronos függvényeket, hogy az energia várható értéke minimális legyen? Minthogy  [image: 8.6. A sűrűségfunkcionál-elmélet alapjai] egyelektronos, a variációs elv alapján következik:  
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 Lám, milyen ismerős szerkezet! Hát még ha elvégezzük az ilyenkor szinte kötelező (6.6)-tal analóg hasonlósági transzformációt, melynek eredményképpen kapjuk a „kanonikus” Kohn–Sham-egyenleteket: 
[image: 8.6. A sűrűségfunkcionál-elmélet alapjai]

Mintha csak egy Hartree–Fock-számításról lenne szó. Csupán az SCF iterációs sémát kell elővennünk és a módszer már működik is. Micsoda szerencse, még programozni sem szükséges: a régóta működő Hartree–Fock-programok minimális változtatással használhatók! Lám, máris megtaláltuk a DFT-módszerek óriási népszerűségének egyik okát.
Valóban, a formai hasonlóság a HF-egyenletekkel tökéletes. A tartalom azonban alapvetően más. A  [image: 8.6. A sűrűségfunkcionál-elmélet alapjai] potenciál egyszerű szorzó operátor, a HF-egyenletekben szereplő pedig egy bonyolult integráloperátor. Ellentétben a HF-egyenletekkel, a (8.38) egzakt, semmilyen közelítést sem tartalmaz, és egyenértékű (8.34)-gyel. Azt is mondhatjuk, hogy a Hartree–Fock-elmélet a sűrűségfunkcionál elmélet egy olyan speciális esete, melyben az  [image: 8.6. A sűrűségfunkcionál-elmélet alapjai]-ből a korrelációs tagot elhagyjuk, a kicserélődési tagot pedig a cserélődési integrállal helyettesítjük. A (8.38) egyenletet az SCF módszer szerint kezelhetjük, tehát iteratív úton kapjuk az optimális Kohn–Sham-pályákat. A Kohn–Sham-pályákhoz semmilyen fizikai kép sem rendelhető, sőt – a HF módszerrel ellentétben – még a belőlük szerkesztett determinánshoz sem!9 Az egyedüli mennyiség, melynek fizikai értelme van, az elektronsűrűség, melyet viszont a Kohn–Sham-pályákból számíthatunk (8.31) szerint. Ha a sűrűséget már ismerjük, a rendszer energiája (8.24) alapján könnyen kifejezhető:  
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 Látható, hogy a DFT-számítások elterjedésének és népszerűségének egyik oka az SCF-formalizmus alkalmazhatósága. Persze a népszerűséghez az is szükséges, hogy a módszer jó eredményeket szolgáltasson. Legfájóbb pontunk az  [image: 8.6. A sűrűségfunkcionál-elmélet alapjai] kicserélődési-korrelációs funkcionál, melyet továbbra sem ismerünk, és amelynek minél jobb becslésén áll, vagy bukik a módszer.
Első közelítésben kipróbálhatjuk, hogy mit kapunk, ha a teljes  [image: 8.6. A sűrűségfunkcionál-elmélet alapjai] funkcionált elhagyjuk. Ekkor jutunk a Thomas és Fermi által vizsgált modellhez, mely végtelen számú elektron esetén valóban pontos, molekuláris rendszerekre azonban nem használható. Az így számított sűrűség a végtelenben nem tűnik el, az atommagokban ([image: 8.6. A sűrűségfunkcionál-elmélet alapjai]) pedig értéke végtelen. Ennél jobb közelítésre van szükségünk.
Válasszuk szét az  [image: 8.6. A sűrűségfunkcionál-elmélet alapjai] funkcionált egy kicserélődési és egy korrelációs részre:  
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 Az  [image: 8.6. A sűrűségfunkcionál-elmélet alapjai] kicserélődési funkcionál egzakt alakját homogén elektrongázra Dirac már 1930-ban levezette:  
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 Ezt a formulát – mely természetesen a valóságos rendszer kicserélődési funkcionálját csak közelíti – használjuk az ún. lokális sűrűség közelítésen (local density approximation, LDA) alapuló módszerekben. (Nyílt héjú rendszerekben, amikor az  [image: 8.6. A sűrűségfunkcionál-elmélet alapjai] és  [image: 8.6. A sűrűségfunkcionál-elmélet alapjai] elektronok sűrűsége nem azonos, az eljárást lokális spinsűrűség-közelítésnek – local spin density approximation, LSDA – nevezzük.) Amennyiben a korrelációs tagot elhagyjuk, nyerjük a Slater és Gáspár által kidolgozott  [image: 8.6. A sűrűségfunkcionál-elmélet alapjai] módszert, melyet a 70-es években elsősorban a szilárdtestfizikában elterjedten használtak. A korrelációs tag számítására Vosko, Wilk és Nusair dolgozott ki egy sorozat, az LSD közelítésen alapuló funkcionált. Ezeket általában VWN-funkcionáloknak nevezik.
Az LSD közelítésen alapuló funkcionálok használata egyszerű, eredményességük azonban kérdéses. Az elektronsűrűség természetesen nem homogén, az inhomogenitásokat valahogy figyelembe kell venni. Ennek legegyszerűbb módja az ha a funkcionált formálisan sorbafejtjük a sűrűség szerint. Más szavakkal, figyelembe vesszük a funkcionáloknak nemcsak  [image: 8.6. A sűrűségfunkcionál-elmélet alapjai]-tól való függését, hanem azok deriváltjaitól,  [image: 8.6. A sűrűségfunkcionál-elmélet alapjai]-tól,  [image: 8.6. A sűrűségfunkcionál-elmélet alapjai],...-tól való függését is. Az így származtatott formulákat nemlokális, vagy gradienssel korrigált funkcionáloknak nevezzük.
Az első gradienssel korrigált kicserélődési funkcionált a 80-as években dolgozták ki. A mára már számos ismert változat közül talán a Becke által 1988-ban kidolgozott formula a legismertebb:  
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 melyben b egy empírikusan illesztett paraméter és x tartalmazza az elektronsűrűség gradiensét:  
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 Könnyen belátható, hogy amennyiben a gradiens eltűnik, (8.40) az LSDA közelítéshez tart. Hasonló kifejezést javasolt Perdew és Wang 1986-ban (PW86), melyben három empírikus paraméter gondoskodik a formula megfelelő működéséről.
Az utóbbi években számos gradienssel korrigált korrelációs funkcionált is kidolgoztak, melyek közül a legnépszerűbbek a Lee, Yang és Parr (LYP), a Perdew (P88) és a Perdew és Wang (PW91) által kifejlesztett formulák. Ezek nem túl bonyolult de meglehetősen nagy helyigényű képletek, ezért eltekintünk a bemutatásuktól.
Az egyelektronos modellben a HF módszer egzakt formulát ad a kicserélési funkcionál számítására. Ha tehát egy nem kölcsönható rendszert tekintünk (melyben nincs elektronkorreláció), a Kohn–Sham-pályákból alkotott determináns hullámfüggvény a rendszer egzakt sajátfüggvénye, a kicserélődési energia pedig a HF-elmélet alapján pontosan számítható. Ez az alapja a hibrid módszereknek melyekben  [image: 8.6. A sűrűségfunkcionál-elmélet alapjai] számítására a HF kicserélődési és a DFT kicserélődési-korrelációs funkcionál valamilyen kombinációját alkalmazzák:  
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 Megemlíthetjük pl. Becke három paraméteres hibrid funkcionálját melynek a felhasznált korrelációs funkcionál szerint különböző verziói ismeretesek, pl. az alábbi, mely a PW91 funkcionált tartalmazza:  
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 vagy a ma talán legnépszerűbb B3LYP-módszert, mely a fentihez hasonló módon foglalja magában a Lee–Yang–Parr-funkcionált. A formulában használt  [image: 8.6. A sűrűségfunkcionál-elmélet alapjai],  [image: 8.6. A sűrűségfunkcionál-elmélet alapjai] és  [image: 8.6. A sűrűségfunkcionál-elmélet alapjai] mennyiségek a kísérleti ionizációs energiákhoz, proton affinitásokhoz és atomizációs energiákhoz illesztett empírikus állandók.
A fontosabb funkcionálokat ma már minden valamire való kvantumkémiai programcsomag tartalmazza, így használatukat semmi sem korlátozza. Az aktuális DFT számítást az alkalmazott bázison kívül éppen e funkcionálok használatával lehet specifikálni. Például a BLYP/6-31G* módszer Becke (8.40) funkcionálját használja a Lee, Yang és Parr-féle korrelációs funkcionállal, vagy a BP86/6-31G* módszerben a P88 korrelációs és a Becke-féle kicserélődési funkcionált kombinálják – mindkét esetben a 6-31G* bázis mellett.
A fentiek alapján a funkcionálok fejlesztési iránya jól nyomon követkető. Új funkcionálok keresgéléséhez persze a hullámfüggvény alapú módszerek is szóba jöhetnek. Egyre pontosabb új funkcionálokat pontos elektronsűrűségek segítségével lehet gyártani. Pl. egy CCSD(T) számításból nyert sűrűségből kiindulva keresünk egy sorozat olyan Kohn–Sham-orbitált, mely ugyanazt a sűrűséget adja és ebből próbálunk következtetni  [image: 8.6. A sűrűségfunkcionál-elmélet alapjai]-re.
Az utóbbi években a különböző funkcionálok pontosságát, használhatóságát és megbízhatóságát számos munkában tesztelték. A 8.2. táblázat egy ilyen vizsgálat eredményét mutatja, melyben különböző szénhidrogéneknek néhány jól ismert funkcionállal számított képződéshőit láthatjuk.10 Az eredmények alapján talán a B3LYP- és a BPW91 módszerek kicsivel jobbnak mutatkoznak a többinél, ám az eltérés egyik funkcionál esetén sem akkora, hogy – pusztán az ismertetett eredményekre támaszkodva – egyértelmű következtetést vonhassunk le.

          
	 	
                    
                      8.2. táblázat. Számított [image: 8.6. A sűrűségfunkcionál-elmélet alapjai] és mért képződéshők (kcal/mol-ban).
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	 	S. J. Mole, X. Zhou, R. Liu, J. Phys. Chem., 100, 14665 (1996) alapján.	 
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           B = Becke kicserélődési funkcionálja, B3 = Becke háromparaméteres hibrid funkcionálja, LYP = Lee–Yang–Parr-korrelációs funkcionál, PW91 = Perdew–Wang, korrelációs funkcionál, P86 = Perdew korrelációs funkcionál 1986-ból.
        
A DFT módszer ma már széles körben elfogadottá vált. Eredményei összemérhetők az MP2 eredményekkel, számítási időigénye a HF módszeréhez van közel. Mivel az elektronkorrelációt implicit módon magában foglalja, nincs szüksége az egydeterminánson túli determinánsokra, azaz virtuális pályákra. Ebből következően a bázis méretére nem annyira érzékeny, mint a magas szintű poszt-HF-számítások. Számítógépes algoritmusa a HF-módszerhez hasonlóan viszonylag egyszerűen lineárissá tehető a bázisfüggvények számával, [image: 8.6. A sűrűségfunkcionál-elmélet alapjai] ezáltal nagy rendszerek számítására – akár 1000 atomig – is alkalmasnak látszik. Természetesen számos hátrányt is tudomásul kell vennünk. A hullámfüggvényen alapuló módszerek használata során pontosan tudjuk, hogy milyen messze vagyunk az egzakt Schrödinger-egyenlet megoldásától, ezért a módszer hibája becsülhető, és azt is tudjuk, hogy milyen módon lehet a hibát csökkenteni. Az egzakt kicserélődési-korrelációs funkcionált nem ismerjük, és így azt sem tudhatjuk, hogy a gyakorlatban használt funkcionálok milyen távol vannak a valóditól. A DFT-módszerek megbízhatóságára tehát semmilyen elvi információnk nincs. Egy új funkcionál használhatóságát csakis a gyakorlat bizonyíthatja. Tudjuk, hogy a számítási igény a korrelációs energia minél pontosabb figyelembe vételével exponenciálisan nő. Ennek alapján az is elképzelhető, hogy a DFT-módszerek számítási igénye ugyanilyen mértékben nő az egyre pontosabb (és ezért egyre bonyolultabb) funkcionálokkal.
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           L. G. E. Scuseria, 
          J. Phys. Chem.
          , 
          103
          , 4782–4790 (1999).
        
Látjuk azt is, hogy az egyes funkcionálok empírikus paramétereket is tartalmaznak. Ezeket a paramétereket különböző kísérleti adatok segítségével állítják be. Felmerül ezért a kérdés, vajon a DFT ab initio módszer-e, avagy inkább sorolható a (9. fejezetben ismertetett) félempírikus módszerekhez? Amennyiben az „ab initio” megjelölés azt jelenti, hogy nem tartalmaz empírikus paramétereket, akkor (az LSDA kivételével) a DFT módszerek bizonyosan nem ab initio módszerek. Ám még ebben az esetben is feltétlenül érzékelnünk kell a különbséget a DFT és egy „valódi” félempírikus modell között. Például a 9. fejezetben részletezett PM3 modellben minden egyes atomhoz 18 empírikus paramétert rendelünk, amíg a DFT-funkcionálok legfeljebb 1-3 paramétert használnak – az egész periódusos rendszerre. Ha azonban az ab initio elnevezés azt jelenti, hogy elméletünk pusztán alapvető fizikai elvekből kiindulva elvileg képes az egzakt eredményt produkálni, a DFT-nek dukál a jelző, hiszen csupán csak arról van szó, hogy még nem ismerjük a pontos funkcionál alakját.
A fentiekből talán érzékelhető, hogy a DFT módszer és a hullámfüggvényen alapuló elmélet ugyanazon problémának két különböző megoldása. Logikus vágyálom, hogy próbáljuk a kettő előnyös tulajdonságait ötvözni a módszerek hibái nélkül. Erről szól az ún. ab 11 initio sűrűségfunkcionál-elmélet, amely jelenleg még kidolgozás alatt áll.

8.7. A sűrűségfunkcionál-elméletből következő kémiai fogalmak



A (8.30) egyenlet kristálytisztán és egzaktul megadja egy molekuláris rendszer elektronsűrűségét, így joggal mondható, hogy a Schrödinger-egyenlettel egyenértékű. Minthogy azonban a  [image: 8.7. A sűrűségfunkcionál-elméletből következő kémiai fogalmak] nem ismeretes, gyakorlati számításokra a Kohn–Sham-egyenletek sokkal alkalmasabbak. Mindazonáltal (8.30) számos fontos összefüggés forrása, melyek segítségével klasszikus kémiai fogalmak nyernek új életet és értelmet.
Koncentráljunk elsőnek a (8.30)-ban megjelenő és az elektronszám állandóságát biztosító  [image: 8.7. A sűrűségfunkcionál-elméletből következő kémiai fogalmak] Lagrange multiplikátorra. Írjuk fel az energia megváltozását a külső potenciál, illetve a részecskeszám infinitézimális változásának a függvényében:12
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 Amennyiben a külső potenciál állandó,  [image: 8.7. A sűrűségfunkcionál-elméletből következő kémiai fogalmak] a következőképpen fejezhető ki:  
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 A HF-elmélet során belépő  [image: 8.7. A sűrűségfunkcionál-elméletből következő kémiai fogalmak] Lagrange-multiplikátorokat a molekulapályák energiájaként azonosítottuk.  [image: 8.7. A sűrűségfunkcionál-elméletből következő kémiai fogalmak] jelentése nyilvánvalóan más: azt fejezi ki, hogy az energia hogyan változik a részecskeszámmal, avagy milyen érzékeny az energiaminimum az n változására.  [image: 8.7. A sűrűségfunkcionál-elméletből következő kémiai fogalmak] tehát n-től függ és a külső potenciál funkcionálja. (8.44) alapján világosan látszik az analógia a klasszikus termodinamikába bevezetett kémiai potenciál és  [image: 8.7. A sűrűségfunkcionál-elméletből következő kémiai fogalmak] között. A termodinamika kémiai potenciál fogalma azt mondja meg, hogy mekkora munkával vihetünk a rendszerbe, vagy távolíthatunk el a rendszerből egységnyi anyagmennyiséget, illetve az anyagtranszport hatására hogyan változik a rendszer energiája. Intenzív állapothatározó, melynek homogén eloszlása a termodinamikai egyensúly szükséges feltétele.13 Jelen esetben sincs másként:  [image: 8.7. A sűrűségfunkcionál-elméletből következő kémiai fogalmak] globális, a teljes molekuláris rendszerre jellemző mennyiség, mely megmutatja, hogyan változik a mikroszkopikus rendszer energiája az elektronszám megváltozásával. Ezért  [image: 8.7. A sűrűségfunkcionál-elméletből következő kémiai fogalmak] az elektronok kémiai potenciáljának tekinthető.
Igen érdekes, hogy  [image: 8.7. A sűrűségfunkcionál-elméletből következő kémiai fogalmak] segítségével a kémiában hosszú ideje széles körben használt elektronegativitás fogalmához is egzakt definició rendelhető. Az elektronegativitást a kémiában az egyes atomok eltérő elektronvonzó képessége alapján értelmezik. Ennek folyománya a semleges atomokhoz képest a molekulán belüli töltéseltolódás, mellyel számos kémiai jelenséghez adható kvalitatív magyarázat. A fogalmat eredetileg Pauling vezette be a 30-as években, ám mivel az „elektronvonzó képesség” meglehetősen ködös fogalom, számos különböző definícióját és skáláját ismerjük. Az elektronegativitás szemléletes módon hozható kapcsolatba az atomok ionizációs energiájával (IE) és elektronaffinitásával (EA).14 Az A és B atomok közötti kémiai kötés úgy képzelhető el, hogy formálisan egy elektron a kisebb elektronegativitású atomról a nagyobb elektronegativitásúra kerül. Tehát az elektrontranszfer során az egyik atomon az ionizációs energiát, a másikon az elektronaffinitást kell befektetnünk, a teljes energia pedig ([image: 8.7. A sűrűségfunkcionál-elméletből következő kémiai fogalmak]), illetve ([image: 8.7. A sűrűségfunkcionál-elméletből következő kémiai fogalmak]), attól függően, hogy melyik irányba zajlik le a reakció. Amennyiben a két atom elektronegativitása megegyezik, nem történik elektronátadás, mivel  
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 vagy átrendezve:  
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 Ha egy kémiai kötés kialakulása általában nem is jelenti egy teljes elektron átadását, mindenképpen az elektronok elmozdulásával jár. Azt pedig, hogy ez mennyire könnyű, vagy nehéz, a fentiek szerint az atomi EA- és IE-értékek összegei tükrözik. Ezt használja ki a Mulliken által definiált  
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 elektronegativitás formula. Csak a 70-es évek végén mutatták ki, hogy a Mulliken-féle megfogalmazás a kémiai potenciál (8.44) definiciójának véges differencia közelítésével kapcsolatos. Minthogy a molekula energiája egy elektron elvétele illetve hozzátétele során az ionizációs energiával, illetve az elektronaffinitással változik:  
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 Tehát a Mulliken-féle elektronegativitás megegyezik a kémiai potenciál negatívjával. Ennek alapján érthető az elektronegativitások Sanderson által megfogalmazott kiegyenlítődésének elve is: ha különböző elektronegativitású atomok kombinálódnak, a keletkező molekulában az elektronegativitások kiegyenlítődnek. Hiába jóval nagyobb a klóratom elektronegativitása, mint a nátriumé, az NaCl-molekulában már mindkettőé azonos. Ez természetesen következik a kémiai potenciál termodinamikai értelmezéséből is: csak olyan elektrontranszport játszódhat le spontán módon, mely a kémiai potenciálok különbségének a csökkenése felé vezet. Egyensúlyban a kémiai potenciál a molekula minden pontjában azonos.
Említettük, hogy a Kohn–Sham-pályáknak fizikai jelentése nincs (vagy legalább is kétes).9 Egy kivétel azért van: bebizonyítható, hogy a legfelső (és csak ez az egy) betöltött pálya „energiája” egyenlő az első ionizációs energia negatív értékével:  
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 Az összefüggés csak az egzakt  [image: 8.7. A sűrűségfunkcionál-elméletből következő kémiai fogalmak] esetében igaz, közelítő funkcionálokra természetesen csak közelítőleg érvényes. Minthogy azonban a Kohn–Sham-pályák szimmetriája, alakja és sorrendje nagyon hasonló a molekulapályákéhoz, nem csoda, ha a Kohn–Sham-pályákat gyakran úgy kezelik, mint a molekulapályákat, a megfelelő sajátértékeket pedig mint a pályaenergiákat. Így a Koopmans-tételnek megfelelő gondolatmenettel könnyen eljuthatunk a kémiai potenciál és az elektronegativitás pályákkal való közelítéséhez:  
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 A vegyületek és kémiai reakciók egyik legrégibb osztályozási módja a sav-bázis elméleteken alapul. A Lewis-féle elmélet savnak tekinti azokat a vegyületeket, melyek elektronpárt tudnak felvenni, míg bázisnak azokat, melyek elektronpár leadására képesek. A 60-as években Pearson továbbfejlesztette az elméletet. Tanulmányozva az  
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 sav-bázis reakciók egyensúlyát (ahol A sav, :B pedig egy elektronpárral rendelkező bázis), bevezette a „kemény” és „lágy” sav, ill. bázis fogalmát és segítségükkel megfogalmazta a savak és bázisok közötti reakciók két alapelvét, az ún. maximális keménység elvét és a HSAB (hard-soft-acid-base)-elméletet. A lágy bázisok közé olyan anyagok tartoznak, melyek elektronjai könnyen polarizálhatók, elektronegativitásuk kicsi, könnyen oxidálhatók. Ezzel szemben a kemény bázisok elektronegativitása nagy, nehezen oxidálódnak, elektronjaik nehezen polarizálhatók. A lágy savakra jellemző, hogy pozitív töltésük kicsi, akceptor atomjuk általában nagy, elektronjaik könnyen gerjeszthetők. A kemény savak csoportjába azokat az anyagokat sorolhatjuk, melyek nagy pozitív töltésűek, méretük általában kicsi, elektronjaik nehezen gerjeszthetők. Mindezek alapján az egyes vegyületeket méretük, töltésük és polarizálhatóságuk alapján lehet kategorizálni. A maximális keménység elve szerint a molekulák energetikailag legelőnyösebb elrendeződése az, amelyben keménységük maximális. A HSAB-elmélet azt mondja, hogy a kemény savak kemény bázisokkal, a lágy savak lágy bázisokkal reagálnak gyorsabban és képeznek nagyobb stabilitású komplexeket. Noha az empírikus elmélet számos reakció végbemenetelét illetve inaktivitását értelmezni tudta, sok esetben a vegyületek besorolása kétes, bizonyos reakciók értelmezése pedig nem kielégítő. A keménységre és lágyságra 1983-ban Parr és Pearson adtak kvantitatív definiciót. A keménység eszerint az energia n-szerinti második deriváltjával, a lágyság pedig a keménység inverzével azonosítható:  
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 A véges deriváltak közelítését alkalmazva kapjuk a következő, egyszerűen alkalmazható formulát:  
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 A keménység nem más, mint az illető vegyület töltésátvitellel szemben tanúsított ellenállása, az az energia, mely egy elektronnak az egyik komponensről a másikra való átviteléhez szükséges. A lágyság azt mutatja meg, hogy mennyire könnyű a töltésátvitel, azaz mennyire polarizálható az elektronfelhő.
Az elektronegativitás, keménység és lágyság globális, az egész molekulára kiterjedő tulajdonság. Amennyiben a HSAB szabály finomabb, lokális leírását igényeljük, a reaktivitás lokális leírására is szükség van. Az egyik leggyakrabban használt lokális reaktivitási index az ún. Fukui-függvény. A Fukui-függvényt az elektronsűrűség (állandó külső potenciál melletti) elektronszám szerinti parciális differenciálhányadosaként definiáljuk:  
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 Mivel adott külső potenciál, azaz adott molekula esetén az elektronszám változása a vegyület oxidációs, illetve redukciós tulajdonságaira ad felvilágosítást, a Fukui-függvény azt mondja meg, hogy az elektronsűrűség hogyan változik a molekula oxidációja, vagy redukciója során. Lokális sajátság, mely a térben pontról pontra változik, és amely végeredményben egy kémiai reaktivitás indexet reprezentál. Természetesen n egész szám, ezért a deriváltat ez esetben is a véges differenciák módszerével kell közelítenünk, azaz vizsgáljuk a változást egy elektron hozzáadása, ill. elvétele esetén:  
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 ahol  [image: 8.7. A sűrűségfunkcionál-elméletből következő kémiai fogalmak] a semleges molekula elektronszámát jelöli. A jobb- és baloldali differencia nem ugyanaz. A baloldali azt mutatja meg, hogy a molekula mely részei érzékenyek elektron elvételre, azaz elektrofil támadásra. A jobboldali derivált,  [image: 8.7. A sűrűségfunkcionál-elméletből következő kémiai fogalmak] a molekula nukleofil támadásokkal szembeni érzékeny pontjairól nyújt információt. A kettő átlaga:  
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 gyökös reakciók reaktivitását méri. A Fukui függvényt legegyszerűbben valamely populációs analízis segítségével számíthatjuk. Ha ugyanis ismerjük a semleges molekula, a pozitív, és negatív ion atomonkénti töltéseloszlását, akkor a k-ik atom Fukui-függvénye  
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 roppant egyszerűen számítható. További érdekes összefüggéshez jutunk, ha figyelembe vesszük, hogy az elektronsűrűség a pályákból (8.31) szerint tevődik össze. Ezt figyelembe véve, és „természetesen” elhanyagolva azt a (nem feltétlenül) csekélységet, hogy a pályák egy elektron elvétele, ill. hozzáadása során megváltoznak, kapjuk a következőt:  
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 amely szerint az elektrofil támadást a HOMO, nukleofil támadást a LUMO elektronsűrűsége kontrollálja. Amit kaptunk nem más, mint a szerves kémikusok által jól ismert Fukui-féle frontális molekulapálya (FMO) elmélet egyik fontos következtetése.
A keménységhez és lágysághoz rendelhetünk helytől függő, lokális mennyiségeket is. A lokális lágyság a Fukui-függvény és a globális lágyság segítségével definiálható:  
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 A lokális lágyság extenzív mennyiség, melyből a globális lágyság összegzéssel (integrálással) nyerhető:  
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 Noha elvileg hasonló módon a lokális keménység is definiálható, ezideig elfogadott definició erre nem született.

          
            Megjegyzések
          
        
	
               Legyen  [image: 8.7. A sűrűségfunkcionál-elméletből következő kémiai fogalmak],  [image: 8.7. A sűrűségfunkcionál-elméletből következő kémiai fogalmak], ...,  [image: 8.7. A sűrűségfunkcionál-elméletből következő kémiai fogalmak] az első, második, ... n-edik elektron tartózkodási valószínűsége. Ekkor annak a valószínűsége, hogy
az 1. elektron  [image: 8.7. A sűrűségfunkcionál-elméletből következő kémiai fogalmak] és  [image: 8.7. A sűrűségfunkcionál-elméletből következő kémiai fogalmak],
és a 2. elektron  [image: 8.7. A sűrűségfunkcionál-elméletből következő kémiai fogalmak] és  [image: 8.7. A sűrűségfunkcionál-elméletből következő kémiai fogalmak],
...................
és az n-edik elektron  [image: 8.7. A sűrűségfunkcionál-elméletből következő kémiai fogalmak] és  [image: 8.7. A sűrűségfunkcionál-elméletből következő kémiai fogalmak],
térrészben található:  
[image: 8.7. A sűrűségfunkcionál-elméletből következő kémiai fogalmak]

 egyenlő az egyes tartózkodási valószínűségek szorzatával. Ha a k-adik kivételével az összes többi elektront a teljes térrészben vizsgáljuk, a k-adik kivételével minden  [image: 8.7. A sűrűségfunkcionál-elméletből következő kémiai fogalmak] valószínűségi értéke 1, azaz  [image: 8.7. A sűrűségfunkcionál-elméletből következő kémiai fogalmak].

	
               Megfontolásainkban elfeledkeztünk a spinről. Ha a spint is figyelembe vesszük, a (8.3) sűrűség-definíció ekként módosul:  
[image: 8.7. A sűrűségfunkcionál-elméletből következő kémiai fogalmak]

 mely megmondja egy adott spinű elektronnak a megtalálási valószínűségét az adott térrészben. Nyílthéjú rendszerek esetében definiálhatjuk a spinsűrűséget, mely az  [image: 8.7. A sűrűségfunkcionál-elméletből következő kémiai fogalmak]- és  [image: 8.7. A sűrűségfunkcionál-elméletből következő kémiai fogalmak]-spinű elektronok sűrűségének a különbsége.

	
               Helyettesítsük be az elektronsűrűség (8.3) definiáló egyenletébe a determináns hullámfüggvényt és fejtsük ki a determinánst  
[image: 8.7. A sűrűségfunkcionál-elméletből következő kémiai fogalmak]

 Az ortogonalitás miatt csak az azonos permutációk szorzatai maradnak meg. Az első megmaradó szorzat pl.  
[image: 8.7. A sűrűségfunkcionál-elméletből következő kémiai fogalmak]

 alakú, melyben a kapcsos zárójelen belül az n-1-ed rendű aldeterminánsokból képzett (n-1)! szorzat szerepel. Jó sok, de minthogy a függvények normáltak, minden egyes tag értéke 1, vagyis a fenti szorzat értéke:  
[image: 8.7. A sűrűségfunkcionál-elméletből következő kémiai fogalmak]

 Ugyanis a második megmaradó szorzat:  
[image: 8.7. A sűrűségfunkcionál-elméletből következő kémiai fogalmak]

 és végeredményül az elektronsűrűség az alábbi formában írható:  
[image: 8.7. A sűrűségfunkcionál-elméletből következő kémiai fogalmak]

 Természetesen összegezhetünk a bázisfüggvények (avagy a molekulapályák) m száma szerint is:  
[image: 8.7. A sűrűségfunkcionál-elméletből következő kémiai fogalmak]

 ahol  [image: 8.7. A sűrűségfunkcionál-elméletből következő kémiai fogalmak] az i-edik pályán tartózkodó elektronok száma, azaz a pálya betöltési száma. A fenti kifejezés mátrix alakban is írható. Ekkor a betöltési számokat, egy diagonális mátrix diagonális elemeiként értelmezzük. Betöltött pálya esetén értéke 1, virtuális pálya esetén 0:  
[image: 8.7. A sűrűségfunkcionál-elméletből következő kémiai fogalmak]

 A (6.20) kifejezést behelyettesítve kapjuk (8.5)-öt:  
[image: 8.7. A sűrűségfunkcionál-elméletből következő kémiai fogalmak]

 A 2. Megjegyzésben említett spinsűrűség a fentiek alapján:  
[image: 8.7. A sűrűségfunkcionál-elméletből következő kémiai fogalmak]

 ahol  [image: 8.7. A sűrűségfunkcionál-elméletből következő kémiai fogalmak] és  [image: 8.7. A sűrűségfunkcionál-elméletből következő kémiai fogalmak] az  [image: 8.7. A sűrűségfunkcionál-elméletből következő kémiai fogalmak] és  [image: 8.7. A sűrűségfunkcionál-elméletből következő kémiai fogalmak] spinű elektronok sűrűségmátrixának megfelelő eleme.

	
               Amennyiben a hullámfüggvény több determinánsból áll, a 3. Megjegyzésben leírtak módosulnak, hiszen pl. az  [image: 8.7. A sűrűségfunkcionál-elméletből következő kémiai fogalmak] pályacsere esetében az  
[image: 8.7. A sűrűségfunkcionál-elméletből következő kémiai fogalmak]

 tagok is megmaradnak. Ezért most már nem igaz a  
[image: 8.7. A sűrűségfunkcionál-elméletből következő kémiai fogalmak]

 összefüggés, csak a kétindexes  
[image: 8.7. A sűrűségfunkcionál-elméletből következő kémiai fogalmak]

 formula, hiszen nem csak a diagonális elemek maradnak meg. (Megkülönböztésül a diagonális betöltési szám mátrixtól,  [image: 8.7. A sűrűségfunkcionál-elméletből következő kémiai fogalmak]-vel jelöltük az új mátrix elemeit.) Annak érdekében, hogy a kapcsolat a 3. Megjegyzéssel jól látható legyen, a fenti egyenletet még mátrix formában is felírjuk:  
[image: 8.7. A sűrűségfunkcionál-elméletből következő kémiai fogalmak]



	
               További részletekhez l.: J. Almlöf and R.R. Taylor: Atomic Natural Orbital (ANO) Basis Sets for Quantum Chemical Calculations, in Advances in Quantum Chemistry, Vol. 22, ed. P.O. Löwdin, Academic Press, New York, 1991, p. 301-373. Az NBO analízishez a módszer kidolgozóinak összefoglaló munkáját ajánljuk: Chem. Rev.88, 899-926 (1988).

	
               Molekulák topológiai sajátságairól szól Mezey Pál nagyon érdekes könyve: P.G. Mezey: Shape in Chemistry (VCA, New York, 1993). Gyönyörű fotók láthatók különböző molekulák letapogató elektronmikroszkópos felvételei alapján a következő cikkben: Science, 262, 1381 (1993).

	
               Mennyi információt tartalmaz a molekula egy fragmense a teljes molekuláról? Milyen hatással van a környezet a fragmens elektronsűrűségére? Mennyire fontos az az elméleti feltétel, hogy az elektronsűrűség a magoktól csak végtelen távolságban válik valóban zérussá? Meglepő kérdések? E kérdések mind a kvantumkémia egyik legérdekesebb problémaköréhez, a kémikus funkciós csoport fogalmához, a tulajdonságok inkrementumokból való felépíthetőségéhez, a lokalizációhoz kapcsolódnak. Mezey Pál egy újabb munkájában (Molecular Physics, 96, 169–178 (1999)) bebizonyította, hogy a kapcsolat valamely fragmens elektronsűrűsége és a rendszer teljes elektronsűrűsége között nagyon hasonlít egy hologram és ennek részlete közötti kapcsolathoz. A hologram bármely részlete elvileg tartalmazza a teljes információt a teljes holografikus képről. Ugyanígy, a molekula elektronsűrűségének egy tetszőleges (nem zérus) térfogatú részlete magában foglalja a teljes információt az egész molekula elektronsűrűségéről. A tételt mely a Hohenberg–Kohn-tétel kiterjesztése, holografikus elektronsűrűség tételnek nevezik.

	
               Az elektronsűrűség eloszlás mérése a röntgendiffrakció módszerével lehetséges. A röntgensugarak rövid hullámhosszú elektromágneses hullámok, melyek egy szabályos szerkezetű kristályra bocsátva vagy mind változatlanul áthaladnak a kristályon, vagy egy kisebb részük diffrakciót szenved rajta. A diffrakció a rácspontokon szabályosan ülő részecskéken megtörő sugarak interferenciájának eredményeképpen úgy jön létre, hogy a röntgensugár időben periódikusan változó elektromágneses tere periódikus mozgásra kényszeríti az elektronokat. Az elektromágneses hullám tehát nem a nagytömegű atommagokkal lép kölcsönhatásba, hanem az atommag körüli elektronokkal. A rezgő töltés az elektrodinamika törvényei szerint elektromágneses sugárzást kelt, a kényszerrezgés frekvenciája és fázisa azonos a kényszerítő rezgésével, intenzitása pedig a gerjesztő tér amplitúdójától és a szóró részecske töltésétől függ. A kristályon a szóródás a klasszikus optika segítségével értelmezhető: bizonyos irányokban a különböző rácspontokon szóródott hullámok azonos fázisban találkoznak és így erősítik egymást, máshol ellentétes fázisban kioltják egymást. A fellépő interferencia miatt a szórt sugárzás diszkrét intenzitás-eloszlást mutat. Ezt a jelenséget nevezzük diffrakciónak. A kristályból különböző irányokba kilépő sugarakat detektáljuk és így nyerjük a diffrakciós képet, melynek intenzitás adatai az ún. szerkezeti faktorok négyzetei. A diffrakciós kép alapján mérhető intenzitás tehát az elemi cella elektronsűrűségével van kapcsolatban, és – bebizonyítható – az elektronsűrűség Fourier-transzformáltjaként áll elő. Mivel az elektronsűrűség maximuma mindig az atommagban van, a röntgendiffrakció elsősorban a magok közötti távolságok, tehát az elemi kristálycella teljes struktúrájának felderítésére alkalmas, ám a szerkezeti faktorok ismeretében képes az elektronok sűrűségeloszlásának feltérképezésére is. Sajnos az eljárás közvetlen alkalmazása komoly nehézségbe ütközik.
Először is a mérés során a szórt sugárzás intenzitását mérjük, nem pedig a megfelelő fázisokat, azaz nem a szerkezeti faktorokat, hanem azok négyzeteivel arányos mennyiségeket. Másodszor, az intenzitás maximumok is csak korlátozott számban mérhetők, ezért az így nyert Fourier-együtthatók száma is véges, és ez korlátot szab az elektronsűrűség mérési pontosságának is. Ugyancsak a pontosságot befolyásolják az intenzitások mérési hibái is.
A diffrakciós adatok értékelésének első szakaszában különböző módszerek segítségével közelítő fázisokat generálunk. Az így nyert együtthatókkal végzett Fourier-sorfejtéssel egy közelítő töltéseloszláshoz jutunk, melynek a maximum helyeit egy-egy atom pozíciójával azonosítjuk. A kapott szerkezeti modellhez egy jól definiált elektronsűrűség-függvény tartozik, melynek Fourier-transzformáltjából új fázisokat generálunk, és az eljárást addig folytatjuk, amíg a szerkezeti modell alapján generált szerkezeti tényezők jó egyezést nem mutatnak a mért értékekkel. Az eljárás során alkalmazott modell azon a feltételezésen alapul, hogy az atomok gömbszimmetrikus töltéseloszlással rendelkeznek, függetlenül az aktuális kristályrácsban levő kémiai környezettől és kölcsönhatásoktól. A molekuláris elektronsűrűséget az atomi sűrűségek szuperpoziciójaként állítjuk elő.
Végeredményben a röntgendiffrakciós módszer lényege a következő. A diffrakció jelensége az elemi cella valóságos tartalmának és „alakjának” (az elektronok és az atommagok térbeli eloszlásának) egy leképezéseként értelmezhető. Ez a leképezés a kapott információ hiányos volta miatt nem kölcsönösen egyértelmű, ezért a valóságos kép rekonstrukciójához olyan feltételezésekkel kell élnünk, melyek a kísérletből közvetlenül nem származtathatók. A matematika nyelvén ez azt jelenti, hogy a elektronsűrűség, s így a hozzátartozó diffrakciós intenzitás-eloszlás egy parametrizált modell-függvényét állítjuk elő. Az ebből számított intenzitásoknak a mért adatokhoz történő illesztésével a modellben szereplő paraméterekre adunk becslést.

	
               A Kohn–Sham-pályák fizikai jelentését vitatják. Ezek semmiképpen sem olyanok, mint a HF-molekulapályák, ám felfoghatók úgy, mint egy elektromos tér, mely egy adott elektronra hat, és melyet az összes többi elektron hozott létre. Mindazonáltal a KS pályák alakja nagyon hasonlít a molekulapályák alakjára, szimmetriájuk megegyezik és energiájuk sem tér el nagyon. További részletekhez l. R. Stowasser, R. Hoffmann: What do the Kohn–Sham orbitals and eigenvalues mean? J. Am. Chem. Soc., 121, 3414–3420 (1999).

	
               A képződési entalpiák kvantumkémiai számítására számos módszer ismeretes. A legegyszerűbb esetben elhanyagoljuk a rezgési zéruspont energiákat, valamint a 0 K és 298 K közötti energiakülönbségeket és  [image: 8.7. A sűrűségfunkcionál-elméletből következő kémiai fogalmak] becslésére a vizsgálandó molekula energiáját, valamint megfelelően választott referencia molekulák energiáit használjuk. A 8.2. táblázatban idézett cikk szerzői a  [image: 8.7. A sűrűségfunkcionál-elméletből következő kémiai fogalmak] összegképletű szénhidrogének képződési entalpiáit az alábbiak szerint számították.  
[image: 8.7. A sűrűségfunkcionál-elméletből következő kémiai fogalmak]

 ahol E a vizsgált molekula energiája,  [image: 8.7. A sűrűségfunkcionál-elméletből következő kémiai fogalmak] és  [image: 8.7. A sűrűségfunkcionál-elméletből következő kémiai fogalmak] a grafit, valamint a hidrogéngáz energiája és X az elméleti modell hibája. Feltételezzük, hogy a grafit energiája extenzív sajátság, ezért a következő írható:  
[image: 8.7. A sűrűségfunkcionál-elméletből következő kémiai fogalmak]

 Feltételezve továbbá, hogy hogy az X hiba ugyancsak összegződik az egyedi atomokra elkövetett  [image: 8.7. A sűrűségfunkcionál-elméletből következő kémiai fogalmak] és  [image: 8.7. A sűrűségfunkcionál-elméletből következő kémiai fogalmak] hibákból, azaz  
[image: 8.7. A sűrűségfunkcionál-elméletből következő kémiai fogalmak]

 A kifejezés a következő formába hozható:  
[image: 8.7. A sűrűségfunkcionál-elméletből következő kémiai fogalmak]

 ahol az  [image: 8.7. A sűrűségfunkcionál-elméletből következő kémiai fogalmak] és  [image: 8.7. A sűrűségfunkcionál-elméletből következő kémiai fogalmak] értékek az elemi szén és hidrogén atomi ekvivalensei, melyeket szénhidrogének ismert kísérleti  [image: 8.7. A sűrűségfunkcionál-elméletből következő kémiai fogalmak] értékeiből legkisebb négyzetes illesztés segítségével számítottak. Ha tehát ismerjük az atomi ekvivalenseket, a számított energiákból könnyedén megkaphatjuk a  [image: 8.7. A sűrűségfunkcionál-elméletből következő kémiai fogalmak] értékeket.

	
               Részletesebben l. R. J. Bartlett, Quantum Chemistry int he New Millenium: The Next Step in Chemistry for the  [image: 8.7. A sűrűségfunkcionál-elméletből következő kémiai fogalmak] Century (Eds. E. Keinan and Schechter), Wiley-VCH, Weinheim, 2000.

	
               Tulajdonképpen (8.43) az energiafunkcionál teljes differenciálja. Ennek bizonyítására írjuk fel az  [image: 8.7. A sűrűségfunkcionál-elméletből következő kémiai fogalmak] teljes differenciálját:  
[image: 8.7. A sűrűségfunkcionál-elméletből következő kémiai fogalmak]

 mivel (8.30) szerint  
[image: 8.7. A sűrűségfunkcionál-elméletből következő kémiai fogalmak]

 az első tag a kémiai potenciál és a részecskeszám változásának a szorzata:  
[image: 8.7. A sűrűségfunkcionál-elméletből következő kémiai fogalmak]

 A második tag (8.27) differenciálásából következik. Mivel  [image: 8.7. A sűrűségfunkcionál-elméletből következő kémiai fogalmak] kizárólag a részecskeszámtól függ, fennáll az alábbi összefüggés:  
[image: 8.7. A sűrűségfunkcionál-elméletből következő kémiai fogalmak]

 A (8.43) egyenlet azt fejezi ki, hogy a mikrorendszer energiája csak a részecskeszám megváltoztatásával, vagy a külső potenciál módosulásával változhat. Ennélfogva a termodinamika Gibbs-egyenletével analóg.

	
               A termodinamika első főtétele szerint egy rendszer energiája csak munkavégzéssel, ill. hőtranszporttal változhat meg. Az anyagtranszport a munkavégzés egy fajtája, melynek nagyságát a kémiai potenciál és az anyagmennyiség megváltozásának szorzata,  [image: 8.7. A sűrűségfunkcionál-elméletből következő kémiai fogalmak] adja meg. A termodinamika 0-dik főtétele azt mondja ki, hogy az egyensúly szükséges és elégséges feltétele az intenzív állapothatározók homogén eloszlása. Egyensúlyban tehát az a rendszer van, melynek a hőmérséklete, nyomása, a komponensek kémiai potenciálja és minden egyéb intenzív állapothatározója a rendszer minden pontjában azonos. A második főtétel a folyamatok irányát adja meg: spontán folyamat csak akkor mehet végbe, ha a folyamat során a rendszerben levő inhomogenitások csökkennek. „Inhomogenitás” alatt mindig valamely intenzív állapothatározó inhomogén eloszlását értjük. Ebből az is következik, hogy amennyiben valamely komponens kémiai potenciálja a rendszer két pontjában különbözik, ez olyan irányú anyagáramlást generál, mely a kémiai potenciál fennálló különbségét csökkenti. Részletesebben l. Szűcs Ervin: Dialógusok a műszaki tudományokról, Műszaki Könyvkiadó, Budapest, 1976, vagy Harmata András: Termodinamika műszakiaknak, Műszaki Könyvkiadó, Budapest, 1982.

	
               Amíg az ionizációs energia definició szerint az egy elektron eltávolításához szükséges energia:  
[image: 8.7. A sűrűségfunkcionál-elméletből következő kémiai fogalmak]

 addig az elektronaffinitás az egy elektron felvételekor felszabaduló energia:  
[image: 8.7. A sűrűségfunkcionál-elméletből következő kémiai fogalmak]


            




9. fejezet - Félempirikus módszerek



Az eddigiek alapján kétség sem férhet ahhoz, hogy a molekuláris sajátságok legpontosabban ab initio módszerekkel számíthatók. E számítások azonban idoigényesek, és egy bizonyos mérethatáron túl már nem végezhetok el. Tudjuk, ez az alkalmazott bázistól és a számítás szintjétol függ, de nyilvánvaló, hogy a számítástechnika bármely fejlettségi fokán létezik olyan mérethatár, mely megálljt parancsol. Amennyiben ilyen nagy rendszerekkel van dolgunk, válaszolnunk kell egy nagyon kellemetlen kérdésre: az adott probléma érdemi megoldására az elmélet mely szintje alkalmas? Az igazság az, hogy – sajnos – erre a kérdésre általában nem tudjuk elore a választ. Ezért egyre pontosabb, egyre magasabb szinten kell vizsgálnunk a feladatot, egészen addig, amíg megbízható eredményt nem kapunk, avagy amíg lehetséges.
Ha a vizsgált molekula mérete nem teszi lehetové pontos ab initio számítások elvégzését, további közelítésekre kényszerülünk. Rendszerint kétféle fogással élhetünk. Egyrészt a részecskék (elektronok) egy jól definiált és kevésbé fontos részét figyelmen kívül hagyhatjuk. A régebben használt ún. -elektron módszerek csupán a molekula -rendszerét vették figyelembe, amint ezt a Hückel módszer tárgyalásánál már említettük. Az ún. összvegyértékelektron módszerek a belso lezárt héjak elektronjait nem vizsgálják. A leválasztott törzselektronok hatását a többi elektronra ható egyelektronos operátorban általában úgy veszik figyelembe, hogy formálisan beolvasztják oket az atommagba. Így természetesen a magtöltések megváltoznak, pl. a szén magtöltése 4, a nitrogéné 5 lesz.
A félempírikus számításokban alkalmazott fogások másik csoportjánál a kiszámítandó integrálok körét csökkentjük, és az egzakt integrálást egyszeru, könnyen végrehajtható formulákkal, vagy tapasztalati adatokkal közelítjük. Minthogy a HF-számítások szuk keresztmetszete éppen az integrálás, ha ezt sikerül redukálni, a nyereség máris hatalmas: a bázisfüggvények 4-dik hatványa helyett a méretfüggést a mátrixmuveletek  [image: Félempirikus módszerek]-os függése szabályozza. Az integrálszámítások egyszerusítésének közös alapelve az ún. zérus differenciális átfedés (ZDO), mely azt jelenti, hogy az azonos elektronkoordinátákra vonatkozó, de különböző atomokra centrált bázisfüggvények szorzatát elhanyagoljuk:  
[image: Félempirikus módszerek]

 ahol a felső index az atomokat, az alsó a pályákat jelöli. E könnyen érthető és szemléletes koncepcióból az alábbi egyszerűsödések következnek:
– A különböző atomok közötti átfedési integrál zérus, vagyis az  [image: Félempirikus módszerek] átfedési integrál mátrix egységmátrix. Ezáltal (6.26) egyszerűsödik:  [image: Félempirikus módszerek].
– Az  [image: Félempirikus módszerek] mátrixban szereplő  [image: Félempirikus módszerek] egyelektron integrálok háromcentrumos része kiesik.1
– A kételektronos integrálok közül (melyekben szereplő négy bázisfüggvény egy, kettő, három, vagy négy centrumon foglalhat helyet) minden három- és négycentrumos kételektron-integrál értéke zérus, azaz  
[image: Félempirikus módszerek]

 Minthogy a kételektron integrálok száma a bázis negyedik hatványával arányos, ez utóbbiak igen sokan vannak, ezért az ebből eredő nyereség óriási.
A számítások során általában STO-típusú minimális bázist használunk, ebbol is a legtöbb esetben csak s- és p-pályákat, azaz hidrogénre csak egy s-pályát, a további atomokra egy s és három p-pályát. Újabb egyszerűsödések következnek abból hogy az alkalmazott pályák ortogonálisak, ezért az egycentrumos integrálok egy része kiesik.2
A ZDO-közelítésen alapuló első igazi SCF módszer az 50-es években kifejlesztett Pariser–Parr–Pople- (PPP) módszer volt. Ebben csak a -elektronokat vették figyelembe, a pályák közötti összes megmaradó egy- és kétcentrumos integrált pedig empírikus formulákkal helyettesítették. A Fock-mátrix felépítése után azonban már SCF-iterációval határozták meg a -pályákat és pályaenergiákat. Rendkívüli sikere és népszerűsége annak volt tulajdonítható, hogy szerencsés parametrizációja miatt kitűno eredményeket adott a legváltozatosabb -rendszerek szerkezetére, sot, egyszeru CI-számítással kombinálva a molekulák gerjesztési színképét is nagyon jól értelmezte.
1965-ben Pople és munkatársai a ZDO-sémára alapozott közelítés-sorozatot dolgoztak ki, mellyel összvegyértékelektron módszerek különböző szintjei generálhatók. Az egyes módszerek minimális bázist használnak, tehát minden vegyértékpályát egy STO-val közelítenek, és abban különböznek egymástól, hogy a kételektron-integrálok közül melyeket hanyagolják el és melyeket veszik figyelembe.
A legalsó szintet az ún. CNDO- (complete neglect of differential overlap) módszer jelentette, mely a különböző atompályák közötti valamennyi differenciális átfedést elhanyagolja. Ekkor tehát a  
[image: Félempirikus módszerek]

 szorzat csak akkor nem zérus, ha  [image: Félempirikus módszerek] és  [image: Félempirikus módszerek]. Így az egyelektron integrálok közül mindazok kiesnek, melyek két különböző függvényt tartalmaznak, a kételektron integrálok közül pedig csak az alábbi kétféle marad meg:  
[image: Félempirikus módszerek]

 Az INDO- (intermediate neglect of differential overlap) módszer a fenti integrálokon kívül figyelembe veszi az összes  
[image: Félempirikus módszerek]

 egycentrumos, kételektron integrált. Amennyiben csak s- és p-típusú bázisfüggvényt használunk, ebbol öszesen 5-féle integrál típus jön létre, melyeket könnyű parametrizálni.3
Végül az NDDO- (neglect of differential diatomic overlap) módszer csak azokat az atompálya szorzatokat hagyja figyelmen kívül, amelyek különböző atomokon levo atompályák között lépnek fel, azaz  [image: Félempirikus módszerek], ha  [image: Félempirikus módszerek] és  [image: Félempirikus módszerek] nem azonos atomon vannak. Ez esetben tehát nincs további elhanyagolás az eredeti ZDO-közelítésen kívül.
Minél több integrált hanyagolunk el, annál nehezebb teljesíteni az ún. rotációs invariancia követelményét. E komoly kifejezés azt az egyszerű és nyilvánvaló igényt jelenti, hogy a számítás végeredményének nem szabad függenie attól, hogy milyen koordinátarendszerben adjuk meg a molekula atomjait. Ez a kérdés ab initio számításoknál fel sem merül, a pályák transzformációs tulajdonságai automatikusan teljesítik. A CNDO-módszer esetén azonban csak úgy teljesítheto, ha a megmaradó kételektron integrálokban kizárólag gömbszimmetrikus, azaz s-pályákat használunk. Mivel az NDDO-modellben már majdnem minden lényeges integrál szerepel, itt már használhatók az s, p és d-szimmetriájú pályák is. Hogy ez számítástechnikai szempontból nem éppen csekélység, azzal demonstrálható, hogy a szokásos s- és p-típusú bázis esetén összesen 27-féle egy- és kétcentrum integrál lép fel, amennyiben viszont a d-pályákat is belefoglaljuk a bázisba, az integrálok típusa 500 fölé emelkedik.
Meg kell jegyeznünk, hogy a CNDO- és INDO-módszerekbol kimaradó integrálok nem feltétlenül kicsik, elhanyagolásukat elsősorban a pontos és tiszta elméleti kezelés teszi indokolttá. Azok az integrálok azonban, melyek az NDDO-modellbol maradtak ki, általában valóban kicsik és az előjelük is változó, azaz bizonyos fokig kompenzálják egymást. Természetesen a nagyobb pontosság ára a nagyobb számítási igény a figyelembe vett integrálok száma jó két nagyságrenddel több, mint az előzo szinteké (de még mindig kb. két nagyságrenddel kisebb, mint a minimális bázisú ab initio számításokban). Nem véletlen tehát, hogy noha mindhárom modell elméletét 1965-ben dolgozták ki, amíg a CNDO- és INDO-módszerek ez idotol már használható programok formájában álltak rendelkezésre, az elso gyakorlati célra is alkalmas NDDO verzió csak 1977-ben készült el.
A félempírikus módszerek parametrizálásának két tradicionális filozófiája ismeretes. Az első valamely kísérleti adatot céloz meg, azaz olyan paraméterkészletre törekszik, mely valamilyen mérheto mennyiség értékét a lehető legjobban adja vissza. A másik lehetőség, ha a parametrizálás az ab initio számítások eredményét közelíti. Mivel egy félempírikus eljárás sohasem lehet olyan megbízható, mint egy ab initio számítás, ezért az elso módszer indokolhatóbb. Ez esetben a módszert néhány fizikai mennyiség számítására „hegyezik ki”, melyekre rendszerint jó eredményt szolgáltat, más mennyiségekre viszont nagyon gyengéket – ám ezeket nem kérik rajta számon. Az idok folyamán a CNDO- és INDO-módszereknek számos újraparametrizált változata tunt fel és el. Ezek a módosítások általában azt célozták, hogy a módszer bizonyos tulajdonságokat jól adjon meg, vagy jobban mint az előző verzió. Ezért dolgozták ki a CNDO/1, CNDO/2, CNDO/S, CNDO/S2, CNDO/BW, INDO/1, INDO/2, INDO/S, SINDO, és még tudj' isten hányféle újraparametrizált sémát.
A mai számítástechnika lehetővé teszi, hogy viszonylag kis teljesítményu gépeken (PC-ken) is futtathassunk NDDO alapú számításokat akár sokszáz atomos rendszerekre is. Ezért a CNDO- és INDO-módszert és ezek mindahány újraparametrizált változatát ma már nemigen használják. Mindazonáltal megemlítjük az egyetlen kivételt: az INDO/S séma CIS-számítással összekötött verziója mind a mai napig jól ismert és gyakran alkalmazott módszer nehéz atomokat tartalmazó közepes-nagy molekulák UV- és látható spektrumainak értékeléséhez.
9.1. NDDO alapú félempirikus modellek



Az elso NDDO-modellen alapuló módszer a Dewar és Thiel által kidolgozott MNDO (modified neglect of diatomic overlap), melyet úgy parametrizáltak, hogy képződéshőkre, molekulageometriára, dipólusmomentumokra és ionizációs energiákra adjon jó eredményeket. Az eredmények a fenti fizikai mennyiségekre valóban jók, komoly kifogások merültek azonban fel pl. különböző molekulák forgási gátjainak számításakor. Más esetekben a különböző konformerek relatív energiáját becsüli rosszul a módszer, és ugyancsak helytelen eredményekre jutunk hidrogénkötések leírása során is. Ezért 1985-ben újabb, javított változatot dolgoztak ki, az AM1 modellt (Austin Model 1), melyben módosították az MNDO-ban némileg eltúlzott törzs-törzs taszítási tagot. 1990-ben még egy újabb változatot fejlesztettek ki, mely az AM1-tol csupán parametrizációban különbözik. Ez a PM3 (Parametric method No. 3) módszer. Amíg az AM1-modell az egycentrumos, kételektron integrálokat atomspektrumokból származtatja, a PM3-ban minden paramétert ab initio számításokra optimáltak.

          
	 	
                    
                      9.1. táblázat. Számított képződéshők átlagos hibája. [image: 9.1. NDDO alapú félempirikus modellek]
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           J.J.P. Stewart, in 
          Reviews in Comput. Chem
          ., K.B. Lipkowitz and D.B. Boyd, Eds., VCH Publishers, NY. 1990 nyomán.
        

          
          
          [image: 9.1. NDDO alapú félempirikus modellek]
           Zárójelben a vizsgált molekulák száma.
        
A 9.1. és 9.2. táblázatban a három NDDO alapú modell eredményeit hasonlítjuk össze. A számított képzodéshők alapján egyértelmű sorrend felállítása a módszerek között elég nehéz, de az MNDO eredmények között néhány kiugróan rosszat is találhatunk. Az ionizációs energiákat összehasonlítva az AM1 és PM3 módszerek az MNDO-nál határozottan jobbnak mutatkoznak, ám a hiba még így is tetemes.

          
	 	
                    
                      9.2. táblázat. Számított ionizációs energiák átlagos hibája. [image: 9.1. NDDO alapú félempirikus modellek]
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           J.J.P. Stewart, in 
          Reviews in Comput. Chem
          ., K.B. Lipkowitz and D.B. Boyd, Eds., VCH Publishers, NY. 1990 nyomán.
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           Zárójelben a vizsgált molekulák száma.
        
Az 1993-ban kifejlesztett SAM1 (semi-ab initio method) alapfilozófiája némiképpen különbözik az előzőktol. E módszer ugyancsak NDDO alapú, de az egy- és kétcentrumos elektrontaszítási integrálok számításához nem alkalmaz empírikus paramétereket, hanem STO-3G bázist használva pontosan számítják ki őket. Ezután az integrálokat egy empírikus paramétereket tartalmazó függvénnyel szorozva skálázza annak érdekében, hogy a minimális bázis, valamint az elektronkorreláció okozta hibákat csökkentse. A módszer végeredményben atomonként ugyanannyi empírikus paramétert tartalmaz, mint az AM1, de a számítási ido nagyjából megduplázódik. A módszer teljesítoképességérol a 9.3. táblázat ad némi képet, melyben néhány molekuláris sajátság különböző módszerekkel végrehajtott számítási eredményeit hasonlítjuk össze. Az eddigi eredmények alapján úgy tunik, hogy a SAM1 modell néhány tulajdonság számításánál megbízhatóbb eredményeket ad, mint a többi félempírikus modell, másokat pedig az AM1 és PM3 megbízhatóságával becsüli. Az adatokból úgy látszik, hogy az előző módszereknél jóval ritkábban fordul elő kiugróan rossz eredmény. Mindazonáltal még e legfejlettebb modell esetén is tudomásul kell vennünk, hogy semmilyen félempírikus módszer megbízhatóságára nincs garancia.
A legújabb NDDO-G nevű félempírikus modellt molekulageometriai és spektroszkópiai számításokra fejlesztették ki 1999-ben.4 A módszert egyelőre még csak a H-, C-, N- és O-atomokra parametrizálták, a paramétereket kísérleti geometria, ionizációs energia és gerjesztési energia adatok alapján illesztették. Elektrongerjesztések számításához kiegészítették a CIS-módszerrel. Jelenleg még mindössze csak kb. 60 molekulára próbálták ki, ám a 9.4. táblázat adatai szerint úgy tűnik hogy teljesítőképessége igen bíztató. Mivel a nagy molekulák elektronszínképének számítására eleddig használt INDO/S a molekulageometriát nem képes megadni, és ezért használatához valamely más módon számított geometria szükséges, az NDDO-G módszer, mely a geometriát is jól becsüli, komoly hiányt pótolhat.

          
	 	
                    
                      9.3. táblázat. Különböző tulajdonságok számított átlagos hibája. [image: 9.1. NDDO alapú félempirikus modellek]
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           M.J.S. Dewar, C. Lie, J. Yu, Tetrahedron, 23, 5003 (1993) nyomán.
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           Zárójelben a vizsgált molekulák száma.
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           A. V. Voityuk, M. C. Zerner, N. Rösch: 
          J. Phys. Chem. A
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          , 4553-4559 (1999) alapján.
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           Az összehasonlított adatok száma.
        

          
            Megjegyzések
          
        
	
               Vizsgáljuk azon egyelektronos integrálokat, melyekben a bázisfüggvények különböző centrumon lokalizáltak:  
[image: 9.1. NDDO alapú félempirikus modellek]

 ahol a bázisfüggvények felső indexe az atomi centrumra, az alsó index a pályára utal. A kifejezés második tagja, melyben a bázisfüggvények két különböző atomon centráltak, az operátor pedig egy harmadik atomra vonatkozik, a ZDO-feltételnek megfeleloen kiesik.

	
               Vizsgáljuk meg azokat az egyelektronos integrálokat, melyekben most a bázisfüggvények azonos centrumon helyezkednek el:  
[image: 9.1. NDDO alapú félempirikus modellek]

 A bázisfüggvények ortogonalitása miatt mindkét tag kiesik, illetőleg csak abban az esetben maradhat meg, ha  [image: 9.1. NDDO alapú félempirikus modellek].

	
               A következő integrál-típusok maradnak meg:  
[image: 9.1. NDDO alapú félempirikus modellek]



	
               Részletesebben l. A. V. Voityuk, M. C. Zerner, N. Rösch: J. Phys. Chem. A, 103, 4553-4559 (1999). 





10. fejezet - A molekulák szerkezete



A 4. fejezetben molekulák potenciális energia hiperfelületének vizsgálata során láttuk, hogy a felület minimumai nagyon szemléletesen hozzárendelhetők az egyensúlyi geometria fogalmához. Nyilvánvaló, hogy a molekulák egyensúlyi geometriájának meghatározása a kvantumkémia elérhető célja, legalábbis akkor, ha elfogadjuk a Born–Oppenheimer-tétel érvényességét. Még ekkor is van azonban két választási lehetőségünk. Az egyszerűbb eset (és ezt követjük szinte mindig) az, hogy elhanyagoljuk a rezgési energiarészesedést. Ebben az esetben a feladat az, hogy megtaláljuk azokat a kötéshosszakat, kötésszögeket és más geometriai paramétereket, amelyek mellett az elektronenergia minimális. Ha azonban szigorúan ragaszkodunk a Born–Oppenheimer-közelítéshez, egy precízebb, de egyszersmind bonyolultabb utat kell követnünk: az elektronokra vonatkozó Schrödinger-egyenlet mellett meg kell oldanunk a magok rezgéseire vonatkozó Schrödinger-egyenletet is. Ez az út ma még csak a néhány atomot tartalmazó molekulák esetében járható, ezért e könyv keretein belül nem is foglalkozunk részletesen vele.
A számított geometriai paramétereknek vitathatatlanul a legjobb próbája a mért értékekkel történő összevetés. Mindamellett ennek a lépésnek is megvannak a buktatói! Egyrészt a kísérletek sem tévedhetetlenek, hiszen minden fizikai módszernek megvan a maga mérési pontossága. Másrészt nem szabad elfelejtenünk, hogy a kísérleti módszerek sohasem közvetlenül a geometriai adatokat mérik, azokra csak több áttételen keresztül következtetnek. Emiatt számos esetben elvileg hibás eredmény is születhetik, és mindenkor elvi eltérés van a kísérletek és a számítás geometria-definiciója között. Az ab iníció számítások, mint már említettük, az egyensúlyi geometriát határozzák meg, amely a potenciális energia hiperfelület minimumához tartozik. Az egyensúlyi geometria megfelelő paramétereit az alsó indexbe írt  [image: A molekulák szerkezete] betűvel szokták jelölni, pl.  [image: A molekulák szerkezete]és  [image: A molekulák szerkezete]. Ezzel szemben a mikrohullámú spektroszkópia a molekula különböző rezgési szintjeihez tartozó átlagos geometriáról szolgáltat információkat. Harmonikus rezgés, tehát szabályos parabola alakú potenciálgörbe mellett a kettő azonos – ámde a rezgés sohasem harmonikus, és ezért az eltérés tekintélyes lehet. A rezgési szintre a jelölésben az alsó index utal, így pl.  [image: A molekulák szerkezete] és  [image: A molekulák szerkezete] az alapállapotra vonatkozik. Kétatomos molekulák esetében az anharmonicitás miatt  [image: A molekulák szerkezete] egy árnyalatnyival mindig nagyobb, mint  [image: A molekulák szerkezete]. Gyakorlatilag (de nem elméletileg), ez nagyobb molekulákra is igaz. Molekulák szerkezetének megállapítására mikrohullámú, infravörös vagy nagy felbontású elektron-spektroszkópiával gyakran használják az izotóp szubsztitúciót. Ekkor kapjuk az ún.  [image: A molekulák szerkezete] (izotóp-szubsztituált) geometriát. Bebizonyítható, hogy  [image: A molekulák szerkezete]mindig  [image: A molekulák szerkezete] és  [image: A molekulák szerkezete] között van.
A fenti esetekben a mért geometriai paraméterek hibája kicsi és általában kisebb, mint az ab iníció geometria meghatározás hibája. Óvatosnak kell azonban lennünk, amikor összehasonlítjuk a számított adatokat az elektrondiffrakciós mérés eredményével. A diffrakciós képet általában másodpercek vagy percek alatt veszik fel, így a radiális sűrűségeloszlás által képviselt távolságok a pillanatnyi molekula- konfigurációk átlagának felelnek meg. Emiatt a mért geometria néha szembetűnő ellentmondásokat tartalmaz. Példaként említhetjük a  [image: A molekulák szerkezete] molekulát (10.1. ábra). Habár a molekula lineáris, a deformációs rezgés miatt a mért átlagos O–O kötéstávolság kisebbnek tűnik, mint az átlagos C–O távolság kétszerese. Mivel a módszer alapján szögeket nem tudunk közvetlenül mérni, csak a kötéstávolságokból számítani, a molekula hajlítottnak látszik. Ez a jelenség a shrinkage effektus. Az elektrondiffrakcióból nyert kötéstávolságokat  [image: A molekulák szerkezete]-val jelölik, ez tehát az atomtávolságok termikus átlagának egy fajtája a mérés hőmérsékletén.  [image: A molekulák szerkezete] az egyensúlyi távolságtól merev szerkezetű molekulákban mindössze 0,002-0,005  [image: A molekulák szerkezete]-mel különbözik, ám flexibilis rendszerekben az eltérés sokkal jelentősebb is lehet.

        
	 	
                  
                    10.1. ábra. A shrinkage effektus-értelmezése.

                	 



      

        
	 	
                  [image: A molekulák szerkezete]
                	 



      
Végül a röntgendiffrakciós mérésből nyert távolságok az atommagok átlagos pozícióját adják meg (néha  [image: A molekulák szerkezete]-val jelölik). A  [image: A molekulák szerkezete]-molekula esetében ez a 10.1. ábrán látható egyenes vonalnak felelne meg. Mindig jusson eszünkbe azonban, hogy a kvantumkémiai úton nyert geometria egy izolált molekulára vonatkozik, melyet a ritkított gázfázis is csak közelít. A molekulaspektrumokat és az elektrondiffrakciót gázfázisban mérik, szemben a röntgendiffrakcióval, amelyet szilárd, kristályos anyagokon vizsgálnak. Bár az esetek többségében a gázfázisú szerkezet nagymértékben hasonlít a kristályosra, számos esetben fordulhatnak elő jelentős eltérések. Valójában a kristály felépítése meghatározott térállást kényszerít a molekulákra, és a kristályt összetaró erők többé-kevésbe mindig torzítják a szabad molekula szerkezetét.
Minthogy bármely molekuláris sajátság számításának elengedhetetlen alapja és velejárója a molekula minél pontosabb geometriájának az ismerete, a geometria számítása, a geometria optimálás minden kvantumkémiai számítás első és legfontosabb lépése. Evidens, hogy a számítógépes geometria meghatározás pontossága és megbízhatósága elválaszthatatlanul összefügg a rendszer energiájának meghatározásához használt módszer szintjével. Ezért – mint mindig – kompromisszumot kell találnunk az eredmények megbízhatósága és pontossága, valamint a számítási idő között. Általában már viszonylag kis erőfeszítéssel elfogadhatóan pontos geometriát kaphatunk: rendszerint az MP2 szint közepes bázissal (pl. 6-31G*) kombinálva már megfelelő eredményeket ad, ugyancsak jó eredményeket kaphatunk DFT számítások segítségével, sőt, amint a 6. fejezetben láthattuk, gyakran a HF szint is elegendő jó geometriai adatok elérésére. Mindazonáltal a számítások során ellenőrizni kell a bázis, valamint a korreláció szintjének a hatását: a számított eredmények csak akkor fogadhatók el, ha bizonyítottuk, hogy sem a bázis további növelése, sem az elektronkorreláció magasabb szintű figyelembe vétele nem változtat jelentősen a számított eredményeken.
Molekulák egyensúlyi geometriájának meghatározására a legegyszerűbb eljárás az ún. Fletcher–Powell-algoritmus, amely a következő lépéseket tartalmazza:
1. Kiszámítjuk az elektronenergiát adott kiindulási geometria mellett (azaz a hiperfelület egy adott pontjának a számítása).
2. Kiválasztunk egy tetszőleges belső koordinátát, majd az energiát meghatározzuk e koordináta mentén két további pontban.
3. Parabolát illesztünk a három pontra, majd megkeressük a parabola minimumát.
4. Kiszámítjuk az energiát a meghatározott minimum pontban, majd egy újabb belső koordinátát kiválasztva, az energiát ismét meghatározzuk két különböző pontban e koordináta mentén.
5. Parabola illesztése és minimumának megkeresése
6. Eldöntjük, hogy a potenciális energia felület minimumában vagyunk-e, ha nem, visszatérünk a 4. lépéshez.
A Fletcher–Powell-algoritmus általános, minden rendszerre alkalmazható, és minden energiaszámítási módszerrel kompatibilis. Hátránya, hogy rendkívül lassú. Ezért rendszerint csak nagyon problematikus esetekben használjuk, általában pedig a sokkal gyorsabb gradiensmódszert részesítjük előnyben. Számos különböző gradiens-algoritmus létezik, de az elvük azonos: kiszámítjuk az energia koordináták szerinti első és második deriváltjait, így kapjuk a gradiens-vektort és a Hess-mátrixot. Az első az adott irányba mutató erő nagyságát adja meg, a második az erőállandót definiálja. Ezután az alábbi lépéseket követjük:
1. Kiválasztunk egy pontot a vélt optimumhoz közel a potenciális energia hiperfelületen. Megkeressük a legmeredekebb lejtő irányát – ez a gradiens vektorral ellentétes irány – és ebbe az irányba adott hosszúságú lépést teszünk. A potenciális energia felületet parabolával közelítjük a gradiens irányában, és a következő lépés nagyságát úgy választjuk meg, hogy a parabola minimumába érjünk.
2. Kiszámítjuk az energiát és a gradienst az új pontban, és ismét teszünk egy lépést az erő irányába. Az új becslést a Hess-mátrix használata is javítja, amit a hatékonyabb algoritmusok ki is használnak.
3. Mindaddig visszatérünk a 2. ponthoz, amíg el nem érjük a potenciál felület minimumát. Gyakorlatban akkor fejezzük be az optimálást, amikor a gradiens-vektor minden eleme kisebbé válik, mint egy előre meghatározott küszöbérték.
A gradiens algoritmusok elég hatékonyak annak köszönhetően, hogy a legtöbb általánosan használt számítási szinten a gradiens-vektor analitikusan meghatározható a hullámfüggvényből, és nincs szükség az időigényes numerikus differenciálásra. E módszerek, amint említettük, igen gyorsak és – a tapasztalatok szerint – n változós rendszer esetén n és 2n közti gradiens lépésre van mindössze szükség az egyensúlyi geometria 0,001 [image: A molekulák szerkezete] ill.  [image: A molekulák szerkezete] pontosságú számításához.
A potenciálfelületen számos minimum létezhet, melyek kisebb, vagy nagyobb szerkezeti különbségeket takarnak. Gyakori feladat az így nyert izomerek, vagy konformerek energiáinak az összevetése. Fontos lehet azt is bebizonyítani, hogy a megtalált lokális minimumok közül melyik a globális minimum, azaz a minimumok legmélyebbike. Ez utóbbi feladat a lehetséges összes stabilis konformáció megkeresését, és energiáik összehasonlítását foglalná magában. Sajnos a teljes konformáció vizsgálat még kismolekulák esetén is igen nehéz és a nagyobb molekulák esetében ma még az ab iníció számítások által elérhető területeken kívül esik.
Végezetül hangsúlyoznunk kell, hogy az egyensúlyi geometria meghatározása nem fejeződhet be a geometria optimálás sikeres elvégzésével, hiszen lehet, hogy csak egy nyeregpontban vagyunk, ahol a gradiens szintén zérus. Ezért minden esetben ellenőriznünk kell a második deriváltat. Csak akkor lehetünk biztosak abban, hogy valódi minimumban vagyunk, ha a rendszer összes erőállandója pozitív.
10.1. A perfluoro-ciklopropén szerkezete [image: A molekulák szerkezete]
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A molekulák szerkezetének meghatározása vitatatatlanul a kvantumkémia legfontosabb alkalmazási területe, hiszen általában a kötéstávolságokat és kötésszögeket egyszerűbb kiszámítani, mint megmérni. A perfluoro-ciklopropén  [image: 10.1. A perfluoro-ciklopropén szerkezete \hbox{}^{*}] összegképletű háromtagú gyűrűs vegyület, toxikus, éghető és robbanékony gáz, amelynek jelenlegi intenzív kutatását elsősorban az indokolja, hogy szóba jöhet, mint lehetséges vérpótló anyag. Szerkezetéről több, különböző forrásból származó kísérleti eredmény áll rendelkezésre, ezért kiváló alkalmunk nyílik a számított geometriával való összehasonlításra. A molekula háromtagú gyűrűs szerkezete miatt feltételezhető, hogy a geometriai paraméterek némelyike szokatlan értéket vesz fel.

          
	 	
                    [image: 10.1. A perfluoro-ciklopropén szerkezete \hbox{}^{*}]
                  	 



        
A vegyület szerkezetének megállapítása céljából ab initio számításokat végeztek HF- és MP2-szinten, DZP (double zeta polarizációs függvénnyel) és TZ2P ( triple zeta két polarizációs függvénnyel) bázissal. A kisebb bázis a (9s,5p)[4s,2p], a nagyobb a (10s,6p)[5s,3p] kontrakciós sémát tartalmazta, valamint egy illetve két sorozat d-típusú polarizációs függvényt. A két különböző számítási szint és a két eltérő bázis lehetővé teszi, hogy becsüljük az elektronkorreláció és a bázis méretének hatását. Annak bizonyítására, hogy az optimált geometria valódi minimum a potenciális energia felületen, a szerzők minden szinten számították a második deriváltakat is.
A 10.1. táblázat tartalmazza a számított geometriai paramétereket az elektronkorreláció figyelembevételével (MP2) és elhanyagolásával (HF), illetve a két különböző bázis felhasználásával. Az adatok többségénél jól látható, hogy a bázis DZP-ről TZ2P-re növelése (182 bázisfüggvény használata 112 helyett) jóval kisebb változást okoz, mint az elektronkorreláció részleges figyelembevétele. Az is megfigyelhető, hogy bizonyos paraméterek érzékenyebbek erre a változásra, mint mások. A munka egyik fontos következtetése, hogy az MP2-számítások még viszonylag kis méretű (akár DZP) bázis felhasználásával is korrekt eredményt adnak a molekulageometriára. A 10.1. táblázat adataiból az is kitűnik, hogy az MP2-számításokból nyert kötések minden esetben határozottan hosszabbak, mint a HF-módszer által becsült kötések. Ezt a megállapítást számos korábbi vizsgálat is megerősíti: az MP2 általában hosszabb kötéseket ad, mint a HF-módszer.

          
	 	
                    
                      10.1. táblázat. A  [image: 10.1. A perfluoro-ciklopropén szerkezete \hbox{}^{*}] molekula számított geometriai paraméterei (pm-ben és fokban).
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A számítás próbája az összevetés a mérési eredményekkel, ez látható a 10.2. táblázatban. A kísérleti eredmények különböző forrásokból, elektrondiffrakciós (ED) és mikrohullámú spektroszkópiás (MW) mérésből, folyadékkristály NMR-ből és a kristály röntgendiffrakciós (RD) méréséből származnak.
Az elektrondiffrakcióból kapott radiális sűrűségeloszlás-görbén négy csúcsot találtak, ám a független meghatározandó paraméterek száma hat. Emiatt a paraméterek között erős korreláció áll fenn és ezért a módszer alapján számított geometriai adatok megbízhatatlanok. Ha a mikrohullámú adatokat paraméterként illesztjük az elektrondiffrakciós problémához, (ED/MW) az eredmények javulnak. A kétféle kísérleti adatsor eltérése nagyjából hasonló, mint a számított ab initio geometriától való eltérésük. Az NMR spektroszkópia önmagában nem alkalmas a molekula geometriájának kvantitativ meghatározására, de eredményei felhasználhatók az elektrondiffrakciós kiértékeléshez. Tudnunk kell azonban, hogy amikor az NMR adatokat elektrondiffrakciós paraméterként kezeljük, csak statisztikus értelemben javítunk az adatok megbízhatóságán, ám ugyanakkor feltételezzük, hogy a molekula szerkezete azonos oldatban (NMR mérések) és gázfázisban (ED, MW). Mivel az egyezés a számított adatokkal továbbra is kitűnő ez azt mutatja, hogy a gyűrű merev szerkezete miatt a molekula kondenzált fázisban nem torzul jelentősen. A különbség a fenti kísérleti adatok és az ab initio geometriák között kisebb, mint eltérésük a röntgendiffrakciós eredménytől, noha ez az eltérés is kicsi. A röntgendiffrakciós adatok hasonlósága az egyéb kísérleti és számított értékekhez azt bizonyítja, hogy a kristályerők sem torzítják jelentősen a molekulát.
A példa tanulsága világos: az egyensúlyi kötéstávolságok kiszámítása a feladatnak csak egy része, az igazi cél a molekulák szerkezetének jellemzése. Ezért gondosan kell analizálnunk a számított és mért paraméterek kapcsolatát, a lehetséges hibákat, illetőleg a hibák lehetséges okait.

          
	 	
                    
                      10.2. táblázat. A  [image: 10.1. A perfluoro-ciklopropén szerkezete \hbox{}^{*}] molekula számított és kísérleti geometriai paraméterei (pm-ben és fokban). [image: 10.1. A perfluoro-ciklopropén szerkezete \hbox{}^{*}]
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          [image: 10.1. A perfluoro-ciklopropén szerkezete \hbox{}^{*}]
           A zárójeles értékek a becsült szórást jelentik.
        


10.2. A [10]annulének szerkezete és relatív energiája [image: 10.1. A perfluoro-ciklopropén szerkezete \hbox{}^{*}]
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Az eddigiek alapján nyilvánvaló, hogy a számítástechnika mai szintjén az esetek többségében a szerkezetmeghatározás kis költséggel és minimális munka befektetésével rutinszerűen lehetséges még olyan molekulák esetében is, amelyek rendkívül instabilisak, vagy reaktívak, vagy amelyek szintézise nehéz, avagy éppenséggel lehetetlen. Mindamellett nem árt a tapasztalat és az óvatosság: még viszonylag magas szintű számítások esetén is érhetik az embert kellemetlen meglepetések. Manapság az MP2- és DFT-módszerekre gyakran úgy tekintenek, mint amelyek kis- és közepes méretű molekulák szerkezetét kielégítő pontossággal adják meg. Ez legtöbbször valóban igaz, ámde nem mindig. A jelen pontot figyelmeztetésnek is szánhatjuk: a kvantumkémiai programok fekete dobozként való kezelése kényelmes, de veszélyeket hordoz magában.
Régóta ellentmondásos kérdés a [10]annulének elektronszerkezete. Vajon ezek a molekulák olefin szerkezetűek-e konjugált egyes és kettős kötésekkel, vagy aromásak, mint a többi homológ  [image: 10.2. A [10]annulének szerkezete és relatív energiája \hbox{}^{*}][image: 10.2. A [10]annulének szerkezete és relatív energiája \hbox{}^{*}]-elektronos rendszer (mint a benzol vagy a [14]annulén)? A [10]annulének két csoportját vizsgálták. Az elsőbe azok az izomerek tartoznak, amelyekben a kettőskötés körül kizárólag cisz-elrendeződés található, a másodikba azok amelyekben egy transz-konfiguráció is van a cisz-konfigurációk mellett. A spektroszkópiai módszerek mindkét csoport tagjai esetében azt jelzik, hogy az egyes- és kettőskötések felváltva helyezkednek el a molekulában. Ez ellentétben áll azzal a ténnyel, hogy eleget tesznek a Hückel-szabálynak, amely alapján aromás szerkezetet várnánk. A két legfontosabb csak-cisz [10]annulén szerkezet a planáris  [image: 10.2. A [10]annulének szerkezete és relatív energiája \hbox{}^{*}] és a  [image: 10.2. A [10]annulének szerkezete és relatív energiája \hbox{}^{*}] szimmetriájú „csónak” forma (10.2. ábra). A korábbi kvantumkémiai számítások szerint ez utóbbi forma energiája kisebb.

          
	 	
                    
                      10.2. ábra. A  [image: 10.2. A [10]annulének szerkezete és relatív energiája \hbox{}^{*}] és a „csónak” forma.

                  	 



        

          
	 	
                    [image: 10.2. A [10]annulének szerkezete és relatív energiája \hbox{}^{*}]
                  	 



        
A problémák az egy transz-konfigurációt tartalmazó molekulák esetében kezdődnek. A két legmélyebb energiájú szerkezet a �csavart” és a �szív” alakzat (10.3. ábra). Az alacsony hőmérsékleten felvett NMR spektrum azt mutatja, hogy oldatban a kettő közül csak a „csavart” szerkezet van jelen, ez egyértelműen bizonyítja, hogy a „csavart” szerkezet energiája határozottan alacsonyabb a másikénál.

          
	 	
                    
                      10.3. ábra. [10]annulének legkisebb energiájú konformerei egy transz kapcsolattal: a „csavart” és a �szív” forma.

                  	 



        

          
	 	
                    [image: 10.2. A [10]annulének szerkezete és relatív energiája \hbox{}^{*}]
                  	 



        
A kvantumkémiai módszerek között a félempirikus AM1-től a magas szintű ab initio számításokig egy sor különböző módszert kipróbáltak és összehasonlítottak. Számították a geometriát és az energiát az AM1, RHF, MP2, DFT (B3LYP és BLYP funkcionálokkal), valamint a MP3, MP4, CCSD, CCSD(T) és CAS-SCF(10,10) (UNO-CAS)1 módszerekkel. Ez utóbbi esetben az aktív teret 10 elektron, valamint 5 üres és 5 kétszeresen betöltött - összesen 10 – pálya adja ki (ezt jelenti a (10,10) szimbólum), ami a molekula  [image: 10.2. A [10]annulének szerkezete és relatív energiája \hbox{}^{*}]-rendszerére nézve megfelel egy full-CI számításnak. Az alkalmazott bázisok DZP és cc-pVDZ minőségűek voltak.
A 10.3. táblázatban összefoglalt eredmények első látásra eléggé furcsák: úgy tűnik, hogy emelve a számítás szintjét egyre rosszabb eredményeket kapunk. Amíg az AM1- és az RHF-számítások a „twist” forma dominanciáját jósolják – helyesen – a „magas szintű” MP2- és DFT-módszerekből éppen ellenkező következtetéseket vonhatunk le. Egyértelmű, hogy a DFT és MP2 ez esetben kudarcot vall, ám ne hagyjuk magunkat becsapni az AM1- és RHF-számítások helyes jóslataitól! Alacsony szintű számítások gyakran mutatnak meglepően jó egyezést a kísérleti eredményekkel a jó parametrizáció, vagy a hibák szerencsés kompenzációja miatt (erre több példát láthattunk a 6. fejezetben), más esetekben viszont teljesen rossz eredményt adhatnak. Hibaforrás lehet az is, hogy a publikált energiák nem tartoztak a potenciálfelület minimumához. Ezt az imaginárius frekvencia létezése mutatja a vélt optimumban.

          
	 	
                    
                      10.3. táblázat. A �szív” konformer relatív energiája a „csavart” szerkezethez viszonyítva (kcal/mol-ban).

                  	 



        

          
	 	
                    [image: 10.2. A [10]annulének szerkezete és relatív energiája \hbox{}^{*}]
                  	 



        

          
	 	
                    
                      10.4. táblázat. A �szív” konformer relatív energiája a „csavart” szerkezethez képest (kcal/mol-ban) [image: 10.2. A [10]annulének szerkezete és relatív energiája \hbox{}^{*}]
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          [image: 10.2. A [10]annulének szerkezete és relatív energiája \hbox{}^{*}]
           Nem valódi minimum, egy imaginárius frekvenciát tartalmaz.
        

          
          
          [image: 10.2. A [10]annulének szerkezete és relatív energiája \hbox{}^{*}]
           Az „A” geometria Becke3LYP/DZd szinten számított, a „B” geometria pedig MP2/DZd optimum.
        
A 10.3. és 10.4. táblázatot tanulmányozva megfigyelhetjük, hogy a perturbációs sorozat erősen oszcillál: a „szí [image: 10.2. A [10]annulének szerkezete és relatív energiája \hbox{}^{*}] szerkezet relatív energiája  [image: 10.2. A [10]annulének szerkezete és relatív energiája \hbox{}^{*}],  [image: 10.2. A [10]annulének szerkezete és relatív energiája \hbox{}^{*}] és  [image: 10.2. A [10]annulének szerkezete és relatív energiája \hbox{}^{*}] az MP1 (azaz HF), MP2, MP3 és MP4 szinteken. Tudjuk, hogy a perturbációs módszerekből kapott energia nem feltétlenül a valódi energia felső korlátja, de a perturbációs számítás rendjének növekedtével elvárható, hogy a számított energia közeledjen a valódihoz. A perturbációs sorozat oszcillációjának lehetséges oka az, hogy az alapállapot leírása, azaz a HF-determináns nem megfelelő a [10]annulénekre. Az eredményekből arra is lehet következtetni, hogy a nemdinamikus korreláció, mellyel az eddigi módszerek bizony mostohán bántak, jelentős hatással bírhat. Ez lehet oka a DFT-számítás kudarcának is. Korrekt energia-sorrendet adnak a CCSD- és CCSD(T)-, valamint az UNO-CAS számítások, melyek az elektronkorreláció nagyrészét magukban foglalják. A gerjesztett determinánsok fontosságáról az UNO-CAS számítás CI-koefficienseinek nagyságából nyerhetünk fogalmat. A nemdinamikus effektusok súlyát az ugyanezen számításokban alkalmazott természetes pályák betöltési számai is mutatják.1 Az aktív térbe jelölt tíz pálya betöltési számai a „szí [image: 10.2. A [10]annulének szerkezete és relatív energiája \hbox{}^{*}] izomerre 1,95, 1,93, 1,93, 1,80, 1,80, 0,20, 0,20, 0,06, 0,06, 0,04, a „csavart” izomerre 1,92, 1,92, 1,92, 1,89, 1,87, 0,13, 0,12, 0,09, 0,08, 0,07. A betöltési számok szerint az aktív térben mind a tíz pálya szerepe igen fontos, emiatt a dinamikus és nemdinamikus effektusok is bizonyosan komoly szerepet játszanak.
A példából azt a fontos tanulságot vonhatjuk le, hogy még akkor is célszerű különböző elméleti szinteken vizsgálni és megerősíteni eredményeinket, ha az alkalmazott elméleti szint – korábbi vizsgálataink és tapasztalataink alapján – elfogadhatónak látszik. Ez egyébként minden kvantumkémiai vizsgálatra érvényes: annak érdekében, hogy eredményeink megbízhatóságát bizonyítsuk, ajánlatos megvizsgálni a magasabb elméleti szintek és a nagyobb bázis hatását. Következtetéseink csak akkor lehetnek helytállóak, ha e számítások segítségével megbizonyosodtunk az eredmények stabilitásáról.

10.3. Bróm-olefin  [image: 10.2. A [10]annulének szerkezete és relatív energiája \hbox{}^{*}]-komplexek energiája és szerkezete [image: 10.2. A [10]annulének szerkezete és relatív energiája \hbox{}^{*}]




          
          
          [image: 10.3. Bróm-olefin \pi -komplexek energiája és szerkezete \hbox{}^{*}]
           R. Biancini, C. Chiappe, D. Lenoir, P. Lemmen, R. Herges, J. Grunenberg, 
          Angew. Chem. Int. Ed
          . 
          36
          , 1284-97 (1997).
        
A kémiában számos példát találunk olyan instabilis intermedierekre, amelyek valamely szintézis során keletkeznek, ám reaktivitásuk oly nagy, és ennélfogva élettartamuk oly rövid, hogy fizikai-kémiai módszerekkel nem jellemezhetők, létezésükre legfeljebb a reakció mechanizmusából következtethetünk. Noha a modern kísérleti technikák új utakat nyitnak e tűnékeny vegyületek tanulmányozására és jellemzésére, ezek a kísérleti vizsgálatok általában rendkívül bonyolultak, hosszadalmasak és drágák, ennélfogva az esetek többségében a legegyszerűbb eljárás a kvantumkémiai számítások alkalmazása.
E fejezet harmadik és egyben utolsó példájában az alkének elektrofil brómozását vizsgáljuk. A reakció mechanizmusáról már elemi szerves kémia könyvekben is olvashatunk. E szerint a reakció során a brómmolekula heterolitikusan hasad, a képződő  [image: 10.3. Bróm-olefin \pi -komplexek energiája és szerkezete \hbox{}^{*}] ion pedig egy  [image: 10.3. Bróm-olefin \pi -komplexek energiája és szerkezete \hbox{}^{*}]-komplexet, bromónium kationt képez az olefinnel. Korábbi vizsgálatok azt is bizonyították, hogy a bróm hasadását és a bromónium kation létrejöttét megelőzi a bróm és alkén instabilis 1:1arányú  [image: 10.3. Bróm-olefin \pi -komplexek energiája és szerkezete \hbox{}^{*}]-komplexének a keletkezése.
A ciklohexén és más olefinek brómozásának a tanulmányozása során termodinamikai vizsgálatokok arra utaltak, hogy az 1:1 komplex mellett egy másik, két bróm molekulát tartalmazó intermedier létezése is megelőzheti a bromónium ion kialakulását. Nos, e pont fő kérdése e komplexek szerkezete és stabilitása. Feltételezve a második komplex keletkezését, a reakció egyes lépései a következők:

          
	 	
                    [image: 10.3. Bróm-olefin \pi -komplexek energiája és szerkezete \hbox{}^{*}]
                  	 



        
Mivel a reakció általában igen gyors, a képződő komplex kísérleti (termodinamikai és spektroszkópiai) vizsgálata nem könnyű feladat. Ezért a kísérletek során törekszünk arra, hogy a bromónium ionhoz vezető gyors reakciókat a lehető legnagyobb mértékben lelassítsuk. Egy szokásos fogás az, hogy etén helyett nagy térkitöltésű csoportokkal szubsztituált olefineket használunk. A szubsztituensek a molekula reaktív centrumát körülvéve gátolják a brómmolekula közeledését, azaz sztérikusan gátolják a reakciót. Egyes olefinszármazékok esetén a sztérikus gátlás olyan nagyfokú is lehet, hogy már a bromónium kation sem alakuhat ki: a brómozás nem megy végbe. Ilyen anyag pl. a tetraneopentil-etén (TNPE), melyet Oláh György állított elő és tanulmányozott. De vajon a  [image: 10.3. Bróm-olefin \pi -komplexek energiája és szerkezete \hbox{}^{*}]-komplexek kialakulhatnak-e, vagy már azok sem jöhetnek létre?
A kísérleti vizsgálatok során a TNPE brómkomplexei nemcsak hogy létrejöttek, de olyannyira stabilisnak mutatkoztak, hogy mindkét komplex kialakulását és létezését az UV spektrumuk segítségével lehetett bizonyítani. Ugyanakkor NMR és Raman spektroszkópiával is bebizonyították, hogy a reakció a TNPE és a bróm között ténylegesen véget ér a komplex kialakulásával. A spektrofotometriás adatokat felhasználva kiszámíthatók a komplexek termodinamikai és spektroszkópiai paraméterei.
Az etén-klór 1:1 komplexének mikrohullámú spektroszkópiás vizsgálata alapján ismert, hogy a halogén az eténhez úgy kapcsolódik, hogy a komplex egy T-alakot formál. Két brómmolekula esetén több különböző térbeli elrendeződés tételezhető fel, melyekről azonban a spektroszkópiai vizsgálatok semmilyen támpontot nem adnak. Szükségszerű tehát az etán +  [image: 10.3. Bróm-olefin \pi -komplexek energiája és szerkezete \hbox{}^{*}] rendszer energia hiperfelületének vizsgálata.
A szerzők a számítások során két különböző elméleti módszert alkalmaztak, hogy biztosítsák az eredmények megbízhatóságát. A három lehetséges 1:1 szerkezet, a tíz legvalószínűbb 2:1 elrendeződés és az öt lehetséges bróm-dimer optimalizálásához DFT(B3LYP)/6-31 + G* és ab initio MP2/6-31G* számításokat használtak. Mivel a TNPE rendszer túl nagy volt közvetlen számítások elvégzéséhez, modellvegyületként az etén molekulát vizsgálták.
Mindhárom vizsgált komplex esetében két-két minimumot találtak. A stabilis szerkezetek egymáshoz viszonyított energiái a 10.5. táblázatban láthatók, míg a 10.4. ábra mutatja a fontosabb kötéstávolságokat és kötésszögeket. A várakozásoknak megfelelően a legstabilisabb 1:1 komplex T-típusú (1). Létezik egy második minimum is (2), amelynek stabilitása gyenge intermolekuláris kölcsönhatásokból származik. A 2:1 komplexek számos elképzelhető variációja közül csak a 10.4. ábrán bemutatott 3 és 4 szerkezetek valódi minimumok. A 4 szerkezetben a két brómmolekula az etén síkjára merőlegesen szimmetrikusan lép kölcsönhatásba a  [image: 10.3. Bróm-olefin \pi -komplexek energiája és szerkezete \hbox{}^{*}]-rendszerrel és így  [image: 10.3. Bróm-olefin \pi -komplexek energiája és szerkezete \hbox{}^{*}] szimmetriájú komplex jön létre. A 3 szerkezetben a második bróm molekula az első  [image: 10.3. Bróm-olefin \pi -komplexek energiája és szerkezete \hbox{}^{*}]-höz, arra merőlegesen kötődik. A C = C kötés középpontja az első  [image: 10.3. Bróm-olefin \pi -komplexek energiája és szerkezete \hbox{}^{*}] molekula és a második  [image: 10.3. Bróm-olefin \pi -komplexek energiája és szerkezete \hbox{}^{*}] molekula egyik atomja egyvonalban fekszik. A számított rezgési frekvenciákból kikövetkeztethető, hogy a második brómmolekula gyakorlatilag szabadon elfordulhat e tengely körül.

          
	 	
                    
                      10.4. ábra. Az 1–6 komplexek szerkezete DFT(B3LYP/6-31+G*) és MP2/6-31+G* (zárójelben) számítások alapján ([image: 10.3. Bróm-olefin \pi -komplexek energiája és szerkezete \hbox{}^{*}]-ban és fokban).
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Mivel 3 és 4 között a számított energiakülönbség kicsi (0,36 kcal/mól a B3LYP, ill. 0,16 kcal/mól az MP2 számítások szerint), ezért elvileg mindkettő jelen lehet a TNPE rendszer 2:1 komplexeiben. Azonban nem szabad szem elől vesztenünk azt a tényt, hogy nem a valóságos TNPE rendszert, hanem csak egy egyszerűsített modelljét tanulmányozunk. Ezért következő lépésként fel kell becsülnünk a nagy térkitöltésű csoportok hatását. Ehhez felhasználhatjuk a rendelkezésre álló kísérleti adatokat. A sztérikusan nem gátolt ciklohexén 1:1  [image: 10.3. Bróm-olefin \pi -komplexek energiája és szerkezete \hbox{}^{*}]-komplexének képződési entalpiája kísérleti úton 4,6 kcal/mólnak adódott, ami körülbelül 1 kcal/mollal exotermebb, mint a TNPE-komplex (–3,5 kcal/mól) képződési entalpiája. Természetesen nagyon durva leegyszerűsítés azt állítani, hogy a különbség a sztérikus gátlás eredménye, hiszen a két molekula nem csak sztérikus effektusukban tér el. Hasznunkra lehet azonban, ha megmérjük a tetraizobutil-etilén (TIBE)  [image: 10.3. Bróm-olefin \pi -komplexek energiája és szerkezete \hbox{}^{*}]-komplexének képződési entalpiáját, hiszen a TIBE elektronszerkezete hasonló a TNPE szerkezetéhez, sztérikus gátlása pedig várhatóan a ciklohexén és a TNPE között helyezkedik el. A mért érték, –4,07 kcal/mól, a fenti két képződési entalpiaérték között van, ami becslésünket némileg hihetőbbé teszi.
Fogadjuk el tehát, hogy a sztérikus gátlás várhatóan 1 kcal/móllal csökkenti az első brómkomplex képződési entalpiáját. Ezt a kölcsönhatást kell figyelembe venni 1 és 3 stabilitásának becslése során, valamint a két bróm-olefin kölcsönhatás miatt kétszer a 4 szerkezetben. A neopentil szubsztituensek alig befolyásolják a bróm-bróm kölcsönhatást a köztük lévő nagy távolságból kifolyóan. Mindezek alapján feltehetően a 3 komplex 1,2-1,4 kcal/móllal stabilisabb mint a 4 szerkezet.2

          
	 	
                    
                      10.5. táblázat. Az 1–4 komplexek és a stabilis  [image: 10.3. Bróm-olefin \pi -komplexek energiája és szerkezete \hbox{}^{*}]-dimer relatív energiái (kcal/mol-ban).
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Seregnyi további érdekes példát említhetnénk itt a szerkezetszámítások témaköréből. Ám ezeket egyéb tulajdonságok tárgyalásával összekapcsolva a következő fejezetekben fogjuk taglalni, hiszen ne felejtsük el, hogy az egyensúlyi szerkezet helyes megállapítása minden más tulajdonság számításának elengedhetetlen előfeltétele.

          
            Megjegyzések
          
        
	
               A CASSCF-számítások legérzékenyebb pontja az aktív tér gondos kiválasztása, azaz figyelembe veendő pályák helyes megválasztása. Mivel a természetes pályák betöltési számai az adott pályák „fontosságáról” hordoznak információt, az UNO-CAS módszerben az aktív pályákat a betöltési számok szerint választjuk ki. Ez a kiválasztás általában olyan jó kiindulási pályákat ad, hogy nincs szükség a pályakoefficiensek variálására, azaz a CAS számítás nagymértékben egyszerűsödik.

	
               Az irodalomban igen elterjedt, hogy a különböző molekulák stabilitásának vizsgálata során kizárólag az egyensúlyi geometriához tartozó energiákat hasonlítják össze. Ez a módszer csak gyors becslésnek tekinthető, a precíz összehasonlításokhoz szükség van az energiaértékek termodinamikai korrekciójára. Erről részletesen a 13. fejezetben lesz szó. Valójában a taglalt speciális esetre igaz az, hogy a termodinamikai hatások figyelembevétele nem befolyásolja a levont következtetéseket. 




11. fejezet - A molekularezgések számítása



Amint tudjuk, a Born–Oppenheimer-közelítés eredményeként az elektron- és magmozgás, illetve az ezekkel a mozgásokkal járó energia szétválik:  
[image: A molekularezgések számítása]


      
[image: A molekularezgések számítása]

 A fenti egyenletekben a magmozgást tovább bontottuk rezgésekre  [image: A molekularezgések számítása], forgásokra  [image: A molekularezgések számítása] és transzlációra  [image: A molekularezgések számítása]. Ez már nem a Born–Oppenheimer-közelítésből következik, ámde ez az alapja annak, hogy kvantummechanikai úton külön-külön foglalkozhatunk a molekulák rezgő- és forgómozgásával, és ez az alapja annak is, hogy az infravörös és Raman-spektroszkópiához hozzárendelhetjük a molekularezgéseket, a mikrohullámú spektroszkópiához pedig a molekula forgómozgását.
A legegyszerűbb rezgő rendszert egy kétatomos molekula alkotja, az ehhez tartozó harmonikus mozgást a 3.2. fejezetben tárgyaltuk. A harmonikus rezgések kezelése sokatomos molekulában hasonló a kétatomos molekuláéhoz, de a (3.2) egyenlet helyett figyelembe kell vennünk a magok közötti összes potenciális energia tagot:  
[image: A molekularezgések számítása]

 ahol  [image: A molekularezgések számítása] és  [image: A molekularezgések számítása] a magkoordináták1, és a  [image: A molekularezgések számítása] faktorok az úgynevezett harmonikus (vagy kvadratikus) erőállandók. Az elektronenergia gradiens vektorának komponensei (az elektronenergia magkoordináták szerinti első deriváltjai) adják meg az atomokra ható erőket, míg a második deriváltakból képzett mátrix (Hess-mátrix) elemei az erőállandók:  
[image: A molekularezgések számítása]


        [image: A molekularezgések számítása] atomot tartalmazó molekula esetében Descartes koordinátákban kifejezve  [image: A molekularezgések számítása] ilyen erőállandó van (mivel  [image: A molekularezgések számítása]). A Hess-mátrix sajátérték egyenletét megoldva2 a (3.3) klasszikus formula segítségével származtathatjuk a harmonikus rezgési frekvenciákat. A kapott  [image: A molekularezgések számítása]normálfrekvencia értékes információkkal szolgál számunkra.
1. Az első hat (vagy lineáris rendszerek esetében 5) frekvencia a molekula haladó és forgó mozgásának felel meg. Ha ezek zérus nagyságúak és a többi frekvencia pozitív szám, akkor a potenciális energiafelület stabilis minimumában vagyunk. A numerikus számítás pontatlanságai miatt az első öt/hat frekvencia gyakran csak közelítőleg zérus, általában  [image: A molekularezgések számítása] és  [image: A molekularezgések számítása] között van. A zérustól való ennél jelentősebb eltérés a biztos jele annak, hogy a geometria nincs pontosan az optimumon.
2. Ha a maradék rezgési frekvenciák között van imaginárius, akkor a megfelelő erőállandó negatív. Ez pedig azt jelenti, hogy ha a molekula az adott irányba elmozdul, akkor az erő az elmozdulás irányába, nem pedig (a harmonikus rezgések esetében szokásos módon) ellentétes irányba mutat. Így az adott koordináta mentén a potenciálfelület maximumában vagyunk, míg a geometria minden más irányból minimumnak látszik, azaz egy nyeregpontba jutottunk. Egyetlen imaginárius frekvencia jelenléte esetén elsőrendű nyeregpontban vagyunk.
Rezgés közben a molekula tömegközéppontja nem változhat meg. Ez csak úgy lehetséges, ha minden normálrezgés2 követi a molekula szimmetriáját. Pontosabban szólva a normálrezgések a molekula pontcsoportja irreducibilis reprezentációinak bázisát adják. Ezt könnyen megérthetjük a víz példáján keresztül, ahol az atomok elmozdulásait vektorokkal jelképezzük. A három atomra  [image: A molekularezgések számítása] kezdeti koordinátát választunk ki:
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Ezeknek a vektoroknak a  [image: A molekularezgések számítása] pontcsoportban való transzformációs tulajdonságait felhasználva (azaz vizsgálva, hogy az adott szimmetriaművelet hatására hány vektor marad változatlan ill. fordul ellenkező irányba) megkapjuk a megfelelő reducibilis reprezentáció karaktereit:  
[image: A molekularezgések számítása]

 A szokásos módon alkalmazva az (1.5) redukciós formulát a következőket kapjuk:  
[image: A molekularezgések számítása]

 A transzlációs mozgások ugyanúgy transzformálódnak, mint az x, y és z koordináták, ezért a megfelelő irreducibilis reprezentációk a karaktertáblázatból könnyen kiolvashatók:  
[image: A molekularezgések számítása]

 A rotációs mozgások az  [image: A molekularezgések számítása],-hez,  [image: A molekularezgések számítása]-hoz és  [image: A molekularezgések számítása]-hez tartozó irreducibilis reprezentációk szerint transzformálódnak, ezek ugyancsak kinézhetők a karaktertáblázatból:  
[image: A molekularezgések számítása]

 Kivonva ez utóbbi kettőt  [image: A molekularezgések számítása]-ból, megkapjuk a vízmolekula három lehetséges normálrezgésének szimmetria szerinti besorolását:  
[image: A molekularezgések számítása]

 A harmonikus közelítés viszonylag jónak mondható merev molekulák esetében, amikor a magok kis amplitúdójú és általában nagy frekvenciájú rezgőmozgást végeznek: a mély és keskeny potenciálgödör az alján kielégítően közelíthető egy parabolával. Tudnunk kell azonban, hogy a rezgések valójában sohasem harmonikusak, a rezgési potenciális energiát leíró (11.3) formula sohasem pontos. Az igazi formulát egy hatványsorral közelíthetjük, melynek magasabbrendű tagjai bizonyos esetekben fontossá válhatnak. Természetesen a (11.4) egyenlet is javításra szorul, az energia magasabb deriváltjait is figyelembe kell venni a következő formában:  
[image: A molekularezgések számítása]

 ahol  [image: A molekularezgések számítása] konstans. A harmadik (mint a 11.5 egyenletben) és magasabb deriváltakkal definiáljuk a köbös, a negyedrendű stb. (általánosan anharmonikus) erőállandókat. A normálrezgések megjelenése következik abból a tényből, hogy a harmonikus potenciális energia kifejezés diagonalizálható. Ha azonban köbös vagy magasabb tagok is jelen vannak (11.3)-ban ez nem lehetséges, és ekkor az anharmonikus rezgési hullámfüggvény nem osztható fel különálló normálrezgésekre. A csoportelméletet hívhatjuk újra segítségül: bebizonyítható, hogy az anharmonikus tagok jelenléte a potenciális energiában csak az azonos szimmetriájú állapotokat keveri össze. Ennek a ténynek fontos következményei vannak. Az anharmonikus tagok segítenek megmagyarázni az olyan spektroszkópiai megfigyeléseket, mint a felhangok, kombinációs sávok és a Fermi rezonancia.3 Így az anharmonikus hatások figyelembe vétele nemcsak a frekvenciaszámítást teszi pontosabbá, hanem lehetőséget ad arra is, hogy leírjuk azokat a jelenségeket, amelyek vizsgálatára a harmonikus közelítés nem alkalmas.

        
	 	
                  
                    11.1. ábra. A víz normálrezgései.

                	 



      

        
	 	
                  [image: A molekularezgések számítása]
                	 



      
Reményeink szerint mostanra meggyőztük az olvasót az anharmonicitás fontosságáról, jöhet tehát a hideg zuhany: eltekintve a mindössze néhány atomot tartalmazó kis molekuláktól, az anharmonikus hatások rutin módszerekkel nem számíthatók. Az esetek nagy többségében meg kell elégednünk a harmonikus frekvenciák számításával, illetve ezek empírikus módosításával a jobb eredmények reményében. Ha pedig ez így van, akkor ebből az is következik, hogy ilyen módon még a legprecízebb FCI-számítás segítségével sem kaphatjuk meg a valóságos rezgési frekvenciákat. De vajon mit tehetünk?
A kétatomos harmonikus és anharmonikus potenciálok összehasonlításából (lásd pl. 3.1. ábra) következik, hogy a számított harmonikus frekvenciákat egy kissé mindig túlbecsüljük. Ez általában sokatomos rendszereknél is igaz, habár a hiba nem azonos mértékű a különböző rezgéseknél. Az eltérést a számított és mért rezgési frekvenciák között tovább fokozza az elektronszerkezet számítási módszereinek pontatlansága és a véges bázis hatása. Gyakran alkalmazunk empirikus faktorokat, hogy figyelembe vegyük ezeket a hatásokat. A legegyszerűbb módszer, ha megszorozzuk az összes számított frekvenciát egy faktorral, amely általában 0,85–0,95 közötti értéket vesz fel az elektronszerkezeti módszertől és bázis mérettől függően.4 A legnagyobb baj ezzel a módszerrel az, hogy a különböző típusú rezgések hibája is különböző, pl. a számított vegyértékrezgéseket általában jobban túlbecsüljük, mint a deformációs rezgéseket. Azért, hogy ellensúlyozzuk ezt a hatást, gyakran a normálrezgés fajtájától függően különböző faktorokat alkalmaznak. Jobb módszer e probléma megoldására, ha különböző skálafaktorok alkalmazunk a különböző belső koordináták által reprezentált erőállandók esetében. Példaként megemlítjük Pulay skálázott kvantummechanikai (SQM) erőtér módszerét, amelyben a hagyományos úton számított Descartes erőállandókat először belső koordinátákká alakítjuk át, majd optimált faktorokkal skálázzuk. Ha a faktorokat gondosan választjuk meg, akkor a számított frekvenciák elég pontosak ahhoz, hogy valós kémiai vagy spektroszkópiai problémákat oldjunk meg velük. Egyes esetekben ezek a frekvenciák felhasználhatók új vegyületek azonosítására is, vagy pedig izomerek megkülönböztetésére, a rezgési spektrumuk hasonlósága ellenére.
Nemcsak a rezgési frekvenciák, hanem a sávintenzitások is, azaz a teljes infravörös és Raman-spektrumok is számíthatók. Egy rezgési átmenet intenzitása (hasonlóan az összes többi elektromos dipólus átmenethez) az átmeneti valószínűség segítségével adható meg:  
[image: A molekularezgések számítása]

 ahol  [image: A molekularezgések számítása] állandó,  [image: A molekularezgések számítása] és  [image: A molekularezgések számítása] jelentik a megfelelő alap és gerjesztett rezgési hullámfüggvényeket és  [image: A molekularezgések számítása] az úgy nevezett elektromos dipólusmomentum-operátor.5 A formula alapján levezethető, hogy az i-edik normálrezgés  [image: A molekularezgések számítása] átmenetéhez tartozó integrált intenzitás a dipólusmomentum normál koordináta szerinti deriváltjával van kapcsolatban:  
[image: A molekularezgések számítása]

 ahol  [image: A molekularezgések számítása] az átmenet frekvenciája. A megfelelő deriváltak kvantumkémiai úton számíthatók, így az infravörös intenzitás becsülhető. Hasonló módon a polarizálhatóság első deriváltjának meghatározásával a Raman-intenzitások is meghatározhatók. Számos ab initio program a frekvenciaszámítások után automatikusan meghatározza az IR- és Raman-intenzitásokat is.
11.1. A perfluor-ciklopropén harmonikus rezgési frekvenciái [image: A molekularezgések számítása]




          
          
          [image: 11.1. A perfluor-ciklopropén harmonikus rezgési frekvenciái \hbox{}^{*}]
           B.T. Abdo, I.L. Alberts, C.J. Attfield, R.E. Banks, A.J. Blake, P.T. Bran, A. P. Cox, C.R. Pulham, D.W.H. Rankin, H.E. Robertson, V. Murtagh, A. Heppeler and C. Morrison, 
          J. Am. Chem. Soc
          . 118, 209-216 (1996).
        
Amint látjuk, a molekulák erőállandóit az egyensúlyi geometria és a nyeregpontok optimálása után azért nagyon fontos kiszámítani, mert segítségükkel e pontokat megfelelően jellemezhetjük. Persze ennek a kényszernek van egy hasznos „mellékterméke” is: ha egyszer már ismerjük az erőállandókat, nagyon egyszerű meghatározni a harmonikus frekvenciákat is. Ez lehet a kísérleti frekvenciák első közelítése, mely számértékeit tekintve hagy maga után némi kívánnivalót, de a kísérleti spektrumok analíziséhez mindenképpen hatalmas segítséget nyújt. Ennek eredményeként gyakorlatilag minden olyan publikációban találunk számított harmonikus frekvenciákat, amely molekulák szerkezetének kvantumkémiai meghatározásával foglalkozik. Példaként térjünk vissza a perfluoro-ciklopropénhoz, amelynek szerkezetéről szó esett már a 10.1 pontban.

          
	 	
                    
                      11.1. táblázat. A  [image: 11.1. A perfluor-ciklopropén harmonikus rezgési frekvenciái \hbox{}^{*}] számított (harmonikus) és megfigyelt (anharmonikus) normál rezgési frekvenciái ([image: 11.1. A perfluor-ciklopropén harmonikus rezgési frekvenciái \hbox{}^{*}]-ben)

                  	 



        

          
	 	
                    [image: 11.1. A perfluor-ciklopropén harmonikus rezgési frekvenciái \hbox{}^{*}]
                  	 



        

          
          
          [image: 11.1. A perfluor-ciklopropén harmonikus rezgési frekvenciái \hbox{}^{*}]
          
          
          [image: 11.1. A perfluor-ciklopropén harmonikus rezgési frekvenciái \hbox{}^{*}]
           nélkül.
        
A perfluor-ciklopropén szerkezetének meghatározásakor, az erőállandókat szintén meghatározták az MP2/DZP szinten annak megállapítására, hogy a talált geometria valódi minimum-e a potenciális energia hiperfelületen. Másrészről a molekula rezgési frekvenciáit kísérleti úton is megmérték. A számított és mért rezgési frekvenciák összehasonlítása alapján (11.1. táblázat) fogalmat alkothatunk arról, hogy milyen egyezést várhatunk egy ilyen számítástól. Vegyük észre, hogy a számított harmonikus frekvenciák általában 2-3%-kal nagyobbak, mint a mért értékek. Ez a különbség az anharmonicitás elhanyagolásának, valamint az ab inítio módszer és a bázis hiányosságainak tulajdonítható. Ilyen esetekben a frekvenciák skálázása javítaná az egyezést. Ha rendelkezésre állnak kísérleti adatok (mint ebben az esetben is), az ab inítio eredmények felhasználhatók a spektrum sávjainak hozzárendeléséhez, valamint pontos harmonikus erőtér szerkesztéséhez. A számított és mért értékek közötti eltérés pedig az anharmonicitás hatásának tanulmányozására alkalmas.
A 11.1. táblázatból látható, hogy a legkisebb  [image: 11.1. A perfluor-ciklopropén harmonikus rezgési frekvenciái \hbox{}^{*}] frekvencia kivételével az eltérés a számított és mért értékek között csekély. A  [image: 11.1. A perfluor-ciklopropén harmonikus rezgési frekvenciái \hbox{}^{*}] csoport „kaszáló” mozgásához rendelhető  [image: 11.1. A perfluor-ciklopropén harmonikus rezgési frekvenciái \hbox{}^{*}] esetében viszont az eltérés nemcsak meglepően nagy, de a számított frekvencia kisebb, mint a kísérleti. Első közelítésben nem zárható ki a kísérleti hiba sem, mivel az infravörös spektrumot nem mérték a 200  [image: 11.1. A perfluor-ciklopropén harmonikus rezgési frekvenciái \hbox{}^{*}] alatti tartományokban. Egy korábbi mikrohullámú spektroszkópiás mérés alapján (a rezgési szatellit sávok intenzitásából) azonban kiderült, hogy a legkisebb frekvenciájú rezgés az  [image: 11.1. A perfluor-ciklopropén harmonikus rezgési frekvenciái \hbox{}^{*}] szimmetriájú  [image: 11.1. A perfluor-ciklopropén harmonikus rezgési frekvenciái \hbox{}^{*}], így valószínű, hogy az eltérésért a számítás a ludas, mely ténylegesen alábecsülte a  [image: 11.1. A perfluor-ciklopropén harmonikus rezgési frekvenciái \hbox{}^{*}] frekvenciát. Tudvalevő, hogy az anharmonicitás hatása a frekvencia csökkenésével egyre nagyobb. Különösen igaz ez a nagyamplitúdójú rezgések esetén, mikor is a számítás gyakran ad használhatatlan eredményeket. A számított és mért érték közötti nagy eltérés legvalószínűbb magyarázata ez.


11.2. Izomerek azonosítása számított rezgési spektrumok segítségével [image: 11.1. A perfluor-ciklopropén harmonikus rezgési frekvenciái \hbox{}^{*}]




          
          
          [image: 11.2. Izomerek azonosítása számított rezgési spektrumok segítségével \hbox{}^{*}]
           G. Rauhut és P. Pulay (
          J. Am. Chem. Soc
          . 117, 4167-4172 (1995)) cikke alapján.
        
A most következő példában egy olyan esetet mutatunk be, melyben a számítások célja a kísérleti infravörös spektrum reprodukálása volt. Ez különösen fontos új molekulák, vagy pedig, mint az alábbi példában is, nehezen kezelhető, nagy toxicitású vegyületek esetében. A tetraklórozott dibenzodioxinok rendkívül toxikusak, de a toxicitás mértéke az izomertől függ. Ez teszi rendkívül fontossá a különböző izomerek helyes meghatározását. Amennyiben a számítások kielégítően pontosak, lehetségessé válik, hogy az új izomereket nehézkes analitikai eljárások helyett kizárólag a számított spektrumuk alapján azonosítsuk. A bemutatásra kerülő munkában a skálázási módszer olyan pontos, hogy a számítási hiba az ujjlenyomat-tartományban 2%-on belüli, de az átlagos hiba még ennél is jóval kisebb.
A számításokhoz sűrűség funkcionál-elméletet használtak B3LYP funkcionálokkal és 6-31G(d) bázissal. Az alkalmazott SQM módszerben az erőállandókat és dipólusmomentum deriváltakat határozták meg először, majd ezeket alakították át természetes belső koordinátákká.6 A kapott erőállandókat skálázták. A skálafaktorokat általában úgy illesztik molekulák valamely csoportjához, hogy a számított rezgési frekvenciák a lehető legjobben illeszkedjenek a kísérleti eredményekhez. Ez óriási előny, hiszen inkrementum gyanánt átvihetők más molekulákra amelyekben hasonló belső koordináták szerepelnek. A különböző belső koordináták esetében alkalmazott skálafaktorok a 11.2. táblázatban találhatók.

          
	 	
                    
                      11.2. táblázat. Skálafaktorok különböző típusú belső koordinátákhoz. [image: 11.2. Izomerek azonosítása számított rezgési spektrumok segítségével \hbox{}^{*}]
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          [image: 11.2. Izomerek azonosítása számított rezgési spektrumok segítségével \hbox{}^{*}]
           X, Y és Z szén-, vagy oxigénatom.
        
A 11.2. ábrán látható a p-dibenzodioxin váz. Mivel a munka legfontosabb célja a molekula izomerjeinek megkülönbözetése, ezért minden izomer esetében meg kell keresni a geometria optimumot és számítani kell a skálázott frekvenciákat. (A szerzők az eredeti cikkben ezt meg is teszik, mi azonban itt csak a 2,3,7,8-tetrakloro-para-dibenzodioxinra (2,3,7,8-TCDD) végzett számításokat részletezzük, és e példán keresztül vizsgáljuk az eredményeket.) A geometria optimálása során kiderült, hogy az összes vizsgált rendszer planáris. A 2,3,7,8-TCDD számított geometriai adatai a röntgendiffrakciós vizsgálat eredményével együtt a 11.3. táblázatban találhatók. Amint látható, az egyezés viszonylag jó, bár nem egyforma minden paraméter esetében.

          
	 	
                    
                      11.2. ábra. A p-dibenzodioxin-váz számozása.

                  	 



        

          
	 	
                    [image: 11.2. Izomerek azonosítása számított rezgési spektrumok segítségével \hbox{}^{*}]
                  	 



        
Az SQM módszer nagy előnye, hogy a számított geometria pontatlanságai bizonyos mértékben „benne vannak” a skálafaktorokban, ezért a számított molekularezgések még pontatlan geometria mellett sem feltétlenül rosszak. A 2,3,7,8-TCDD-nek hatvan normálrezgése van. A számított rezgési spektrum a 11.3. ábrán látható, és összehasonlítható a kísérleti eredménnyel. A 11.4. táblázat tartalmazza a rezgési frekvenciákat és az infravörös intenzitásokat azon rezgések esetében, amelyek kapcsolatba hozhatók a kísérleti FT-IR spektrum csúcsaival. A rezgési frekvenciák egyezése kitűnő, és az intenzitások is viszonylag jó egyezést mutatnak. Megjegyezzük, hogy a kísérleti spektrumot szilárd nemesgáz mátrixból vették föl, melyben a TCDD molekulák kölcsönhatása a szomszédos gázatomokkal minimális, és ami ezért jó közelítéssel gázspektrumnak tekinthető. A jó korreláció az elméleti és mért spektrumok között sok kísérleti sáv azonosítását teszi lehetővé, továbbá indirekt módon segít, hogy megállapítsuk a rezgések szimmetriáját és karakterét.

          
	 	
                    
                      11.3. ábra. A 2,3,7,8-TCDD számított és kísérleti rezgési spektruma.

                  	 



        

          
	 	
                    [image: 11.2. Izomerek azonosítása számított rezgési spektrumok segítségével \hbox{}^{*}]
                  	 



        

          
	 	
                    
                      11.3. táblázat. A 2,3,7,8-TCDD számított geometriai paraméterei ([image: 11.2. Izomerek azonosítása számított rezgési spektrumok segítségével \hbox{}^{*}]-ban és fokban)

                  	 



        

          
	 	
                    [image: 11.2. Izomerek azonosítása számított rezgési spektrumok segítségével \hbox{}^{*}]
                  	 



        

          
          
          [image: 11.2. Izomerek azonosítása számított rezgési spektrumok segítségével \hbox{}^{*}]
           A hidrogének poziciója a röntgendiffrakciós mérésből nem adódik közvetlenül.
        
A legerősebb sáv az infravörös színképben 1470  [image: 11.2. Izomerek azonosítása számított rezgési spektrumok segítségével \hbox{}^{*}]-hez közel található, az e sávhoz tartozó rezgés közelítő képe a 11.4. ábrán látható. (A normálrezgés „formájára” a magoknak a rezgés során történő elmozdulásából következtethetünk.) A rezgés nagy intenzitása valószínűleg annak a következménye, hogy a három gyűrű rezgései azonos fázisban csatolódnak. A vázrezgések (lásd 11.4. táblázat) erősen keverednek, ezért nehéz őket a váz valamely karakterisztikus részéhez, ill. néhány belső koordinátához rendelni .

          
	 	
                    
                      11.4. ábra. A 2,3,7,8-TCDD intenzív 1470  [image: 11.2. Izomerek azonosítása számított rezgési spektrumok segítségével \hbox{}^{*}]-es normálrezgésének közelítő formája.

                  	 



        

          
	 	
                    [image: 11.2. Izomerek azonosítása számított rezgési spektrumok segítségével \hbox{}^{*}]
                  	 



        
Három ponton figyelhető meg jelentős eltérés a számított és a kísérleti spektrum között. Az 1480, 1310 és 1110  [image: 11.2. Izomerek azonosítása számított rezgési spektrumok segítségével \hbox{}^{*}] közelében található sávok mind a gáz, mind a szilárd fázisú spektrumban felhasadnak, a felhasadás jól mérhető, nagysága kb. 20  [image: 11.2. Izomerek azonosítása számított rezgési spektrumok segítségével \hbox{}^{*}]. A számítások ugyanakkor semmilyen felhasadásra nem utalnak. Valószínűnek tűnik, hogy ezeket a felhasadásokat a Fermi-rezonancia okozza. Mivel ez a rezgések anharmonicitásának következményeként lép fel, világos, hogy a számításokban nem jelenhet meg.

          
	 	
                    
                      11.4. táblázat. A planáris  [image: 11.2. Izomerek azonosítása számított rezgési spektrumok segítségével \hbox{}^{*}] szimmetriájú 2,3,7,8-TCDD néhány számított és mért rezgési frekvenciája ([image: 11.2. Izomerek azonosítása számított rezgési spektrumok segítségével \hbox{}^{*}]) és IR intenzitása (km/mol). A kísérleti intenzitásokat a vs (nagyon erős), s (erős), m (közepes), w (gyenge) és vw (nagyon gyenge) betűk jellemzik.
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A 2,3,7,8-TCDD infravörös spektrumához hasonlóan számítható más dibenzodioxinok IR spektruma is. (Néhány származékra az eredmények az említett cikkben olvashatók). A számítások minden esetben kielégítően reprodukálják a kísérleti színképet, valószínűsítve azt, hogy az új izomerek kizárólag a számított spektrumaik alapján is azonosíthatók lesznek.

11.3. Szimmetrikus molekulák rezgési analízise [image: 11.2. Izomerek azonosítása számított rezgési spektrumok segítségével \hbox{}^{*}]
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           G. Szász, A. Kovács, I. Hargittai, I. Jeon és G. P. Miller cikke alapján (
          J. Phys. Chem.
          102, 484 (1998)).
        
A molekularezgések kitűnően értelmezhetők a molekula szimmetriatulajdonságai alapján. Ezért nagy szimmetriával rendelkező molekulák esetében a csoportelmélet és a kvantummechanika együttesen nagyon hatásos eszköz az infravörös és Raman-spektrumok analíziséhez. Ezt fogjuk bemutatni egy gyönyörű tetraéderes molekula, a 11.5. ábrán látható 1,3,5,7-tetrametil-2,4,6,8,9,10-hexatiaadamantán példáján keresztül.

          
	 	
                    
                      11.5. ábra. 1,3,5,7-tetrametil-2,4,6,8,9,10-hexatia-adamantán.
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A B3LYP/6-31G* szintű kvantumkémiai számítások során a rezgési spektrumok értelmezésére és a rezgések leírására a Pulay módszerével skálázott (SQM) harmonikus erőteret használták.
Az elektrondiffrakciós vizsgálatok, valamint a számítások is megerősítették, hogy a molekulaváz szimmetriája  [image: 11.3. Szimmetrikus molekulák rezgési analízise \hbox{}^{*}], a metilcsoportok a szomszédos C–S kötésekhez képest elfordulnak. A molekula 26 atomot tartalmaz, így normálrezgéseinek szimmetriáját a  
[image: 11.3. Szimmetrikus molekulák rezgési analízise \hbox{}^{*}]

 kifejezés írja le. A csoportelmélet segítségével könnyen megtalálhatjuk a infravörös és Raman-aktív rezgéseket. A dipólus átmenet intenzitása (11.6) alapján arányos a  
[image: 11.3. Szimmetrikus molekulák rezgési analízise \hbox{}^{*}]

 átmeneti momentummal, azaz, amennyiben az integrál értéke zérus egy adott átmenetre, akkor a megfelelő rezgés nem figyelhető meg a spektrumban. Ekkor azt mondjuk, hogy az átmenet tiltott.7 Az átmeneti momentum integrál értéke akkor és csak akkor zérus, ha a  [image: 11.3. Szimmetrikus molekulák rezgési analízise \hbox{}^{*}] direktszorzat tartalmazza a totálszimmetrikus irreducibilis reprezentációt. Az alapállapotú rezgési hullámfüggvény,  [image: 11.3. Szimmetrikus molekulák rezgési analízise \hbox{}^{*}], általában totálszimmetrikus. A dipólusmomentum komponensek szimmetriája megegyezik a transzlációs vektor komponenseinek szimmetriájával. Ezért, ha egy gerjesztett  [image: 11.3. Szimmetrikus molekulák rezgési analízise \hbox{}^{*}] hullámfüggvény ugyanolyan szimmetriájú, mint valamelyik transzlációs vektor komponens az adott pontcsoportban, akkor az átmenet az alapállapotból infravörös aktív lesz. A  [image: 11.3. Szimmetrikus molekulák rezgési analízise \hbox{}^{*}] pontcsoportban például a transzlációs vektor mindhárom komponense a  [image: 11.3. Szimmetrikus molekulák rezgési analízise \hbox{}^{*}] speciesbe tartozik, ebből következik, hogy csak a  [image: 11.3. Szimmetrikus molekulák rezgési analízise \hbox{}^{*}] rezgések lesznek IR aktívak és az összes többi átmenet tiltott.
A Raman spektroszkópiában a kiválasztási szabályok hasonlóak, ám ebben az esetben az átmenet valószínűsége a  
[image: 11.3. Szimmetrikus molekulák rezgési analízise \hbox{}^{*}]

 mennyiséggel arányos, ahol  [image: 11.3. Szimmetrikus molekulák rezgési analízise \hbox{}^{*}] a molekula polarizálhatósága. A polarizálhatóság tenzormennyiség (lásd a 13. fejezetben) a következő hat komponenssel:  
[image: 11.3. Szimmetrikus molekulák rezgési analízise \hbox{}^{*}]

 Mivel a tenzorkomponensek szimmetriája megegyezik az  [image: 11.3. Szimmetrikus molekulák rezgési analízise \hbox{}^{*}],  [image: 11.3. Szimmetrikus molekulák rezgési analízise \hbox{}^{*}],  [image: 11.3. Szimmetrikus molekulák rezgési analízise \hbox{}^{*}], xz, xz és yz függvényekével, az előbbihez hasonló okfejtés szerint a rezgés Raman-aktív, ha a  [image: 11.3. Szimmetrikus molekulák rezgési analízise \hbox{}^{*}] gerjeszetett hullámfüggvény ugyanolyan szimmetriájú, mint az  [image: 11.3. Szimmetrikus molekulák rezgési analízise \hbox{}^{*}] komponensek egyike. A karaktertáblázat segítségével könnyen rájöhetünk, hogy a  [image: 11.3. Szimmetrikus molekulák rezgési analízise \hbox{}^{*}] pontcsoportban az  [image: 11.3. Szimmetrikus molekulák rezgési analízise \hbox{}^{*}],  [image: 11.3. Szimmetrikus molekulák rezgési analízise \hbox{}^{*}] és  [image: 11.3. Szimmetrikus molekulák rezgési analízise \hbox{}^{*}] rezgések Raman-aktívak.

          
	 	
                    
                      11.5. táblázat. Az 1,3,5,7-tetrametil-2,4,6,8,9,10-hexatia-adamantán normálrezgései ([image: 11.3. Szimmetrikus molekulák rezgési analízise \hbox{}^{*}]). [image: 11.3. Szimmetrikus molekulák rezgési analízise \hbox{}^{*}]
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           Az s, m, w, p, d, v, d, skel, r, wa rövidítések rendre az erős, közepes, gyenge, polatizált, depolatizált, vegyérték deformációs, váz, kaszáló és bólogató rezgéseket jelenti.
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           Egy intenzívebb sáv eltakarja.
        

          
          
          [image: 11.3. Szimmetrikus molekulák rezgési analízise \hbox{}^{*}]
           Nagyon közel eső rezgések.
        
A vizsgált molekula kísérleti és számított spektrumai láthatók a 11.6. és 11.7. ábrákon. Noha jól megfigyelhető, hogy a különböző kiválasztási szabályok miatt az IR- és Raman-sávok jórésze másutt jelenik meg, a sávok hozzárendelése nem egyszerű feladat. Nem könnyíti meg a feladatot, hogy a spektrumokban az azonosított, vagy azonosítható sávok mellett több felhang és kombinációs sáv is megfigyelhető. Ráadásul, mivel az  [image: 11.3. Szimmetrikus molekulák rezgési analízise \hbox{}^{*}] és  [image: 11.3. Szimmetrikus molekulák rezgési analízise \hbox{}^{*}] rezgések a Raman- és az IR-spektrumokban is inaktívak, a kísérleti spektrumokból teljeskörű információ nem nyerhető a molekularezgésekről. A teljes rezgési analízis tehát csak úgy végezhető el, ha kiegészítő kvantumkémiai számításokat végzünk. Az IR- és Raman-aktív alaprezgéseket (összesen 23 db) a számított frekvenciák segítségével, továbbá a számított és mért IR- és Raman-intenzitások összevetésével már azonosíthatjuk. A számított és mért értékek a 11.5. táblázatban láthatóak.

          
	 	
                    
                      11.6. ábra. Az 1,3,5,7-tetrametil-2,4,6,8,9,10-hexatia-adamantán számított és mért infravörös spektruma.
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                      11.7. ábra. Az 1,3,5,7-tetrametil-2,4,6,8,9,10-hexatia-adamantán számított és mért Raman-spektruma.
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            Megjegyzések
          
        
	
               Pontosabban  [image: 11.3. Szimmetrikus molekulák rezgési analízise \hbox{}^{*}] és  [image: 11.3. Szimmetrikus molekulák rezgési analízise \hbox{}^{*}] a mag-elmozdulások tömeggel súlyozott koordinátái. A rezgőmozgás során a kinetikus és potenciális energia a részecskéknek az egyensúlyi helyzetből való kimozdulásától függ. Ezért jóval egyszerűbb kifejezni az elmozdulást, mint az abszolút koordinátákat. Például a kinetikus energia az elmozdulás-koordinátákat felhasználva a következőképpen írható:  
[image: 11.3. Szimmetrikus molekulák rezgési analízise \hbox{}^{*}]

 ahol  [image: 11.3. Szimmetrikus molekulák rezgési analízise \hbox{}^{*}] az  [image: 11.3. Szimmetrikus molekulák rezgési analízise \hbox{}^{*}]-edik elmozdulás-koordináta első deriváltja. A tömeggel súlyozott koordináták használata még egyszerűbb. Definiáljuk  [image: 11.3. Szimmetrikus molekulák rezgési analízise \hbox{}^{*}]-t a következőképpen:  
[image: 11.3. Szimmetrikus molekulák rezgési analízise \hbox{}^{*}]

 Ekkor a kinetikus energia így írható:  
[image: 11.3. Szimmetrikus molekulák rezgési analízise \hbox{}^{*}]



	
               A rezgési Schrödinger-egyenlet a következő alakban fejezhető ki, ha felhasználjuk a (11.3) harmonikus potenciálfüggvényt:  
[image: 11.3. Szimmetrikus molekulák rezgési analízise \hbox{}^{*}]

 ahol  [image: 11.3. Szimmetrikus molekulák rezgési analízise \hbox{}^{*}] egy 3N változós rezgési hullámfüggvény. A fő nehézség ismét az, hogy a rezgési hullámfüggvény nem szeparálható a változói szerint. Most azonban a probléma könnyen áthidalható egy egyszerű koordináta- transzformációval.
A (11.3) potenciális energia kifejezés mátrix formalizmus segítségével is felírható:  
[image: 11.3. Szimmetrikus molekulák rezgési analízise \hbox{}^{*}]

 Válasszunk egy olyan  [image: 11.3. Szimmetrikus molekulák rezgési analízise \hbox{}^{*}] koordinátatranszformációt  
[image: 11.3. Szimmetrikus molekulák rezgési analízise \hbox{}^{*}]

 amely mellett az új  [image: 11.3. Szimmetrikus molekulák rezgési analízise \hbox{}^{*}] koordinátákat használva az eredeti  [image: 11.3. Szimmetrikus molekulák rezgési analízise \hbox{}^{*}] koordináták helyett az erőállandó mátrix diagonális alakú:  
[image: 11.3. Szimmetrikus molekulák rezgési analízise \hbox{}^{*}]

 ahol  [image: 11.3. Szimmetrikus molekulák rezgési analízise \hbox{}^{*}] egy diagonális mátrix. Ezt behelyettesítve a fenti kifejezésbe a következő egyenletet kapjuk:  
[image: 11.3. Szimmetrikus molekulák rezgési analízise \hbox{}^{*}]

 Ez pedig azt jelenti, hogy a potenciális energia egyszerű összegként számítható:  
[image: 11.3. Szimmetrikus molekulák rezgési analízise \hbox{}^{*}]

 melynek eredményeként az új koordinátarendszerben csak diagonális erőállandók vannak. Természetesen a kinetikus energia operátor alakja az új koordinátarendszerben is változatlan, és a rezgési Schrödinger egyenlet most a következő:  
[image: 11.3. Szimmetrikus molekulák rezgési analízise \hbox{}^{*}]

 ami már 3N egyszerű Schrödinger egyenletté esik szét:  
[image: 11.3. Szimmetrikus molekulák rezgési analízise \hbox{}^{*}]

 és a hullámfüggvény szétesik az új változók szerint:  
[image: 11.3. Szimmetrikus molekulák rezgési analízise \hbox{}^{*}]

 Az így definiált koordinátákat nevezik normál koordinátáknak és az egyes  [image: 11.3. Szimmetrikus molekulák rezgési analízise \hbox{}^{*}] függvények írják le a normálrezgéseket. A normálrezgésekben minden atom egyszerű harmonikus rezgőmozgást végez azonos frekvenciával, de általában eltérő amlitúdóval. A normálrezgések függetlenek egymástól, és a molekula összetett rezgése az egyes normálrezgések szuperpozíciójaként adható meg.
Ha koordinátarendszerünk középpontjának a molekulánk tömegközéppontját választjuk, megszabadulhatunk a transzlációs tagoktól. Amennyiben a koordinátarendszer tengelyeit úgy választjuk, hogy a molekulával együtt forogjanak, a forgási tagok is eltünnek. Ekkor az elektronmozgás problémáján kívül csak a rezgési problémát kell megoldanunk. A szétválasztás nem jelenti azt, hogy ezek a tagok teljesen függetlenek. A magmozgás egyenlete is tartalmazza az elektronenergiát. Továbbá, három- vagy többatomos molekulák esetében a rezgés és a forgómozgás csak közelítőleg választhatók szét. Minél nagyobb a két mozgás energiakülönbsége, annál könnyebb a szétválasztás. A kis rezgési frekvenciával rendelkező molekulák esetében azonban a rezgések és forgások csatolásának elhanyagolása komoly hibát okozhat.

	
               A felhangok az alaprezgések többszöröseinél, pl.  [image: 11.3. Szimmetrikus molekulák rezgési analízise \hbox{}^{*}]-nél,  [image: 11.3. Szimmetrikus molekulák rezgési analízise \hbox{}^{*}]-nél megjelenő sávok. Az egyes rezgések kombinálódhatnak is, a kombinációs sávok az alaprezgések (és felhangjaik) összegeinél és különbségeinél jelennek meg. Például megjelenhetnek sávok a spektrumban a  [image: 11.3. Szimmetrikus molekulák rezgési analízise \hbox{}^{*}],  [image: 11.3. Szimmetrikus molekulák rezgési analízise \hbox{}^{*}],  [image: 11.3. Szimmetrikus molekulák rezgési analízise \hbox{}^{*}], stb. frekvenciáknál. Az spektrumokban a felhangok és a kombinációs sávok intenzitása általában jóval kisebb mint az alaprezgésekéi, mivel az anharmonicitások általában gyengék, kivéve a nagyon nagy amplitúdójú magok esetében. A Fermi-rezonancia az alaprezgés és egy felhang kölcsönhatásának az eredménye, ha azok nagyon közel esnek egymáshoz, és azonos szimmetriájúak. Ez a jelenség az adott rezgési sáv felhasadását okozza. A felhangok, kombinációs sávok és a Fermi-rezonancia első közelítésben bonyolítják a spektrumot. Gondos analízisük azonban nemcsak rengeteg új információval szolgál, hanem a sávhozzárendelésben is nagy segítséget nyújt.

	
               A különböző szintű számításokban használatos skálafaktorokról részletes leírás és számos példa olvasható a következő cikkben: A.P. Scott and L. Radom, J. Phys. Chem. 100, (1996) 16502-16513.

	
               Az elektromos dipólus momentum egy vektor, melyet általában  [image: 11.3. Szimmetrikus molekulák rezgési analízise \hbox{}^{*}]-vel jelölünk, és amely a következőképpen adható meg:  
[image: 11.3. Szimmetrikus molekulák rezgési analízise \hbox{}^{*}]

 ahol  [image: 11.3. Szimmetrikus molekulák rezgési analízise \hbox{}^{*}] az  [image: 11.3. Szimmetrikus molekulák rezgési analízise \hbox{}^{*}]-edik részecske töltése,  [image: 11.3. Szimmetrikus molekulák rezgési analízise \hbox{}^{*}] pedig a helyvektora. Ebből az következik, hogy az elektromos dipólusmomentumhoz rendelhető operátor a  [image: 11.3. Szimmetrikus molekulák rezgési analízise \hbox{}^{*}]-vel való szorzást jelenti. Részletesebb leírás a 13. fejezetben található.

	
               A belső koordináták gyakran erősen csatolódnak. Fizikai szempontból ez azt jelenti, hogy az egyes geometriai paraméterek erősen függenek egymástól. Ez könnyen elképzelhető, pl. egy gyűrű szemközti oldalainak kötéstávolságai és kötésszögei között. A „csatolás” szó matematikai értelemben azt fejezi ki, hogy a Hess-mátrixban nagy nem-diagonális elemek vannak. Ez viszont lelassítja a geometriaoptimálás konvergenciáját. Könnyen belátható, hogy a konvergencia függ az alkalmazott koordinátarendszertől. Általában igaz, hogy a molekuláris rendszerhez sokkal jobban illeszkedő belső koordináták gyorsabb konvergenciát tesznek lehetővé, mint a derékszögű koordináták. Nyilvánvaló, hogy a legjobb belső koordináták azok lennének, melyekkel a Hess-mátrixot diagonális alakban írhatnánk fel. A természetes belső koordináták ezt a problémát oldják fel. Ezeket a lokális belső koordináták lineáris kombinációjával állítják elő úgy, hogy köztük a csatolás a lehető legkisebb legyen. További részletek a következő cikkekben találhatók: P. Pulay, G. Fogarasi, F. Pang, J.E. Boggs, J.Am. Chem. Soc. 101, 2550-2560 (1960) és G. Fogarasi, X. Zhou, P.W. Taylor and P. Pulay, J. Am. Chem. Soc. 114, 8191-8201 (1992).

	
               Világos, hogy a  
[image: 11.3. Szimmetrikus molekulák rezgési analízise \hbox{}^{*}]

 integrál értéke akkor zérus, ha f(x) antiszimmetrikus és nem zérus, ha szimmetrikus. 




12. fejezet - Termodinamikai számítások



A legfontosabb termodinamikai jellemzők az energia (mely a kvantumkémiai számítások nélkülözhetetlen mennyisége és egyben eredménye), valamint az entalpia, entrópia, és az ezekből származtatható szabadentalpia. Ebben a pontban összefoglaljuk azokat az alapvető statisztikus mechanikai összefüggéseket, melyek segítségével e mennyiségek számíthatók. A formulák levezetése és értelmezése azonban a könyv feladatán kívülesik; ezek megtalálhatók számos fizikai-kémia kézikönyvben.1
Mindenekelőtt egy alapvető fogalmi ellentmondást kell tisztáznunk. Amíg a kvantumkémia egyedi molekuláris sajátságokat számít ki, a termodinamika mindig egy makroszkópikus sokaságot jellemez. A kettő között a statisztikus termodinamika teremt összefüggést. A legegyszerűbb azt feltételezni, hogy olyan sokaságról van szó, melynek a vizsgált molekula egy eleme, részecskéje, és amelyben a részecskék egymással ütközhetnek ugyan, de közöttük semmilyen kölcsönhatás nincs. Ez esetben a makroszkópikus rendszer teljes energiája a Boltzmann-statisztika segítségével nyerhető az egyes molekulák energiáinak összegéből.
A statisztikus mechanika két legfontosabb alapfogalma a Boltzmann-faktor és az állapotösszeg. Ha egy rendszer j-edik állapotához tartozó energia  [image: Termodinamikai számítások], akkor annak a valószínűsége, hogy a rendszer ebben az állapotban van, arányos a megfelelő Boltzman faktorral:  
[image: Termodinamikai számítások]

 ahol k az ún. Boltzmann-állandó és T az (abszolút) hőmérséklet. A valószínűségek összege 1-gyel egyenlő, ezért a (12.1) arányosságból úgy képezhetünk valószínűséget, hogy osztjuk a Boltmann-faktorok összegével:  
[image: Termodinamikai számítások]

 A nevezőben szereplő összeget nevezzük állapotösszegnek (az angol irodalomban partition function-nek), mely tehát a következő formulával fejezhető ki:  
[image: Termodinamikai számítások]

 Az állapotösszeg egy rendszer termodinamikai tulajdonságainak számításában központi szerepet játszik. Segítségével a rendszer makroszkópikus tulajdonságai (energia, molhő, nyomás stb.) számíthatók. A teljes állapotösszeg a transzlációs, forgási, rezgési és elektronikus állapotösszegek szorzata:  
[image: Termodinamikai számítások]

 Egy sokatomos molekula transzlációs állapotösszege a következő:  
[image: Termodinamikai számítások]

 ahol  [image: Termodinamikai számítások] a molekulatömeg, V az edény térfogata. (A transzlációs mozgás természetesen a rendelkezésre álló térfogattól is függ.) A rotációs rész:  
[image: Termodinamikai számítások]

 melyben  [image: Termodinamikai számítások] az egyes forgási energiaszinteket jelöli. A rezgési particiós függvény:  
[image: Termodinamikai számítások]

 melyben  [image: Termodinamikai számítások] az i-edik rezgési frekvencia és ha a molekula lineáris, a szorzás csak  [image: Termodinamikai számítások]-ig fut. Végezetül, feltételezve, hogy a legtöbb molekula alapállapotban van, az elektronikus részhez tartozó particiós függvény  
[image: Termodinamikai számítások]

 ahol g az alapállapot degenerációját jelenti.
Az állapotösszeg segítségével a rendszer átlagos energiája kiszámítható. Amennyiben feltételezzük, hogy a molekula energiája a magtaszítás, a transzlációs, rotációs, vibrációs és elektronenergia összegeként írható:  
[image: Termodinamikai számítások]

 az egyes részenergiák külön-külön számíthatók. A kvantumkémiai számítások megadják az elektronenergiát, valamint additív állandó gyanánt a magtaszítást. Egy N atomból álló rendszer rezgési energiája a rezgési állapotösszeg segítségével levezethető:  
[image: Termodinamikai számítások]

 Ha a molekula lineáris, az összegezés ez esetben is csak  [image: Termodinamikai számítások]-ig fut. A kifejezés első tagja független a hőmérséklettől és abszolút nulla fokon is pozitív mennyiség. Ez a molekula zéruspont energiája, mellyel minden esetben korrigálni kell a számított energiát.
A Boltzmann-statisztika megadja a rendszer rotációs és transzlációs energiáját is az adott hőmérsékleten:  
[image: Termodinamikai számítások]
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 Azonnal meg kell jegyeznünk, hogy a fenti összefüggések csak akkor érvényesek, ha az egyes energia-tagok teljesen elkülönülnek, és bármilyen kapcsolat, pl. a rezgés és a forgás közötti csatolás a számított energiában komoly hibát eredményezhet. Belső forgás rezgésként való kezelése ugyancsak helytelen eredményekre vezet, különösen magas hőmérsékleten, ahol az ilyen mozgások gyakran minden energiagát nélkül végbemehetnek.
Amennyiben érvényesnek tételezzük fel a tökéletes gáztörvényt, az entalpia (megváltozása) az adott hőmérsékleten kiszámítható:  
[image: Termodinamikai számítások]

 A rendszer abszolút entrópiája is transzlációs, rezgési és forgási hozzájárulásokból tevődik össze:  
[image: Termodinamikai számítások]

 ahol  
[image: Termodinamikai számítások]
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 és ahol n a gáz moljainak száma,  [image: Termodinamikai számítások] a molekulatömeg, p a gáz nyomása és  [image: Termodinamikai számítások] az ún. szimmetriaszám. A molekulák forgását a  [image: Termodinamikai számítások],  [image: Termodinamikai számítások] és  [image: Termodinamikai számítások] értékek képviselik, melyekre  
[image: Termodinamikai számítások]
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 ahol  [image: Termodinamikai számítások],  [image: Termodinamikai számítások] és  [image: Termodinamikai számítások] a molekula fő tehetetlenségi nyomatékai. A rezgési entrópia tagban  [image: Termodinamikai számítások] ([image: Termodinamikai számítások] az i-edik rezgési frekvencia),  [image: Termodinamikai számítások]-ben pedig g az alapállapot degenerációjának foka. Az entalpia és entrópia ismeretében a szabadentalpia a következő egyenlettel fejezhető ki:  
[image: Termodinamikai számítások]


Ezek után már nekigyürkőzhetünk a példáknak!
12.1. A  [image: Termodinamikai számítások] izomerek relatív energiája [image: Termodinamikai számítások]




          
          
          [image: 12.1. A \mathrm{C}_{5}\mathrm{H}_{5}+ izomerek relatív energiája \hbox{}^{*}]
           M.N. Glukhovtsev, R.D. Bach és S. Laiter munkája alapján (
          J. Phys. Chem
          . 
          100
          , 10952–10955 (1996)).
        
A szerves anyagok égése során gyakran képződik korom. Mivel ez a legtöbb esetben káros, vagy legalább is nem kívánatos folyamat, kiküszöbölése érdekében ismernünk kell a folyamat lényegét, mechanizmusát. Az előzetes vizsgálatok alapján úgy tűnik, hogy a koromképződés legfőbb prekurzora (az üzemanyagban gazdag lángokban) a ciklopropenil kation, mely acetilénnel az alábbiak szerint reagálhat tovább:  
[image: 12.1. A \mathrm{C}_{5}\mathrm{H}_{5}+ izomerek relatív energiája \hbox{}^{*}]

 Az így keletkező  [image: 12.1. A \mathrm{C}_{5}\mathrm{H}_{5}+ izomerek relatív energiája \hbox{}^{*}] kation azután a következő lépésekben egyre nagyobb méretű kationokat adva egyre jobban hízik, míg végül kiválik a korom. E mechanizmus egyik érdekes kérdése a  [image: 12.1. A \mathrm{C}_{5}\mathrm{H}_{5}+ izomerek relatív energiája \hbox{}^{*}] kation szerkezete. Vajon a nagyszámú elképzelhető izomer közül melyik a ludas? Nyilván az, amelyik termodinamikailag a legstabilisabb. Ezt keressük.
A számos izomer közül kísérleti bizonyítékok alapján a három legvalószínűbb a triplet állapotú ciklopentadienil (1), a vinil-ciklopropenil (2) és a piramidális (3) kation (12.1. ábra).

          
	 	
                    
                      12.1. ábra. A legkisebb energiájú  [image: 12.1. A \mathrm{C}_{5}\mathrm{H}_{5}+ izomerek relatív energiája \hbox{}^{*}] izomerek.

                  	 



        

          
	 	
                    [image: 12.1. A \mathrm{C}_{5}\mathrm{H}_{5}+ izomerek relatív energiája \hbox{}^{*}]
                  	 



        
Pontos és megbízható termodinamikai adatok csak magas szinten számíthatók. Ezért az itt alkalmazott módszer a különböző számításokból összkalapált G2, mely (l. 7.4. pont) az igen tekintélyes QCISD(T)/6-311+G(3df,2p) szintet közelíti. A különböző izomerek relatív energiáját a geometria optimumon számított teljes energiák összevetéséből kapjuk. A 12.1. táblázat adatai mutatják, hogy a (2) izomer a legstabilisabb, mintegy 12 kJ/mollal stabilisabb, mint az (1) ciklopentadienil kation, melyet a (3) szerkezet követ 55 kJ/mollal nagyobb energiával. Ezek az adatok természetesen 0 K hőmérsékletre vonatkoznak, ám a hőmérsékleti korrekció nem sokat változtat az arányokon: 298 K-en (2) 9,5 kJ/mollal stabilisabb, mint (1).
Az elméleti és a kísérleti eredmények összehasonlításához ki kell számítani az egyes izomerek képződési entalpiáit. Ehhez valamely, a tanulmányozandó vegyületet magában foglaló kémiai reakció (pl. az 12.21 reakció) entalpiáját kell számítani oly módon, hogy a végtermékek 298 K-en számított entalpiáiból kivonjuk a kiindulási anyagok hasonló módon számított entalpiáit. Ennek eredménye –225,8 kJ/mol. A reakcióban szereplő vegyületek képződési entalpiáit vehetjük kísérleti adatokból. A ciklopropenil kation kísérleti képződési entalpiája 1075 kJ/mol, az acetiléné 228 kJ/mol. Ezekből számítva (2) képződési entalpiája 1077,2 kJ/mol. Amennyiben a  
[image: 12.1. A \mathrm{C}_{5}\mathrm{H}_{5}+ izomerek relatív energiája \hbox{}^{*}]

 reakció alapján, ugyancsak kísérleti adatokból számítjuk a képződési entalpiát ( az etilénre  [image: 12.1. A \mathrm{C}_{5}\mathrm{H}_{5}+ izomerek relatív energiája \hbox{}^{*}] kJ/mol), az eredmény nagyon közeli, 1076,8 kJ/mol. Ha a reakcióban szereplő vegyületek atomizációs entalpiáit tisztán elméleti, G2 számításokból vesszük, (2) képződési entalpiája 1089,1 kJ/mol. A 12.1. táblázatban szereplő érték e háromféle becsült adat átlaga, 1081,1 kJ/mol. Az (1) vegyület képződéshőjét ebből az adatból , valamint (1) és (2) számított energiakülönbségéből lehet nyerni.
Amint a 12.1. táblázatból látható, a kísérleti úton nyert képződési entalpiák eléggé eltérnek a számítottól, az eltérés 39 kJ/mol az (1)-re és még nagyobb, 69 kJ/mol a (2) vegyületre. Ami még ennél is meglepőbb,  [image: 12.1. A \mathrm{C}_{5}\mathrm{H}_{5}+ izomerek relatív energiája \hbox{}^{*}] mérésekből becsülhető különbsége (1) és (2) között 40 kJ/mol körüli, szemben a számított 9,5 kJ/mol értékkel. Az természetes, hogy a termodinamikai adatok összevetése során még magas szintű számítások esetén is mindig van némi eltérés a mért értékektől. A várható eltérés a G2 módszer esetében azonban jóval kisebb, nagyszámú minta alapján mindössze 5-6 kJ/mol és még „patológiás” esetekben is 20 kJ/mol alatti. Ezért jó okunk van azt gyanítani, hogy ez esetben a kísérlet a hibás. Ezt a gyanút az is alátámasztja, hogy (1) számított elektronaffinitása (8,41 eV) tökéletesen egyezik a kísérleti értékkel.
Természetesen nem zárhatjuk ki, hogy a hiba alapvető oka a számításban rejlik. A nehézséget az is mutatja, hogy alacsonyabb szintű módszerek [pl. MP2/6-311G(d,p)//MP2/6-31g(d)] nemhogy jó eredményeket nem adnak, de még az izomerek relatív stabilitását is felcserélik. Ezért bármely magas szinten is dolgozunk, vizsgálatra vár annak eldöntése, hogy a számítási szint elégséges-e, illetőleg további javítása, vagy eddig figyelmen kívül hagyott effektusok okozhatnak-e komoly változást az eredményben. Ennek tisztázása nélkül nem érdemes túl nagy összegben fogadnunk munkánk megbízhatóságára. A következő példa viszont azt bizonyítja, hogy a számítási hibák gondos és precíz analízisével és kompenzálásával számításaink pontossága elérheti a mérési pontosságot.

          
	 	
                    
                      12.1. táblázat. A  [image: 12.1. A \mathrm{C}_{5}\mathrm{H}_{5}+ izomerek relatív energiája \hbox{}^{*}] izomerek teljes energiái, relatív energiái, valamint számított és kísérleti képződési entalpiái.
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12.2. A vízdimer hidrogénkötésének energiája [image: 12.1. A \mathrm{C}_{5}\mathrm{H}_{5}+ izomerek relatív energiája \hbox{}^{*}]




          
          
          [image: 12.2. A vízdimer hidrogénkötésének energiája \hbox{}^{*}]
           M.W. Feyereisen, D. Feller és D.A. Dixon munkája alapján (
          J. Phys. Chem
          . 
          100
          , 2993–2997 (1996)).
        
Köztudott, hogy a hidrogénkötés számos kémiai és biológiai jelenség, illetve folyamat során nagyon fontos szerepet játszik. A legegyszerűbb hidrogénkötést tartalmazó rendszer a víz dimerje, mely elegendően kicsi ahhoz, hogy magas szintű, pontos elméleti modellel közelíthessük. Vajon mekkora a dimer kötési energiája?
Rögtön előrebocsájtjuk előre a számítás által jósolt legpontosabb értéket, mely  [image: 12.2. A vízdimer hidrogénkötésének energiája \hbox{}^{*}] kcal/mol, ami igen jó egyezésben áll a kísérleti  [image: 12.2. A vízdimer hidrogénkötésének energiája \hbox{}^{*}] kcal/mol-lal. Az összehasonlításból az is kitetszik, hogy a kísérleti érték szórása jóval nagyobb, mint a számítotté. Ez részben a kísérleti nehézségekkel magyarázható, részben a számítások rendkívül gondos analízisével, melynek során igyekeztek figyelembe venni minden szóba jövő faktort és effektust.
Az izolált vízmolekulához képest a dimer kötési energiája első közelítésben egyszerűen a dimer és a két monomer energiájának különbségeként számítható. Mivel a geometria köztudottan jó eredményeket ad már viszonylag alacsony szinten is, feltételezték, hogy az MP2/6-311++G(2d,2p) szinten kapott térszerkezet nagyon közel áll a valódihoz, ezért ezt használták minden további számításhoz. Ezen a geometrián számították az energiát az MP2 módszerrel és korreláció-konzisztens aug-cc-pVxZ (x = D,T, Q és 5) bázisokkal (a bázisról l. a 6.5. pontot). A perturbációs módszer során csak a vegyértékhéjat vették figyelembe, a belső héjakat „befagyasztották”. (Ez az ún. frozen core eljárás, melyet sokszor alkalmaznak különböző kvantumkémiai módszerek során. Ezáltal gyakran komoly számítástechnikai nyereség érhető el az eredmények minimális gyengülése árán.) A dimerizációs energia számítása során fellép az ún. bázis-szuperpoziciós hiba (basis set superposition error, BSSE),2 mely amiatt következik be, hogy ugyanaz a bázis a monomerre más „méretű”, mint a dimerre, és melynek korrigálására az ún. counterpoise-módszert (CP) használták.3
A 12.2. ábra a kötési energia bázisfüggését mutatja. Láthatóan mind a négy görbe ugyanahhoz a határértékhez konvergál, csak amíg a CP módszerrel korrigált számítások alábecsülik, a nem korrigált számítások fölébecsülik az eredményt. Megfigyelhető az extra diffúz-függvények („augmented” bázis) hasznossága is: a BSSE ilyen bázis használatakor sokkal kisebb, mint ezek nélkül. A legjobb bázis használatával számítva és végtelen bázisra extrapolálva a kötési energia  [image: 12.2. A vízdimer hidrogénkötésének energiája \hbox{}^{*}](MP2/FC) =  [image: 12.2. A vízdimer hidrogénkötésének energiája \hbox{}^{*}] kcal/mol, illetve  [image: 12.2. A vízdimer hidrogénkötésének energiája \hbox{}^{*}] kcal/mol a CP-korrigált esetben.

          
	 	
                    
                      12.2. ábra. A hidrogénkötések energiájának változása a bázissal és a CP-korrekció hatására MP2 (FC) számítások alapján. A kötési energia a bázis növekedtével azonos értékhez konvergál.
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Az eredmény finomítására további megfontolások és korrekciók következnek.
1. Az MP2(FC) módszer elhanyagolja a belső és a vegyértékelektronok közötti korrelációt. Ennek hatása úgy becsülhető, hogy számítjuk az energiát az MP2(full) és az MP2(FC) módszerekkel is. A kettő közötti különbség aug-cc-pVDZ bázis mellett –0,09 kcal/mol, míg aug-cc-pVTZ bázissal –0,05 kcal/mol volt, azaz a belső héjon a korreláció figyelembevétele a kötést ennyivel erősíti.
2. Az MP2 módszer az egyes szintek hierarchiájában viszonylag alacsonyan áll, ezért vizsgálni kell a magasabb szintek hatását. E szerint az elektronkorreláció teljesebb figyelembevétele lényegesen nem változtatja meg a kötési energiát. cc-pVDZ bázist használva az energiakülönbség az MP2 és MP4 számítások között mindössze 0,05 kcal/mol, ez a különbség a bázis növelésével csökken. QCISD(T) számítás tripla zeta bázissal 0,06 kcal/mollal (ill. a CP-korrekcióval 0,05 kcal/mollal) növeli a kötési energiát.
3. Mivel a geometriát kisebb bázis mellett optimálták, némi eltérés a geometriában, és ennek megfelelően az energiában is bizonyára fellép a legnagyobb bázisú, illetőleg a végtelen bázisra extrapolált értékekhez képest. Az effektus nagysága egy további MP2(FC)/aug-cc-pVQZ geometria optimálás alapján 0,03 kcal/molra becsülhető.
A fenti tényezők mind növelik a kötési energiát és összesített hatásuk 0,1-0,2 kcal/mol. Ennek alapján a kötési energia becsült értéke  [image: 12.2. A vízdimer hidrogénkötésének energiája \hbox{}^{*}] kcal/mol. A kísérleti adatot a vízgőz 375 K-en mért hővezetéséből számították, az így becsült érték  [image: 12.2. A vízdimer hidrogénkötésének energiája \hbox{}^{*}] kcal/mol. A számított és mért érték azonban jelen formájában még nem összehasonlítható. Ehhez a számított értéket ki kell egészíteni a zéruspontenergia (ZPE) hatásával, valamint a 0 K-ről a mérési hőmérsékletre való melegítés hatásával.
Mivel a munka során a szerzők a lehető legnagyobb pontosságra törekedtek, nem elégedhettek meg a harmonikus frekvenciák számításával, hanem a rezgési anharmonicitást is becsülniük kellett. Először is összehasonlították a monomer számított és mért frekvenciáit és ebből skálafaktorokat generáltak. Ezeket használták a dimernek azon hat normálrezgésénél, melyek közösek a monomerrel. A dimerre jellemző 6 normálrezgés frekvenciáit ugyanakkor nem skálázták. A zéruspontenergia e szerint számított változása a dimerizáció során 2,12 kcal/mol, mely csökkenti a kötési energiát. A hőmérsékleti korrekció ellentétes irányú, nagysága –0,29 kcal/mol. Ezek figyelembe vételével  [image: 12.2. A vízdimer hidrogénkötésének energiája \hbox{}^{*}] kcal/mol. A fenti okfejtésben az egyetlen pontatlanság az, hogy a két monomer közötti potenciált eddig harmonikusnak tételeztük fel. Mivel az anharmonicitás csökkenti a frekvenciát, hatását úgy lehet közelíteni, hogy a monomerek közötti rezgési módok frekvenciáját is megfelelően skálázzuk. A szerzők a hat rezgési mód közül a négy legkisebbre a frekvenciát 0,5-tel skálázták, tehát erősen anharmonikusnak tételezték fel. Az így számított ZPE 1,67 kcal/mol, hőmérsékleti korrekció –0,1 kcal/mol és az ezekkel korrigált kötési energia  [image: 12.2. A vízdimer hidrogénkötésének energiája \hbox{}^{*}] kcal/mol.
Az anharmonicitás valódi mértékét és hatását persze továbbra sem ismerjük, ám meghatároztunk két határesetet, egyrészt azt, mikor a monomerek közötti potenciál szigorúan harmonikus, másrészt mikor extrém módon anharmonikus. Logikus kijelentés, hogy a dimer kötési energiája a két határeset között van és legpontosabban becsült értéke a kettő átlaga,  [image: 12.2. A vízdimer hidrogénkötésének energiája \hbox{}^{*}] kcal/mol, Az eredmény azt sugalja, hogy a kísérleti úton becsült tartomány alsó része valószínűbb, mint a felső rész. E rendkívül precíz munka pedig azt bizonyítja, hogy az elméleti érték ez esetben jóval megbízhatóbb, mint a kísérletből nyert adat.

12.3. A hidrogén-maleát anion rövid-erős hidrogénkötése [image: 12.2. A vízdimer hidrogénkötésének energiája \hbox{}^{*}]




          
          
          [image: 12.3. A hidrogén-maleát anion rövid-erős hidrogénkötése \hbox{}^{*}]
           M. Garcia-Viloca, A. Gonzalez-Lafont és J.L. Lluch munkája alapján (
          J. Am. Chem. Soc
          . 
          119
          , 1081–1086 (1997)).
        
Ismét egy hidrogénkötés, de micsoda különbség! Az előbbi példa bevezetőjében említettük, hogy a hidrogénkötés számos rendszerben és számos folyamatban különleges fontossággal bír. Ám hidrogénkötés és hidrogénkötés között igen nagy különbség lehet.
Az elmúlt években számos enzimreakciót és a reakciók átmeneti állapotait értelmezték az ún. rövid-erős, vagy másnéven kis aktiválási energiájú (low-barrier) hidrogénkötés segítségével. Ez a fajta hidrogénkötés akkor keletkezhet, ha a hidrogén- akceptor és -donor atomok közötti távolság kisebb, mint az illető atomok Van der Waals rádiuszainak összege (pl. az O–O kötés egy O–H–O rendszerben rövidebb, mint 2,55  [image: 12.3. A hidrogén-maleát anion rövid-erős hidrogénkötése \hbox{}^{*}], vagy az O–N távolság valamely O–H–N hidrogénkötésben kisebb, mint 2,65  [image: 12.3. A hidrogén-maleát anion rövid-erős hidrogénkötése \hbox{}^{*}]). A „low-barrier” elnevezés arra utal, hogy a protonátadás a donor- és akceptoratomok között nagyon kis energiagát mellett, vagy éppenséggel aktiválási energia nélkül megy végbe. Az így kialakuló kötés nagyon rövid és különlegesen erős: a kötési energia akár 30 kcal/mol nagyságú is lehet! Ha összevetjük ezt az előző példában számított 3,2 kcal/mol értékkel, ez bizony igen tekintélyes érték.
A szerzők a rövid-erős hidrogénkötést a hidrogén-maleát anionban tanulmányozták. Az eredményeket összehasonlították a maleinsavra kapott eredményekkel, ez utóbbiban ugyanis „normális” hidrogénkötés van.
A számítások során a standard MP2/6-31+G(d,p)//MP2/6-31+G(d,p) szintet használták. A geometriai minimumokat, valamint az átmeneti állapotokat második derivált számításokkal ellenőrizték, illetve bizonyították.
Az 1. séma a maleinsav és fumársav disszociációs egyensúlyait ábrázolja. A számítások első, nyilvánvaló lépése az 1–4 molekulák optimális geometriájának meghatározása. Az eredményeket a 12.2. táblázat tartalmazza. A táblázatban A és D értelemszerűen az akceptor és donor atomot jelöli. Látható, hogy a D–A távolság az (1) monoanionban nagyon kicsi (2,41  [image: 12.3. A hidrogén-maleát anion rövid-erős hidrogénkötése \hbox{}^{*}]), így a rövid-erős hidrogénkötés kialakulhat. A (3) maleinsavban ugyanez a kötéshossz már 2,65  [image: 12.3. A hidrogén-maleát anion rövid-erős hidrogénkötése \hbox{}^{*}], ami sejtetni engedi, hogy a hidrogénkötés itt jóval gyengébb. A D-H kötés az (1) és (3) cis-formákban hosszabb, mint a trans-konformációjú fumársavban (4) és monoanionjában (2), melyekben természetesen (intramolekuláris) hidrogénkötés nem jöhet létre. A D-H távolság különbsége az (1)–(4) párban, ahol az A-H kölcsönhatás erős, nagyobb, mint a (3)–(4) párban.
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A szolvatáció hatása úgy modellezhető legegyszerűbben, hogy az akceptor oxigénhez (hidrogénkötéssel) egy vízmolekulát illesztünk és optimáljuk a geometriát. A vízmolekula lecsökkenti az akceptor atom bázicitását, ezáltal csökkenti a hidrogénkötés erősségét. Ez jól nyomon követhető a megfelelő D–A kötés megnyúlásából. Ugyanilyen módon számítások bizonyítják azt a nyilvánvaló tényt is, hogy egy vízmolekula szolvatálódva a donor oxigénnel a donor aciditását növeli és ezáltal erősíti a hidrogénkötést.

          
	 	
                    
                      12.2. táblázat. Fontosabb geometriai paraméterek MP2/6-31+G(d,p)//MP2/6-31+G(d,p) szinten [image: 12.3. A hidrogén-maleát anion rövid-erős hidrogénkötése \hbox{}^{*}]
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          [image: 12.3. A hidrogén-maleát anion rövid-erős hidrogénkötése \hbox{}^{*}]
           A szerkezetek jelöléséhez l. az 1. sémát. A és D a hidrogénkötésben szereplő akceptor ill. Donor atomok. TS a maleinsav anion (
          1
          ) proton transzfer reakciójának átmeneti állapotát jelöli. A táblázatban a kötéshosszak  
          [image: 12.3. A hidrogén-maleát anion rövid-erős hidrogénkötése \hbox{}^{*}]
          -ben, kötésszögek fokban vannak megadva.
        
A hidrogénkötéssel kapcsolatban az egyik legérdekesebb kérdés, hogy vajon a hidrogénatomnak a donor és akceptor közötti mozgása mentén a potenciálfelületen egy, vagy két minimum létezik? Ha csak egy minimum van, a hidrogénatom a két elektronegatív centrum között valahol félúton található. Két minimum esetén a hidrogénatom határozottan közelebb van az egyik atomhoz, mint a másikhoz. Ilyenkor két tautomer forma létezik, melyek egy átmeneti állapoton keresztül egymásba alakulhatnak. Az intramolekuláris protontranszfer átmeneti állapota ebben az esetben a centrum környékén keresendő.
A röntgendiffrakciós mérések azt bizonyítják, hogy mindössze egy energiaminimum van a kristályban. Ugyanezt erősítik meg az apoláros oldószerekben elvégzett NMR vizsgálatok, melyek viszont vízben viszont kettős minimumot jósolnak. A 12.2. táblázatból látható, hogy a D–H és az A–H kötéshossz (1)-ben 0,18  [image: 12.3. A hidrogén-maleát anion rövid-erős hidrogénkötése \hbox{}^{*}]-mal különbözik, azaz a hidrogénkötés nem szimmetrikus. Valójában ez a 0,18  [image: 12.3. A hidrogén-maleát anion rövid-erős hidrogénkötése \hbox{}^{*}] távolság az, melyet a H-atomnak át kell ugrania, hogy az egyik tautomer formából átkerüljön a másikba. Minthogy a számított eredmények elhanyagolják a környezet hatását, ezért valójában egyetlen minimumot kéne kapnunk. Minthogy a D–H és A-H távolság HF-szinten 0,49  [image: 12.3. A hidrogén-maleát anion rövid-erős hidrogénkötése \hbox{}^{*}], MP2-szinten pedig 0,18  [image: 12.3. A hidrogén-maleát anion rövid-erős hidrogénkötése \hbox{}^{*}], feltételezhető, hogy a szint növelése ebbe az irányba változtatja az eredményt.
Vizsgáljuk meg az intramolekuláris protontranszfer mechanizmusát az (1) maleinsav monoanion esetében. Az átmeneti állapotban (TS, l. 12.2. táblázat) a proton szimmetrikusan helyezkedik el a donor és akceptor között. Az átmenethez tartozó gátmagasság nagyon kicsi, MP2-szinten mindössze 0,03 kcal/mol. Ezt az aktiválási energiát (1) és TS teljes energiájának a különbsége adja. A kapott értéket módosíthatjuk, a zéruspont energiák figyelembe vételével. Az így nyert adiabatikus potenciális energia-barrier negatív, értéke –0,99 kcal/mol. Az energiagáthoz tartozó entrópia az átmeneti állapot nagy szimmetriája – rendezettsége – miatt negatív, –1,35  [image: 12.3. A hidrogén-maleát anion rövid-erős hidrogénkötése \hbox{}^{*}]. Az ezekből az adatokból számított Gibbs szabadentalpia –0,79 kcal/mol.
Mielőtt a fenti adatokból bármi következtetést vonnánk le, nem árt az óvatosság. Ne felejtsük el, hogy a harmonikus modellt használtuk, márpedig ez bizonyosan nem működik ilyen kis aktiválási gát mellett, hiszen a gát teteje biztosan az alapállapothoz tartozó rezgési szint alatt van. Ez azt jelenti, hogy a proton a két oxigénatom között delokalizált; a hidrogénkötés a maleinsav-monoanionban valóban „low-barrier” típusú. A magok Schrödinger-egyenletének precíz megoldása minden valószínűség szerint közel szimmetrikusan adná meg a proton átlagos pozicióját a két oxigén között. Ezzel ellentétben a (3) maleinsavban a minimum határozottan és egyértelműen aszimmetrikus, ami nem csoda, ha figyelembe vesszük, hogy a hidrogénkötésben résztvevő akceptor atom bázicitása jóval kisebb, mint a monoanionban.
A hidrogénkötés erősségét a cis-trans egyensúlyi séma alapján a következő módon becsülhetjük. A 12.3. táblázat adatai szerint a maleinsav monoanion 14,62 kcal/mollal stabilisabb, mint a (2) fumársav monoanion, melyben hidrogénkötés nem lehetséges. Ugyanakkor a (3) maleinsav a (4) fumársavnál 4,21 kcal /mollal kevésbé stabilis, annak ellenére, hogy a maleinsavban egy szokásos erősségű hidrogénkötés létezik. Így a „gyenge” és „rövid-erős” hidrogénkötések között becsülhető energiakülönbség igen tekintélyes: 18,35 kcal/mol, a szabadentalpia különbség pedig 20,43 kcal/mol.

          
	 	
                    
                      12.3. táblázat. Számított reakció energia, entrópia és szabadentalpia. [image: 12.3. A hidrogén-maleát anion rövid-erős hidrogénkötése \hbox{}^{*}]
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          [image: 12.3. A hidrogén-maleát anion rövid-erős hidrogénkötése \hbox{}^{*}]
           L. az 1. sémát. Számítási szint: MP2/6-31+G(d,p)//MP2/6-31+G(d,p).  
          [image: 12.3. A hidrogén-maleát anion rövid-erős hidrogénkötése \hbox{}^{*}]
           és  
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           kcal/mol-ban,  
          [image: 12.3. A hidrogén-maleát anion rövid-erős hidrogénkötése \hbox{}^{*}]
           cal/molK-ben.
        

12.4. Az n-bután konformációs viszonyai és forgási energiagátjai [image: 12.3. A hidrogén-maleát anion rövid-erős hidrogénkötése \hbox{}^{*}]




          
          
          [image: 12.4. Az n-bután konformációs viszonyai és forgási energiagátjai \hbox{}^{**}]
           G.D. Smith és R.L. Jaffe munkája alapján (
          J. Phys. Chem
          . 
          100
          , 18718–18724 (1996)).
        
Egy molekula térszerkezetének teljes leírásához összetételén és konfigurációján kívül konformációs viszonyainak ismerete is hozzátartozik. A molekula konformációja a megfelelő diéderes szögekkel definiálható, hiszen ezek meghatározzák az egyes atomcsoportok relatív térállását. A konformer stabilitásának kritériuma természetesen ugyanaz, mint az egyensúlyi geometriáé: meg kell felelnie a potenciális energia hiperfelület mimimumának, vagyis a hozzátartozó minden erőállandónak pozitívnak kell lennie. Az egyensúlyi konformációk között energiagátak találhatók, melyeket belső rotációs gátaknak nevezünk. E gátak maximumai elsőrendő nyeregpontok, melyek megkeresésére számos algoritmus alkalmas. Persze nem szabad elfelejtenünk, hogy egy minimum körül elvileg 3N-6 elsőrendű nyeregpont létezik, melyek közül az éppen megfelelő megtalálása sokkal nehezebb feladat, mint egy minimum behatárolása. Ha csak vaktában indítjuk az optimálást, legtöbbször nem a megfelelő pontba jutunk, ezért mindenképpen szükséges hozzá egy, a keresendő nyeregpontot jól közelítő kiindulási szerkezet. Úgy is mondhatjuk, hogy nyeregpont megkereséséhez jó kémiai intuició szükséges. Mivel a belső rotáció során általában egy-egy csoport elfordulásáról van csak szó, az átmeneti állapot becslése nem okoz különösebb gondot. Amint azonban a 14. fejezetben látni fogjuk, a nyeregpont megkeresése kémiai reakciók átmeneti állapotaihoz gyakran igen nehéz feladat.
A konformációs feladatok megoldása során nem csupán az egyes stabilis konformerek és a közöttük található átmeneti komplexumok helyzetét és geometriáját kell meghatározni, hanem a konformerek és gátak relatív energiáját is. Mindezt a n-bután példáján mutatjuk be.
Kisszénszámú alkánok energiaváltozása a konformációval már elemi szerves kémia könyekből is ismert. A legegyszerűbb példa az etán energiájának szinuszhullámszerű változása a metilcsoportok „nyílt” és „fedő” állása között. A n-bután némileg bonyolultabb energiaváltozását a  [image: 12.4. Az n-bután konformációs viszonyai és forgási energiagátjai \hbox{}^{**}]-csoport relatív mozgása során a 12.3. ábrán láthatjuk.4 Három energiaminimumot találunk: az egyik – az ábrán a középső – a transz-álláshoz tartozik, (az irodalomban ezt gyakran nevezik „anti” állásnak) a másik kettő a két ekvivalens gauche-álláshoz rendelhető. Az ábrán ezeket rendre t,  [image: 12.4. Az n-bután konformációs viszonyai és forgási energiagátjai \hbox{}^{**}] és  [image: 12.4. Az n-bután konformációs viszonyai és forgási energiagátjai \hbox{}^{**}] betűkkel jelöltük. A legmélyebb minimum a transz-állásé, de a gauche-minimum energiája sem sokkal nagyobb. A minimumokat két energiagát választja el. Az alacsonyabb a transz-gauche (t-g), (az angol irodalomban skew-állásnak is nevezik), a magasabb a cisz-állásnak felel meg (az irodalomban gauche-gauche állásnak is nevezik). Ez idáig ismert, sőt, ha valaki kirakja a n-bután modelljét, pusztán kémiai megfontolások alapján is hasonló energiafüggést rajzolna fel.5 De vajon mekkorák valójában az ábrán látható minimumok és maximumok? Ez a kérdés azért fontos, mert a választól függ az egyes konformerek relatív súlya, és ez kihat a n-bután fizikai-kémiai viselkedésére. További fontos kérdés, hogy a n-bután konformációs energiadiagramja alapján le tudunk-e vonni következtetéseket más, esetleg jóval nagyobb, és ezért pontos módszerekkel számíthatatlan alkánok, pl. polietilének konformációs viszonyaira?

          
	 	
                    
                      12.3. ábra. Az n-bután relatív energiája a  [image: 12.4. Az n-bután konformációs viszonyai és forgási energiagátjai \hbox{}^{**}]-csoport forgása során. A minimumok az egyes stablilis konformereket, a maximumok a közöttük levő átmeneti állapotokat mutatják.
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A konformerek és átmeneti állapotok geometriáját HF- és MP2-szinten optimálták a 6-311G(d,p), 6-311G(2df,p) és 6-311++G(d,f) bázisokkal. Az energiát az optimált szerkezetekre alkalmazott CCSD- és CCSD(T)-szinteken számították a fenti, valamint a cc-pVTZ bázisokkal.
Konformációs kérdések eldöntéséhez először a stacionárius pontokat kell meghatározni, tehát az első lépés a stabilis minimumok és nyeregpontok geometria optimálása. A potenciálgörbe alakja ezután a rendszer részleges optimálásával nyerhető. Ez alatt azt értjük, hogy a mozgással kapcsolatos koordinátát állandónak tartva az összes többi koordinátát optimáljuk. Természetesen ahhoz, hogy a gát pontos nagyságát megkapjuk, a számított energiát módosítani kell a termodinamikai járulékokkal.
A 12.4. táblázat tartalmazza a három konformer, valamint az átmeneti állapotok különböző szinteken számított relatív energiáját. Látható, hogy amíg a stabilis konformerek különböző korrelált módszerekkel számított torziós szöge jól egyezik, a HF-számítás eredménye kb. 3 fokkal eltér. A HF-módszer a gauche és transz konformerek relatív energiáját is rosszul becsüli: az eltérés a magasabb szintű számítási eredményektől majdnem 100%-os, ami azt támasztja alá, hogy az elektronkorreláció hatása itt jelentős. Érdekes, hogy a gátmagasság becslésében a HF módszer nem vall kudarcot. Az viszont jól látható, hogy a számítási szint emelése a gátmagasság csökkenésével jár együtt. A legmagasabb szintű CCSD(T)/cc-pVTZ//MP2/6-311g(2d,p) számítás a gauche konformáció energiáját 0,59 kcal/mollal becsüli a transz konformer energiája fölé. Ugyanezen a szinten a t-g és cisz gátmagasság 3,31, ill. 5,48 kcal/mol.

          
	 	
                    
                      12.4. táblázat. Stabilis konformerek és átmeneti állapotok transz konformerhez viszonyított relatív energiái (kcal/mol) és torziós szögei (fok) a számítások különböző szintjein.
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A következő feladat a teljes torziós potenciálgörbe meghatározása. Ez pontonként számítható, minden pontban állandónak tartva az aktuális torziós szöget és optimálva az összes többi paramétert. A teljes energiát a torziós szög függvényében ábrázoljuk ezután. Minthogy ez meglehetősen sok számítást jelent, a szerzők az MP2/6-311G(2df,p) szintet használták. A 12.4. ábra ennek az eredményét mutatja.

          
	 	
                    
                      12.4. ábra. Az n-bután relatív energiája a konformáció változásával MP2/6-311G(2df,p) szinten számítva.
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Ha a szükséges pontokhoz tartozó energiát kvantumkémiai módszerekkel kiszámítottuk, következhet a zéruspont-energia, valamint a hőmérséklet hatásának számítása. Ezúttal is a rezgések harmonikus közelítését használjuk, az anharmonicitást pusztán a számított frekvenciák 0,96-tal való szorzásával, avagy – nagyképűen – „skálázásával” vesszük figyelembe.6 Az entalpiához, entrópiához és szabadentalpiához e szerint számított termikus rezgési hozzájárulásokat a 12.5. táblázat tartalmazza. A táblázatban a hőmérséklet hatásának tanulmányozása céljából a trans és gauche konformerre két különböző hőmérsékletre, a 298 K mellett 220 K-re is találunk adatokat.
A konformációk közötti ZPE különbség kicsi. Mivel az átmeneti állapotban mindössze 35 figyelembe veendő rezgés van, eggyel kevesebb, mint a trans és gauche konformációkban, a maxiumokban a rezgési energia hőmérsékletfüggő része jelentősen kisebb, mint a stabilis pontokban. Ezzal magyarázható az átmeneti állapotokhoz tartozó  [image: 12.4. Az n-bután konformációs viszonyai és forgási energiagátjai \hbox{}^{**}] csökkenése, valamint a szabadentalpia növekedése is a stabilis konformerekhez képest. A transz és gauche konformer entalpiakülönbsége a legjobb számításból adódó 0,59 kcal/mol értékből, valamint a ZPE- és termikus korrekciókból ([image: 12.4. Az n-bután konformációs viszonyai és forgási energiagátjai \hbox{}^{**}] kcal/mol) tevődik össze. Így 298 K-en a legjobb becslés 0,64 kcal/mol. Ez az érték a hőmérséklettel kismértékben változik, 220 K-en 0,66 kcal/mol, 0 K-en pedig 0,71 kcal/mol. Ezek az adatok igen pontosan egyeznek az infravörös spektrum hőmérsékletfüggése alapján nyert 0,670,1 kcal/mol kísérleti értékkel. (A kísérletet 220–298 K közötti tartományban hajtották végre. Az analízis során feltételezték, hogy a két konformer entalpia- és entrópiakülönbsége független a hőmérséklettől. Amint a 12.5. táblázatból látható, a feltételezés jogos.)

          
	 	
                    
                      12.5. táblázat. A n-bután konformerjeinek termikus és zéruspont effektusai. [image: 12.4. Az n-bután konformációs viszonyai és forgási energiagátjai \hbox{}^{**}]
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          [image: 12.4. Az n-bután konformációs viszonyai és forgási energiagátjai \hbox{}^{**}]
           Harmonikus frekvencia számítások alapján, MP2/6-311G**//MP2/6-311G** szinten., Skálafaktor: 0.96. A 
          th
           index a termikus hozzájárulást, a, 
          zp
           index a zéruspont effektus jelenti.  
          [image: 12.4. Az n-bután konformációs viszonyai és forgási energiagátjai \hbox{}^{**}]
          ,  
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          . A hőmérséklet K-ben, az enthalpia és szabadentalpia kcal/mol-ban, az entrópia kcal/molK-ban van megadva.
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               A 7.4. pontban már elmélkedtünk egy sort a kvantumkémiai számítások összehasonlíthatóságának nehézségein. Csak azonos bázis és azonos korrelációs szint mellett van értelme az eredmények összevetésének, ám még így is komoly veszélyek leselkednek a gyanútlan és jámbor összehasonlítgatóra. Vizsgáljuk meg például a víz dimerizációját, vagy bármely olyan reakciót, melynek során két (vagy több) molekulából egy lesz. A kölcsönhatás energiája (a reakció energiája) egyszerűen a végtermék „szupermolekula” energiájának és a kiindulási komponensek energiájának a különbségeként számítható:  
[image: 12.4. Az n-bután konformációs viszonyai és forgási energiagátjai \hbox{}^{**}]

 Nyilvánvaló, hogy ebben az esetben az alkalmazott bázisnak garantálnia kell minden részvevő molekula kiegyensúlyozott, és azonos pontosságú leírását. Ha a bázis teljes, ez a követelmény természetesen fennáll. A szokásos véges bázisok használata mellett viszont problémák adódnak még akkor is, ha a módszer méretkonzisztens. Ugyanis a szupermolekula egyik egysége – a reakció egyik részmolekulája – által fel nem használt bázisfüggvényeket (virtuális pályákat) a szupermolekula másik fele még használhatja, ugyanúgy, mint a másik rész által nem használt bázisfüggvényeket a szupermolekula első fele. Ez a használat egyértelműen látszik is a molekulapályák lineárkoefficienseiből. Az elszigetelt monomerek viszont csakis a saját báziskészletükkel gazdálkodhatnak. Ennélfogva a szupermolekula bázisa formálisan nagyobb, mint a monomereké. Ezért tehát bármely véges bázist is alkalmazunk a szupermolekulára, a kapott eredmény elvileg nem lehet konzisztens a különálló monomerekre ugyanazon bázissal végzett számításokkal. Minthogy a számított energia a variációs elvet követi, a nagyobb bázis mélyebb energiát ad, ennélfogva a számított reakcióenergia a valóságosnál nagyobb lesz. Ezt a hibát bázis szuperpoziciós hibának nevezik és BSSE-vel rövidítik. Hangsúlyozzuk, hogy az egyes molekulák számítása nem hibás. Az, hogy a szupermolekulában levő kisebb egységek „kölcsönzik” egymás bázisát, semmiféle hibát nem okoz. A hiba oka a monomer és a dimer bázisainak kiegyensúlyozatlanságából következik. Az elmondottakból az is következik, hogy a BSSE csökken a bázis növelésével. Ugyanakkor a BSSE nem csökken, sőt gyakorta növekszik, ha azonos bázis mellett a szaámítások szintjét emeljük. Ennek nyilvánvaló oka, hogy a magasabb szint jobban használja a virtuális pályákat. Amennyiben a bázis nem megfelelő méretű, a BSSE gyakran a kölcsönhatási energia nagyságrendjébe esik, ezért figyelembe vétele, illetve kompenzálása elengedhetetlen. Ilyen esetek különösen gyenge kölcsönhatások (pl. hidrogénkötések, Van der Waals-komplexek) során fordulnak elő.
A BSSE-ről további olvasnivaló a következő irodalmakban található: F.B. van Duijneveldt, J.G.C.M. van Duijneveldt - vane de Rijdt, J.H. van Lenthe, Chem. Rev. 94, 1873-1885 (1994), G. Chalasinski, M.M. Szczesniak, Chem. Rev. 94, 1723-1765 (1994), N. R. Kestner, J. E. Combariza: Basis Set Superposition Errors: Theory and Practice, in K. B. Lipkowitz, D. B. Boyd (eds.) Reviews in Computational Chemistry, Vol. 13, Wiley, N.Y. 1999, T. van Mourik, A.K. Wilson, K. A. Peterson, D. E. Woon, T. H. Dunning, Jr., Adv. Quant. Chem.,31, 105 (1999).

	
               A BSSE becslésére és korrigálására a leggyakrabban használt módszer a Boys és Bernardi által kidolgozott ún. counterpoise (CP) módszer. A módszer alapvető elgondolása az, hogy amennyiben a szupermolekula részegységeit a szupermolekula teljes bázisával számítjuk, a BSSE kiküszöbölhető:  
[image: 12.4. Az n-bután konformációs viszonyai és forgási energiagátjai \hbox{}^{**}]

 ahol  [image: 12.4. Az n-bután konformációs viszonyai és forgási energiagátjai \hbox{}^{**}] és  [image: 12.4. Az n-bután konformációs viszonyai és forgási energiagátjai \hbox{}^{**}] a monomereknek a szupermolekula bázisán számított energiája. Technikailag úgy járunk el, hogy az első molekula bázisához hozzáillesztjük a második molekula bázisfüggvényeit, méghozzá a második molekula atomjainak a szupermolekulában optimált helyeire – de a második molekula atomjai nélkül. Ezek az ún. szellem – ghost – pályák. (Az elnevezés mögött nyiván az áll, hogy e pályák nem atomokhoz tartoznak, hanem csak úgy anyag nélkül bóklásznak az üres térben.) Az így kiegészített bázissal számítjuk az első molekula energiáját,  [image: 12.4. Az n-bután konformációs viszonyai és forgási energiagátjai \hbox{}^{**}]-t, majd ugyanígy a második molekulára  [image: 12.4. Az n-bután konformációs viszonyai és forgási energiagátjai \hbox{}^{**}]-t, és ezek alapján a BSSE-t:  
[image: 12.4. Az n-bután konformációs viszonyai és forgási energiagátjai \hbox{}^{**}]

 Megjegyezzük, hogy a CP módszer a BSSE-t kissé túlkompenzálja, ezért az utóbbi időkben erőfeszítéseket tettek pontosabb módszerek kidolgozására.

	
               n-bután konformációs kérdéseinek megoldására az első ab-initio számításokat M. R. Peterson és I. G. Csizmadia végezték a 70-es években (J. Am. Chem. Soc., 100, 6911 (1978)).

	
               Azért vigyázzunk csak a „kémiai megfontolásokkal”! Azt a tényt, hogy az etán nyílt állású konformerje stabilisabb a fedő állásúnál, a kémia kézikönyvek egyöntetűen szférikus okokra vezetik vissza, azaz a közel kerülő atomok, ill. betöltött elektronpályák közötti taszító kölcsönhatásokra. Részletes NBO analízis szerint (l. V. Pophristic, L. Goodman; Nature, 411, 565 (2001).) azonban az etánban fellépő szférikus effektusok szerepe egyrészt elhanyagolható, másrészt – bármilyen furcsa is – éppen a fedő állás kialakulását segíti. A döntő fontosságú kölcsönhatás a szemközti pályák közötti hiperkonjugáció, mely nyílt állásban jóval nagyobb, mint fedő állásban.

	
               Érdekes problémát vet fel a ZPE számítása az átmeneti állapotban, hiszen ekkor az egyik frekvencia imaginárius. Ilyenkor általában úgy járnak el, hogy a kérdéses frekvenciát egyszerűen kihagyják a számításból, és a ZPE-t csak a maradék 3N-7 frekvenciából számítják. (A ZPE-t az idézett munkában is így számították.) 




13. fejezet - Az elektronsűrűséggel kapcsolatos tulajdonságok



A 8. fejezetben az elektronsűrűség fundamentális jelentőségét bizonyítottuk. Kiderült, hogy az elektronsűrűség nemcsak számos, gyakran használt kémiai fogalom és modell forrása, hanem a sűrűségfunkcionál-elméleten keresztül átveheti a hullámfüggvény szerepét is. Mindezeken felül azonban még fontos, jól mérhető tulajdonságok is származtathatók az elektronsűrűség-eloszlásból. Ebben a fejezetben a sűrűség topológiai analízisének egy alkalmazását, valamint két fontos mennyiség az elektromos dipólusmomentum és az elektromos polarizálhatóság számítását és számíthatóságát mutatjuk be. Természetesen más, magasabbrendű elektromos momentumok, mint pl. a kvadrupólus-, oktupólus-, hexadekapólus-momentum, valamint mágneses momentumok is léteznek és számíthatók. Minthogy azonban ezeknek nincs különösebb kémiai felhasználásuk, a jelen fejezetben nem foglalkozunk velük.
A dipólusmomentum a töltésszétválás mértéke, melynek klasszikus definiciója pontszerű töltések esetén a következő:  
[image: Az elektronsűrűséggel kapcsolatos tulajdonságok]

 ahol  [image: Az elektronsűrűséggel kapcsolatos tulajdonságok] az i-ik töltés,  [image: Az elektronsűrűséggel kapcsolatos tulajdonságok] az i-edik töltés távolsága a koordinátarendszer középpontjától, N pedig a töltött részecskék száma. A definíció alapján egyértelmű, hogy egy szimmetriacentrumot tartalmazó molekula dipólusmomentuma zérus, és általában  [image: Az elektronsűrűséggel kapcsolatos tulajdonságok] a molekuláris töltéseloszlás aszimmetriáját méri. Mikrorendszerek dipólusmomentuma kifejezhető, mint a dipólus-operátor várható értéke:  
[image: Az elektronsűrűséggel kapcsolatos tulajdonságok]

 Rögzített atommagokat feltételezve a fenti mennyiség szétválasztható az atommagok és az elektronok momentumára. M atommag és n elektron esetén:  
[image: Az elektronsűrűséggel kapcsolatos tulajdonságok]

 ahol  [image: Az elektronsűrűséggel kapcsolatos tulajdonságok] az  [image: Az elektronsűrűséggel kapcsolatos tulajdonságok]-ik atommag rendszáma,  [image: Az elektronsűrűséggel kapcsolatos tulajdonságok] pedig a pozíciója. A kifejezés első felében a dipólus-operátor egyelektron-operátorok összegeként jelenik meg, s ezért az elektronok momentuma egyelektronos függvényekkel is kifejezhető. Ezáltal a  [image: Az elektronsűrűséggel kapcsolatos tulajdonságok] meghatározható a sűrűségmátrix és az egyelektronos integrálok segítségével:  
[image: Az elektronsűrűséggel kapcsolatos tulajdonságok]

 Fontos tudni, hogy amíg semleges molekulák dipólusmomentuma független a koordinátarendszertől, töltéssel rendelkező rendszerek függenek tőle.1
A molekula permanens dipólusmomentuma természetesen egy elektromos teret indukál. Fordítva is igaz: külső elektromos tér tötésszétválást eredményez, ami egy indukált dipólusmomentum létrejöttét jelenti. Ennélfogva, ha az elektromos tér kicsi, ez mint kis perturbáció kezelhető, és  [image: Az elektronsűrűséggel kapcsolatos tulajdonságok] felfogható úgy, mint a rendszer válasza a külső zavarásra. A rendszer (térerősségtől függő) energiája a térerősség különböző hatványai szerint sorbafejthető és az egyes tagok a perturbációs módszer segítségével adhatók meg.2 Az elsőrendű energia-korrekció adja meg a dipólusmomentumot, mely kifejezhető az energiának a külső elektromos tér szerinti deriváltja segítségével is.  
[image: Az elektronsűrűséggel kapcsolatos tulajdonságok]

 Bebizonyítható, hogy a dipólusmomentumra nyert két definiáló egyenlet, (13.2) és (13.5) az egzakt, nemrelativisztikus Schrödinger-egyenlet esetében egyenlő egymással. Az egyenlőség érvényes a Hartree–Fock-modellre is (végtelen bázis mellett), ám nem teljesen igaz a legtöbb post-Hartree–Fock-modellre. Ennek ellenére a két módszer általában jól összehasonlítható eredményeket ad.
Elektromos térben a föntiek alapján a dipólusmomentum függ a térerősségtől. Ha  [image: Az elektronsűrűséggel kapcsolatos tulajdonságok]-t sorbafejtjük  [image: Az elektronsűrűséggel kapcsolatos tulajdonságok] szerint, akkor pl. a z-komponensre az alábbi formát nyerjük:  
[image: Az elektronsűrűséggel kapcsolatos tulajdonságok]

 ahol  [image: Az elektronsűrűséggel kapcsolatos tulajdonságok] a nem-perturbált (permanens) dipólusmomentum z-komponense,  [image: Az elektronsűrűséggel kapcsolatos tulajdonságok] az elektromos dipól-polarizálhatóság,  [image: Az elektronsűrűséggel kapcsolatos tulajdonságok] az első hiperpolarizálhatóság megfelelő komponensei és  [image: Az elektronsűrűséggel kapcsolatos tulajdonságok] az alkalmazott térerősség. Természetesen hasonló formula írható fel a másik két térirányra is.
Amennyiben egy z-irányú külső tér hat, az indukált dipólusmomentumnak x, y és z-irányú komponense is lesz. Sejthető tehát, hogy á másodrendű tenzormennyiség (a hiperpolarizálhatóság pedig harmadrendű tenzor). Ha az elektromos térnek mindhárom térirányban vannak nemzérus komponensei, a polarizálhatóságnak összesen 9 komponense létezik:  
[image: Az elektronsűrűséggel kapcsolatos tulajdonságok]

 Normális esetekben általában a diagonális komponensek nagyobbak, mint a nemdiagonálisak.
Ahogy a dipólusmomentum kifejezhető az energia külső elektromos tér szerinti deriváltja segítségével,  [image: Az elektronsűrűséggel kapcsolatos tulajdonságok] kifejezhető mint az energia térerősség szerinti második deriváltja: 2
[image: Az elektronsűrűséggel kapcsolatos tulajdonságok]

 ami azt is jelenti egyben, hogy a polarizálhatóság a dipólusmomentum első deriváltja. A (13.5) szerint általános koordinátarendszerben a polarizálhatóságnak 9 nemzérus komponense van. Bizonyítható azonban, hogy ha a molekula optikailag inaktív, a tenzor szimmetrikus, ebből pedig az következik, hogy létezik olyan koordinátarendszer, melyben a polarizálhatóság mátrix diagonális. Az így kiválasztott tengelyeket a polarizálhatóság főtengelyeinek nevezik, a diagonális  [image: Az elektronsűrűséggel kapcsolatos tulajdonságok],  [image: Az elektronsűrűséggel kapcsolatos tulajdonságok],  [image: Az elektronsűrűséggel kapcsolatos tulajdonságok] elemeket pedig főtengelyes polarizálhatóságnak. A polarizálhatóság ezek szerint még semleges molekula esetében is függ a koordinátarendszertől. Ezért ahhoz, hogy összemérhető adatokat kapjunk, a koordinátarendszertől független mennyiségeket kell definiálnunk. Az egyik ilyen a főtengelyes polarizálhatóságok átlaga:  
[image: Az elektronsűrűséggel kapcsolatos tulajdonságok]

 mely az egyik legkellemesebb mennyiség, mivel bármely koordinátarendszerben kapott polarizálhatóság-tenzor karakteréből számítható. [image: Az elektronsűrűséggel kapcsolatos tulajdonságok]

        
        
        [image: Az elektronsűrűséggel kapcsolatos tulajdonságok]
         Amint az
        1
        . fejezetből tudjuk, egy mátrix karaktere invariáns a hasonlósági transzformációkra.
      
Ennek feleltethető meg a szabadon forgó molekulák kísérleti úton nyerhető polarizálhatóság értéke. A polarizálhatóság anizotrópia az átlagpolarizálhatóság síkbeli és síkra merőleges komponensének a különbsége:  
[image: Az elektronsűrűséggel kapcsolatos tulajdonságok]

 Használatosak még további tenzor-invariánsok, pl. az alábbiak:  
[image: Az elektronsűrűséggel kapcsolatos tulajdonságok]


      
[image: Az elektronsűrűséggel kapcsolatos tulajdonságok]


13.1. A rövid-erős hidrogénkötés topológiai analízise [image: Az elektronsűrűséggel kapcsolatos tulajdonságok]




          
          
          [image: 13.1. A rövid-erős hidrogénkötés topológiai analízise \hbox{}^{**}]
           M. Garcia-Viloca, A. Gonzalez-Lafont és J.L. Lluch munkája alapján (
          J. Am. Chem. Soc
          . 
          119
          , 1081–1086 (1997)).
        
A 8. fejezetben bemutattuk, hogy az elektronsűrűség topológiai analízise igen meggyőzően képes szemléltetni a kémiai kötést és a molekulák elektronszerkezetét. A Bader-analízis oly sok szemléletes információt nyújt, hogy – véleményünk szerint – csak idő kérdése, hogy helyettesítse a leíró kémiában a molekulapálya-modellt. Igaz, mindkettő képes a kémiai kötés szemléltetésére, de amíg az MO-elmélet alapfogalmai mögül hiányzik a fizikai tartalom, a Bader-modell a kvantummechanika valós és fizikailag mérhető mennyiségein alapul.
A 12.3. pontban a maleinsav-anionban előforduló különlegesen erős hidrogénkötést energetikai adatokkal jellemeztük. A kvantitatív termodinamikai adatokon túl azonban igen jellemző képet kaphatunk a speciális molekulaszerkezetről az elektronsűrűség topológiai analízise segítségével. Az alábbiakban erről ejtünk szót.

          
	 	
                    
                      13.1. táblázat. Töltéssűrűség ([image: 13.1. A rövid-erős hidrogénkötés topológiai analízise \hbox{}^{**}]) és nettó atomi töltés (q) a kötés kritikus pontban. [image: 13.1. A rövid-erős hidrogénkötés topológiai analízise \hbox{}^{**}]

                  	 



        

          
	 	
                    [image: 13.1. A rövid-erős hidrogénkötés topológiai analízise \hbox{}^{**}]
                  	 



        

          
          
          [image: 13.1. A rövid-erős hidrogénkötés topológiai analízise \hbox{}^{**}]
           A és D a hidrogénkötés donor és akceptor atomja. TS a protontranszfer átmeneti állapota a maleinsav anionban (1).
        
Emlékeztetőül: a rövid-erős hidrogénkötés jellemzői a különlegesen kis távolság a donor és akceptor atomok között, a proton `delokalizációja' a kötésben részvevő atomok között, valamint a rendkívül nagy kötési energia a szokásos hidrogénkötéshez képest. A 13.1. táblázatban látható a hidrogénkötéshez tartozó atomok töltése, valamint a hidrogénkötés kritikus pontjában a töltés nagysága a maleinsav (3) és anionja (1), a fumársav (4) és anionja (2) esetében, valamint az intramolekuláris protontranszferhez tartozó átmeneti állapotban. Visszalapozva a 12.2. táblázathoz, jól látható, hogy minél nagyobb a töltés a kötés kritikus pontban, annál rövidebb a megfelelő kötés. Még érdekesebb bepillantást nyújt a hidrogénkötés lelkivilágába a Laplace-koncentráció vizsgálata (13.1. ábra). (A Laplace-koncentráció az elektronok lokális sűrűsödéséről, ill. ritkulásáról ad információt.) Amikor két szomszédos atom kémiai kötésbe lép egymással, közöttük egy kötés kritikus pont alakul ki. Ha ebben a pontban a Laplace-koncentráció negatív, az atomok közötti térben az elektronsűrűség megnövekszik, azaz egy kovalens kötés alakul ki. Pozitív Laplace-koncentráció e pontban viszont azt sugalja, hogy a két atom közötti tér kiürül, az atomok maguk köré sűríti az elektronokat, és a kölcsönhatás inkább elektrosztatikus jellegű.

          
	 	
                    
                      13.1. ábra. Laplace-kontúrok a molekula síkjában MP2/6-31G(d,p)//MP2/6-31G(d,p) szinten. (a) 1, (b) átmeneti állapot, (c) 2. (A számozást l. a 11.1. pontban.) A szaggatott vonallal körülhatárolt tartományokban  [image: 13.1. A rövid-erős hidrogénkötés topológiai analízise \hbox{}^{**}], a folytonos vonallal jelölt tartományokban  [image: 13.1. A rövid-erős hidrogénkötés topológiai analízise \hbox{}^{**}]. A számok a  [image: 13.1. A rövid-erős hidrogénkötés topológiai analízise \hbox{}^{**}] értékeit jelentik a hidrogénkötés kritikus pontjaiban és a gyűrű kritikus pontjaiban a.e.-ben. 
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A 13.1a és 13.1c ábrán jól kivehető, hogy a kötés kritikus pontok egyike a negatív, szaggatott vonalas zónában van, a másik viszont a pozitív zónában található, következésképpen a hidrogén kovalens kötéssel kapcsolódik a donoratomhoz, és elektrosztatikus kölcsönhatás köti az akceptorhoz. Az átmeneti állapot (13.1b ábra) ettől különbözik, az A-H és a D-H kötés is kovalens jellegű. Ez a megfigyelés alátámasztja korábbi vizsgálatok tapasztalatait, miszerint a hidrogénkötések kovalens jellege csökkenő O–H távolsággal erősödik.


13.2. Oxazolok dipólusmomentuma és polarizálhatósága [image: 13.1. A rövid-erős hidrogénkötés topológiai analízise \hbox{}^{**}]




          
          
          [image: 13.2. Oxazolok dipólusmomentuma és polarizálhatósága \hbox{}^{*}]
           N.E. Kassimi, R.J. Doerksen és A.J. Thakkar dolgozata alapján (
          J. Phys. Chem.
          
          
          100
          , 8752–8757 (1996)).
        
A polarizálhatóság fontos fizikai-kémiai jellemző, mely számos molekuláris kölcsönhatás meghatározó tényezője. Szerepet játszik például a molekulák közötti indukciós és diszperziós erőkben, különböző elektronoptikai jelenségekben, vagy különböző szórási és ütközési folyamatok keresztmetszetének alakulásában. A polarizálhatóság számítását az alábbi oxazolok esetében mutatjuk be. A gyűrűk számozása a 2. molekulán látható.
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A számításokat standard HF és MP2 szinten végezték. Megbízható eredmények csak megfelelő méretű bázis használata mellett várhatók, ezért a szerzők két bázist próbáltak ki. A kisebb egy [3s2p2d/2s2p] méretű sorozat (a későbbiekben B-vel jelöljük), a nagyobb [5s3p2d/3s2p] méretű (C-jelű). Mindkét bázis két sorozat polarizációs függvényt tartalmaz, a nagyobbat ezen kívül diffúz s és p-típusú GTO-kal is kiegészítették. Minden számításhoz MP2/6-31g* szinten optimált geometriát használtak.
Első feladat a tíz molekula geometriájájának a meghatározása. Az eredmények közül csak néhányat mutatunk be a 13.2. táblázatban, ahol összehasonlítjuk a furán, 1,2,5-oxadiazol és 1,3,4-oxadiazol számított és mikrohullámú spektroszkópiai úton meghatározott kísérleti ([image: 13.2. Oxazolok dipólusmomentuma és polarizálhatósága \hbox{}^{*}]) szerkezeteit. A tíz vizsgált molekula közül összesen ötre vannak mérési eredmények. A 29 számított kötéshossz eltérése a méréstől három eset kivételével kisebb, mint 1,2 pm, a számított kötésszögek eltérése pedig minden esetben kisebb 1,1 foknál. Legnagyobb az eltérés az 1,2,5-oxadiazolban és az 1,2-oxazolban, melyekben az  [image: 13.2. Oxazolok dipólusmomentuma és polarizálhatósága \hbox{}^{*}] kötés a kísérleti értéknél 2,5 ill. 1,8 pm-rel hosszabbnak, a  [image: 13.2. Oxazolok dipólusmomentuma és polarizálhatósága \hbox{}^{*}] kötés pedig 1,8, ill. 1,2 pm-rel rövidebbnek adódik. Az átlagos eltérés a kötéstávolságokban 0,7 pm, a kötésszögekben pedig 0,3 fok. A jó egyezés azt bizonyítja, hogy az alkalmazott számítási szint a szerkezet leírására megfelelő.

          
	 	
                    
                      13.2. táblázat. Az MP2/6-31G* geometria optimum és a mikrohullámú spektroszkópia  [image: 13.2. Oxazolok dipólusmomentuma és polarizálhatósága \hbox{}^{*}] szerkezetének összehasonlítása (kötéshosszak pm-ben, kötésszögek fokban).
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A számított dipólusmomentumokat a 13.3. táblázatban tüntettük fel. A dipólvektorok iránya a  [image: 13.2. Oxazolok dipólusmomentuma és polarizálhatósága \hbox{}^{*}] szimmetriájú molekulák esetében megegyezik a  [image: 13.2. Oxazolok dipólusmomentuma és polarizálhatósága \hbox{}^{*}] tengely irányával. A többi esetben a molekula szimmetriája  [image: 13.2. Oxazolok dipólusmomentuma és polarizálhatósága \hbox{}^{*}], ezért a vektor mindig a molekulasíkban fekszik. Ezekben az esetekben dipólvektor irányát a síkban fekvő valamelyik fő tehetetlenségi nyomaték tengelye és a dipólvektor által bezárt  [image: 13.2. Oxazolok dipólusmomentuma és polarizálhatósága \hbox{}^{*}] szöggel definiáltuk.3 Amint látható, az összes molekula esetében a dipólusmomentum nagysága 0,65 D (furán) és 3,62 D (1,2,3-oxadiazol) között van.4
A táblázatból látható, hogy a bázis és a korrelációs szint is fontos szerepet játszik a dipólusmomentum leírásában, utóbbi szerepe talán valamivel nagyobb.5 A gázfázisú mikrohullámú spektroszkópiai úton nyert kísérleti adatoktól való átlagos eltérés 0,1 D, a maximális eltérés 0,2 D. A legjobb MP2/C sorozatban ezek az értékek 0,04 D és 0,07 D, tehát igazán kitűnőnek mondhatók. Ugyanezekben a számításokban a  [image: 13.2. Oxazolok dipólusmomentuma és polarizálhatósága \hbox{}^{*}] átlagos eltérése a kísérleti értéktől  [image: 13.2. Oxazolok dipólusmomentuma és polarizálhatósága \hbox{}^{*}] a maximális eltérés  [image: 13.2. Oxazolok dipólusmomentuma és polarizálhatósága \hbox{}^{*}]. Ez utóbbi adatokhoz hozzá kell azonban tennünk, hogy  [image: 13.2. Oxazolok dipólusmomentuma és polarizálhatósága \hbox{}^{*}] kísérleti úton történő meghatározása eléggé bizonytalan.

          
	 	
                    
                      13.3. táblázat. Oxazolok számított dipólusmomentumai (Debye-ban) és a dipólvektorok irányai. [image: 13.2. Oxazolok dipólusmomentuma és polarizálhatósága \hbox{}^{*}]
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          [image: 13.2. Oxazolok dipólusmomentuma és polarizálhatósága \hbox{}^{*}]
           A  
          [image: 13.2. Oxazolok dipólusmomentuma és polarizálhatósága \hbox{}^{*}]
          , ill.  
          [image: 13.2. Oxazolok dipólusmomentuma és polarizálhatósága \hbox{}^{*}]
           fő tehetetlenségi tengelyekhez viszonyítva (fokban).
        
A polarizálhatóság számításához elengedhetetlen a megfelelő koordinátarendszer megválasztása. Mivel mind a tíz vizsgált molekula sík és ezért tömegközéppontjuk a gyűrű síkjában fekszik. Ez lehet a koordinátarendszer középpontja, a molekula síkja az zy sík, a pozitív z-tengelyt pedig úgy választjuk, hogy átmenjen az oxigénatomon. A négy  [image: 13.2. Oxazolok dipólusmomentuma és polarizálhatósága \hbox{}^{*}]-szimmetriájú molekula esetében ez a választás megfelel a rendszer fő tehetetlenségi tengelyeinek, a többi esetben csak a síkra merőleges x-tengely esik egybe a főtengellyel, a másik kettő nem. Ebből az következik, hogy a polarizálhatóság tenzor blokkos szerkezetű; egy  [image: 13.2. Oxazolok dipólusmomentuma és polarizálhatósága \hbox{}^{*}]-es blokkból (a síkra merőleges komponensre) és egy  [image: 13.2. Oxazolok dipólusmomentuma és polarizálhatósága \hbox{}^{*}]-es blokkból (a síkbeli komponensekre) áll.
Annak érdekében, hogy összemérhető adatokat nyerjünk, koordináta-invariáns mennyiségeket kell számítani. A 13.4. táblázatban erre látható néhány összehasonlító adat a furán molekulára. Hangsúlyoznunk kell megint, hogy a kísérleti adatokkal való összevetés elég problematikus. Először is a táblázatban szereplő három kísérleti eredmény mögött különböző kísérleti módszerek és körülmények állnak. Minthogy a polarizálhatóság nem mérhető közvetlenül, értéke erősen függ a mérési módszertől és körülményektől. A 13.8. formula csak kicsi és állandó elektromos tér esetén érvényes. A mérések során alkalmazott 589–633 nm hullámhosszúságú fény mellett a tér viszont gyorsan változik, emiatt a mért polarizálhatóság függ az alkalmazott fény frekvenciájától. Ezért a kísérleteket különböző frekvenciákon megismételve a kapott eredményt zérus frekvenciára kell extrapolálni. A fenti kísérletek értékelésénél ez a lépés elmaradt. Másodszor, általában oldatban mérünk, az oldószer hatása ugyancsak befolyásolja az eredményt. Végül tudatában kell lennünk a mérés és számítás közötti alapvető különbségnek: az egyensúlyi állapotban (azaz a potenciálfelület minimumában) levő izolált molekula polarizálhatóságát számítjuk, míg egy folytonosan rezgő és rezgés során a kötéseket folytonosan változtató rendszer időben változó polarizálhatóságának átlagát mérjük. A kettő nem is lehet ugyanaz!

          
	 	
                    
                      13.4. táblázat. A furán polarizálhatóságának függése a számítás szintjétől és a bázistól. [image: 13.2. Oxazolok dipólusmomentuma és polarizálhatósága \hbox{}^{*}]
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           Minden érték atomegységekben értendő,  
          [image: 13.2. Oxazolok dipólusmomentuma és polarizálhatósága \hbox{}^{*}]
          .
        

          
	 	
                    
                      13.5. táblázat. Oxazolok polarizálhatósága az MP2/C//MP2/6-31G* szinten. [image: 13.2. Oxazolok dipólusmomentuma és polarizálhatósága \hbox{}^{*}]
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           A polarizálhatóság atomi egységekben értendő,  
          [image: 13.2. Oxazolok dipólusmomentuma és polarizálhatósága \hbox{}^{*}]
          . Az  
          [image: 13.2. Oxazolok dipólusmomentuma és polarizálhatósága \hbox{}^{*}]
          ,  
          [image: 13.2. Oxazolok dipólusmomentuma és polarizálhatósága \hbox{}^{*}]
           és  
          [image: 13.2. Oxazolok dipólusmomentuma és polarizálhatósága \hbox{}^{*}]
           a polarizálhatóság tenzor sajátértékei (főtengelyes polarizálhatóságok). Az 1-tengely a molekulasíkra merőleges. A 3-as tengely a 3-4 kötéstől az óramutatóval ellentétes irányban  
          [image: 13.2. Oxazolok dipólusmomentuma és polarizálhatósága \hbox{}^{*}]
           szöggel történő elfordulással kapható meg.
        
Mindezen komplikációk ellenére látható, hogy az MP2/C számítás kielégítő pontossággal adja vissza a kísérleti értékeket. Ennek alapján joggal tételezhető fel, hogy a tíz vizsgált molekula ismeretlen polarizálhatóságát is jól tudjuk becsülni. (Egy előző, az azolokra végzett hasonló számítás alapján az adatok hibáját a szerzők 5%-nál kisebbre értékelik.) A 13.4. táblázat tartalmazza a főtengelyes polarizálhatóságokat ([image: 13.2. Oxazolok dipólusmomentuma és polarizálhatósága \hbox{}^{*}]), a koordináta invariáns mennyiségeket, valamint a 3-4 atomok közötti kötésnek az egyik főtengellyel bezárt szögét ([image: 13.2. Oxazolok dipólusmomentuma és polarizálhatósága \hbox{}^{*}]). Látható, hogy á molekulasíkbeli komponensei ([image: 13.2. Oxazolok dipólusmomentuma és polarizálhatósága \hbox{}^{*}],  [image: 13.2. Oxazolok dipólusmomentuma és polarizálhatósága \hbox{}^{*}]) jóval nagyobbak, mint a síkra merőleges  [image: 13.2. Oxazolok dipólusmomentuma és polarizálhatósága \hbox{}^{*}]. Ez az elektronok delokalizációjának tulajdonítható. Az is jól látható, hogy a polarizálhatóságot minden szubsztitúció csökkenti. Ennek oka pedig az, hogy a nitrogén polarizálhatósága kisebb, mint egy CH egységé.

          
            Megjegyzések
          
        
	
               Induljunk ki a (13.3) összefüggésből, és mozdítsuk el a koordinátarendszer középpontját  [image: 13.2. Oxazolok dipólusmomentuma és polarizálhatósága \hbox{}^{*}]-lal. Ekkor  
[image: 13.2. Oxazolok dipólusmomentuma és polarizálhatósága \hbox{}^{*}]

 mely kifejtve  
[image: 13.2. Oxazolok dipólusmomentuma és polarizálhatósága \hbox{}^{*}]

 melynek első két tagja azonos az eltolás előtti (13.3) összefüggéssel, a harmadik tag pedig nro-lal egyezik meg és így  
[image: 13.2. Oxazolok dipólusmomentuma és polarizálhatósága \hbox{}^{*}]

 Semleges molekulában az elektronok száma, n, megegyezik a magtöltések összegével, ezért a kifejezés utolsó tagja eltűnik. Töltéssel rendelkező molekula esetében azonban a koordinátafüggő rész megmarad.

	
               Végeredményben a mikrorendszer minden kísérletileg mérhető tulajdonsága felfogható úgy, mint a rendszer válasza egy külső zavarásra, perturbációra. Ennélfogva az adott tulajdonság számítása során kiindulhatunk abból, hogy a perturbáció során hogyan változik az energia vagy a hullámfüggvény. A dipólusmomentum, vagy a polarizálhatóság például az energiának a külső térerősséggel való változása alapján mérhető:  
[image: 13.2. Oxazolok dipólusmomentuma és polarizálhatósága \hbox{}^{*}]

 Másrészről, a semleges molekula energiája a térerősség szerint sorbafejthető:  
[image: 13.2. Oxazolok dipólusmomentuma és polarizálhatósága \hbox{}^{*}]

 Amint látható, az n-ed rendű tulajdonság az energia elektromos térerősség szerinti n-ed rendű deriváltjából nyerhető.

	
               A molekula atommagjait tömegpontokként tekintve a tehetetlenségi nyomaték egy tenzor komponenseiként fejezhető ki:  
[image: 13.2. Oxazolok dipólusmomentuma és polarizálhatósága \hbox{}^{*}]

 Bizonyítható, hogy létezik olyan derékszögű koordinátarendszer, melyben a tehetetlenségi tenzor diagonális. Ennek a koordinátarendszernek a tengelyeit főtengelyeknek nevezzük, a tengelyirányú tehetetlenségi nyomatékokat pedig fő tehetetlenségi nyomatékoknak. A fő tehetetlenségi nyomatékokat általában A, B, C indexszel jelöljük, az alábbi konvenció szerint:  
[image: 13.2. Oxazolok dipólusmomentuma és polarizálhatósága \hbox{}^{*}]


            

	
               A dipólusmomentum leggyakrabban használt egysége a Debye.  
[image: 13.2. Oxazolok dipólusmomentuma és polarizálhatósága \hbox{}^{*}]



	
               Meg kell jegyeznünk, hogy az idézett munka során alkalmazott bázis elég kicsi, és az elmélet szintje (HF és MP2) is alacsony. Általános vélekedés szerint a dipólusmomentum és a polarizálhatóság viszonylag jól leírható már a HF módszerrel is. Ugyanakkor  [image: 13.2. Oxazolok dipólusmomentuma és polarizálhatósága \hbox{}^{*}] és  [image: 13.2. Oxazolok dipólusmomentuma és polarizálhatósága \hbox{}^{*}] érzékeny a hullámfüggvénynek a magoktól távoleső „farkára”, melynek megfelelő leírásához nagy bázisra és diffúz függvényekre van szükség, tehát az eredmény az alkalmazott bázistól általában erősen függ.
A magasabb szintű módszerek jelentősége akkor mutatkozik meg igazán, ha a dipólusmomentum nagyon kicsi. Leghírhedtebb példa a CO molekula, melynek dipólusmomentuma 0,122 D és irányát polaritás határozza meg. Ráadásul a polaritás éppen az egyensúlyi magtávolság környékén vált előjelet és változik  [image: 13.2. Oxazolok dipólusmomentuma és polarizálhatósága \hbox{}^{*}]-ról a  [image: 13.2. Oxazolok dipólusmomentuma és polarizálhatósága \hbox{}^{*}]-ra. Mivel a HF-modell hibája az egyensúlyi távolság becslésében 0,01–0,02  [image: 13.2. Oxazolok dipólusmomentuma és polarizálhatósága \hbox{}^{*}], a dipólusmomentuméban pedig néhány tized D, ez éppen elegendő ahhoz, hogy a számított dipólusmomentum többszáz %-kal térjen el, és még az iránya se egyezzen a kísérletivel. Korrekt eredmény ez esetben csak magas szintű módszertől várható.

              [image: 13.2. Oxazolok dipólusmomentuma és polarizálhatósága \hbox{}^{*}] és  [image: 13.2. Oxazolok dipólusmomentuma és polarizálhatósága \hbox{}^{*}] számítási pontosságáról további részletek olvashatók az alábbi irodalmakban: F. Jensen: Introduction to Computational Chemistry.Wiley, NY, 1999, W. D. Arnold et al.: J. Am. Chem. Soc., 122, 4708–4717 (2000), S. Millefiori és A. Alparone: Theochem, 422, 179–190 (1998). 




14. fejezet - Kémiai reakciók



Az előző fejezetekben bemutatott példák bőségesen bizonyítják, hogy a molekulák szerkezetét és számos sajátságát a kvantumkémia segítségével ma már nagy pontossággal, rutinszerűen lehet számítani. Az eredmények helyességét és megbízhatóságát számos rendelkezésre álló kísérleti módszer támasztja alá.
Az alapállapotú tulajdonságokkal szemben nagyon kevés kísérleti bizonyítékunk van arról, hogy mi történik egy kémiai folyamat során. Ez annak ellenére így van, hogy a kémiai reakciók központi szerepet játszanak egész kémiai tudásunkban. Így legtöbbször csak elméleti számításokból szerezhetünk információt az aktuális molekuláris folyamatokról. Ha ezekben az esetekben vizsgáljuk az eredmények megbízhatóságát, akkor csak közvetett kísérleti eredményeket használhatunk, mint pl. a keletkezett termékeket, a termékek arányát, reakciósebességeket és egyensúlyi állandókat, melyek a reakciók végbemenetelének részletes mechanizmusáról és a résztvevő anyagok finomabb szerkezeti változásairól nem sokat mondanak.1
A kémiai reakciók számítógépes jellemzése több szinten lehetséges. A legegyszerűbb megközelítés, ha a kiindulási állapotot számítjuk, és a molekulák különböző tulajdonságai alapján (pl. töltéseloszlás, elektrosztatikus potenciál, a molekulapályák alakja) igyekszünk értelmes következtetéseket levonni a reakció lejátszódásával, a támadások valószínű helyével, a termékek minőségével kapcsolatban. Ilyen jellegű vizsgálatokra már utaltunk az előző fejezetekben. A lehetséges tulajdonságok közül az elektrosztatikus potenciált használják a leggyakrabban, és valóban ez tűnik a legjobbnak a támadás helyének megjósolására (l. 8.3 pontot). Általában azok a módszerek, melyek valamely tulajdonság eloszlásán, „térképén” alapulnak, csak kvalitatív becslésekre jók ugyan, de mégis nagyon hasznosak az olyan reakciók vizsgálatánál, amelyek, a vegyész szóhasználata szerint, kinetikai kontroll alatt mennek végbe.
Pontosabb módszer az, ha kiszámítjuk a reagensek, termékek, köztitermékek és átmeneti állapotok teljes energiáit (illetve szabadentalpiáit). A termodinamikai adatok alapján meg tudjuk jósolni, hogy egy reakció végbemegy-e avagy sem, és megadhatjuk a reakciók termokémiai tulajdonságait is.
Még többet megtudhatunk arról, hogy mi történik a reakció egyes lépései között, ha kiszámítjuk a potenciálfelületen a kiindulási anyagokból a végtermékekhez vezető teljes utat. A reakcióúttól, mely a potenciálfelületen húzódik végig, és melynek ezért minden egyes pontja 3N dimenziós vektor, meg kell különböztetnünk a reakciókoordinátát, mely a reakcióút hosszával (s) arányos és skaláris mennyiség. A reakcióút mentén az elmozdulás nyílván a reakciókoordináta megváltozásával egyezik meg:  
[image: Kémiai reakciók]

 ahol  [image: Kémiai reakciók] a reakcióút egy pontjához tartozó i-ik koordináta. [image: Kémiai reakciók]

        
        
        [image: Kémiai reakciók]
         Pontosabban a 
        11
        . fejezet
        1
        . megjegyzésében már említett, és praktikus okok miatt bevezetett tömeggel súlyozott Descartes-koordináta.
      
Érdemes definiálni a reakcióút irányát, azaz a reakcióút adott pontjában az érintő iránytangensét:  
[image: Kémiai reakciók]

 (ahol  [image: Kémiai reakciók] az i-edik koordinátához tartozó egységvektor), valamint a reakcióút görbületét, mely az ívhossz második deriváltjával adható meg:  
[image: Kémiai reakciók]

 Ugyancsak megadható a görbület hossza  [image: Kémiai reakciók], mely a  [image: Kémiai reakciók] vektor abszolút értékét jelenti.
A sok lehetséges reakcióút közül megkülönböztetjük az ún. belső reakciókoordinátát, (intrinsic reaction coordinate, IRC), mely az a hipotetikus út, amit egy klasszikus részecske infinitézimális sebességgel a potenciális energia gradiense mentén (steepest descent path) mozogva megtesz a két minimumot összekötő nyeregponttól az egyes minimumokig. Reakciókoordinátán ezúttal is természetesen az IRC hosszát értjük. Az IRC definiciója valójában azt jelenti, hogy a 3N–6 dimenziós térből elkülönítjük az IRC irányába eső egydimenziós reakcióteret a további  [image: Kémiai reakciók] dimenziós tértől, azaz a maradék  [image: Kémiai reakciók] rezgési mód elkülönül az ezekre ortogonális reakcióúttól.
Az IRC számítása még akkor is lényeges, ha a valódi reakcióútra nem vagyunk kíváncsiak, csak a reakció kritikus pontjait keressük. Amint tudjuk, adott minimumból kiindulva számos átmeneti állapot (elsőrendű nyeregpont) érhető el (elvileg  [image: Kémiai reakciók]), melyek közül ki kell választani azt az egyet, amely összeköti a kiindulási és a végállapotot. Annak eldöntésére, hogy az adott nyeregpont ténylegesen megegyezik-e a keresett átmeneti állapottal, a legegyszerűbb módszer, ha az IRC-t számítjuk a két minimum felé.
Természetesen tudatában kell lennünk annak, hogy egy potenciális energiagáton való átlendüléshez a rendszernek meglehetősen nagy energiával kell rendelkeznie. Ez egyben azt is jelenti, hogy a reakció valódi útja lényegesen eltérhet az IRC-től. Egyrészt egy valódi termodinamikai rendszerben nagyszámú rezgési és forgási állapot valósulhat meg egyidőben, és a részecskék kinetikus energiája is statisztikus eloszlást követ. Másrészt a reakció végbemenetele során az egyes rezgési módok kombinálódhatnak egymással, illetve energiát cserélhetnek. Ezért a valóságos kémiai reakció számos különböző úton zajlik. Mindazonáltal az IRC jó modellt ad a folyamatról, és segít bepillantást nyerni a résztvevő molekulák energiájának, geometriájának, töltéseloszlásának és egyéb fontos tulajdonságainak időbeli változásába.
A kémikus számára a reakcióról a legfontosabb információt az energia és a geometria megváltozása jelenti a reakciókoordináta mentén. A 14.1. ábrán az alábbi egyszerű, és sokat tanulmányozott bimolekuláris reakció energia-profilját mutatjuk be: [image: Kémiai reakciók]

        
        
        [image: Kémiai reakciók]
         Z. Konkoli, E. Kraka és D. Cremer cikke alapján (
        J. Phys. Chem. A
        , 
        101
        , 1742/1757 (1997)).
      

      
[image: Kémiai reakciók]

 A potenciális energiafelület bal alsó mélyedése mutatja a kiindulási komponensek teljes elektronenergiáját, függetlenül attól, hogy a reakcióban hány anyag vesz részt. Valójában ilyen stabilis minimum, mely a felületen a lehető legjobb elrendeződésnek felel meg, mindig létezik unimolekuláris rendszerekben (pl. izomerizáció), de nem szükségszerű olyan reakciók esetében, amelyekben több atom vagy molekula vesz részt. Ha létezik ilyen minimum, akkor a legkisebb energiájú út a termékekhez a reakciógáton át vezet. Számos spontán exoterm reakció esetében azonban nincsen gát, mivel nincsen minimum a reakció elején. Bonyolultabb reakciók több lépésben játszódhatnak le, ami azt jelenti, hogy a kiindulási és a végtermékeket képviselő minimumok között több, esetenként nagyon sekély minimum is található, melyek a reakcióban keletkező, majd eltűnő átmeneti termékeket, intermediereket képviselik, és minden minimum között kisebb-nagyobb energiagátak húzódnak. Az utolsó lépés általában a végső komplex kialakulása, amely aztán a végtermékekre bomlik.

        
	 	
                  
                    14.1. ábra. Az energiaváltozás sematikus ábrázolása a reakciókoordináta függvényében.

                	 



      

        
	 	
                  [image: Kémiai reakciók]
                	 



      
Számos érdekességet rejt az egyes geometriai paraméterek változása is. A 14.2. ábrán a (14.4) reakció lejátszódása során nemcsak a H–H kötés szakadását és az új C–H kötés képződését figyelhetjük meg, hanem látható az is, hogy ezek a változások milyen sorrendben mennek végbe. Megfigyelhető pl. hogy az eredetileg planáris  [image: Kémiai reakciók]-molekula már jóval azelőtt piramidálissá válik, hogy a H–H kötés változna.

        
	 	
                  
                    14.2. ábra. Geometriai paraméterek változása a  [image: Kémiai reakciók] reakció során.  [image: Kémiai reakciók] a  [image: Kémiai reakciók] piramidalizációs szöge, mely kezdetben a planáris metilgyökben  [image: Kémiai reakciók], a tetraéderes metánban  [image: Kémiai reakciók].

                	 



      

        
	 	
                  [image: Kémiai reakciók]
                	 



      
A reakció alatt természetesen változnak a rezgési, forgási és transzlációs szabadsági fokok is. Az alábbi táblázat a szabadsági fokok módosulását illusztrálja a (14.4) reakcióban.

        
	 	
                  [image: Kémiai reakciók]
                	 



      
Feltételezve, hogy a reakció során a rendszer mindvégig megtartja a  [image: Kémiai reakciók] szimmetriát, a rezgési, forgási és transzlációs módok változását, kombinációját viszonylag könnyen analizálhatjuk.2 Kiindulva a reakcióban résztvevő izolált komponensektől a reakcióút mindvégig valamelyik normálrezgés irányába mutat. Az átmeneti állapot úgy érhető el, hogy ezt a rezgést egyre magasabb szintre gerjesztjük. Ha elérjük az átmeneti állapotot, a reakciókoordináta irányába eső rezgés frekvenciája imagináriussá válik. Bizonyos rezgések, melyek szimmetriája megegyezik a reakcióút szimmetriájával, a reakció során aktívak, azaz nagy mértékben változnak és keverednek, mások a reakció során alig-alig változnak. A szimmetriatengely irányából közeledő reagensek esetében az aktív rezgések  [image: Kémiai reakciók] szimmetriájúak. A 14.3. ábrán látható, hogy a három  [image: Kémiai reakciók] szimmetriájú rezgés frekvenciája a reakció során erősen változik, a rezgések kombinálódnak egymással. Más rezgések [pl. E(6,7), E(9,10), melyek a  [image: Kémiai reakciók] csoport deformációs rezgései], a teljes reakcióúton szinte változatlanok annak ellenére, hogy változhat a szimmetriájuk. (Az E(9,10) rezgési mód az  [image: Kémiai reakciók]-cal együtt a tetraéderes metán  [image: Kémiai reakciók] szimmetriájú rezgésévé lesz.) A reakció kiindulási állapotában a reagenseknek 5 rotációs és 6 transzlációs szabadsági foka van, utóbbiból egy a reakcióút iránya (melynek szimmetriája ugyancsak  [image: Kémiai reakciók]). A reakció során a reakcióútra merőleges E szimmetriájú transzlációs és rotációs módok közül 1-1 rezgéssé alakul [E(1,2) és E(3,4) módok], ez abból is látszik, hogy eredetileg zérus frekvenciájuk az átmeneti állapotban már pozitív értékű ([image: Kémiai reakciók],  [image: Kémiai reakciók]). A reakcióút menti transzláció (a két molekula „közeledése”) adja az átmeneti állapotra jellemző imaginárius frekvenciát (mely az ábrán nem látható). A végállapotban a rendszer rotációs szabadsági foka már nem változik, a transzlációs szabadsági fok viszont újra 5 lesz, ami azt jelenti, hogy az E(1,2) mód frekvenciája ismét zérus.

        
	 	
                  
                    14.3. ábra. Rezgési frekvenciák változása a  [image: Kémiai reakciók] reakció során.

                	 



      

        
	 	
                  [image: Kémiai reakciók]
                	 



      
A három  [image: Kémiai reakciók] rezgés „sorsa” a reakció során a 14.4. ábrán látható. Kezdetben  [image: Kémiai reakciók] a hidrogén vegyértékrezgése,  [image: Kémiai reakciók] és  [image: Kémiai reakciók] pedig a metilgyök vegyérték- ill. deformációs rezgése. Erőteljes kombinációjuk során rezgési képük és frekvenciájuk változik, végül a metánban már csak  [image: Kémiai reakciók] marad totálszimmetrikus, a másik két rezgés beleolvad egy-egy E szimmetriájú rezgésbe és együtt adják a molekula két  [image: Kémiai reakciók] rezgési módját.

        
	 	
                  
                    14.4. ábra.
                    [image: Kémiai reakciók] szimmetriájú rezgési módok és frekvenciák  [image: Kémiai reakciók] reakcióban.

                	 



      

        
	 	
                  [image: Kémiai reakciók]
                	 



      
A reakciókoordináta mentén a három stacionárius pontban az összes rendszeren belüli erő zérus. Más pontokban azonban tekintélyes vonzó- ill. taszítóerők működhetnek az egyes atomok között. Amint a 14.5. ábrán látható, a legnagyobb erők a megszűnő H–H kötésben, valamint a képződő C–H kötésben ébrednek. Az előbbi mindig taszító jellegű, az utóbbi az átmeneti állapot előtt taszító, utána erősen vonzó, majd ismét taszító. Az erőhatásokat értelmezhetjük az elektronsűrűség változásával a reakciókoordináta mentén (14.6. ábra). A molekulák közeledésekor a domináló kölcsönhatás a kétszeresen betöltött pályák közötti taszítás, melynek hatására az elektronok a molekulák közötti térrészből kezdenek „átfolyni” a molekulák mögötti térbe. A távolság csökkenésével ez a hatás erősödik, ugyanakkor a fokozódó töltésszétválás következtében ellentétes irányú indukciós erő lép fel. Az átmeneti állapotban a vonzó és taszító erők éppen kiegyenlítik egymást. Ettől a ponttól kezdve egyre nagyobb töltés áramlik a két hidrogénatom közül a szénatom és a hidrogénatom közötti térbe: megkezdődik a H–H kötés bomlása és a C–H kötés felépülése.

        
	 	
                  
                    14.5. ábra. Az atomok közötti erők változása a  [image: Kémiai reakciók] reakció során.

                	 



      

        
	 	
                  [image: Kémiai reakciók]
                	 



      

        
	 	
                  
                    14.6. ábra. Az elektronsűrűség különbsége a  [image: Kémiai reakciók] reakció néhány pontjában az azonos térszerkezetű, de nem reagáló kiindulási molekulákhoz képest. A folytonos vonal az elektronsűrűség növekedését, a szaggatott vonal az elektronsűrűség csökkenését jelenti. a)  [image: Kémiai reakciók] a.e. b)  [image: Kémiai reakciók] a.e. A molekulák közötti tér elektronsűrűsége csökken. c)  [image: Kémiai reakciók] a.e. Átmeneti állapot. A H–H kötésszakadás megkezdődött, a szén oldaláról töltés „folyik” a reagáló hidrogén felé. d)  [image: Kémiai reakciók] a.e. A töltés polarizációja egyértelműen mutatja a C–H kötés kialakulását és a hidrogén leszakadását.
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Nagyon tanulságos a reakcióút irányának és görbületének a reakciókoordináta függvényében való vizsgálata is. A görbület maximális értéke azokat a pontokat jelenti a reakciókoordinátán, melyekben energia cserélődhet a reakció iránya és az arra merőleges irányok között, azaz a reakció e pontok környezetében gyorsulhat, vagy lassulhat.
A 12. fejezetben mondottak alapján a potenciális energiák számítása helyett a reakciók jellemzésére inkább a szabadentalpiák jöhetnek szóba. A termodinamikai járulékok azonban csak a felület stacionárius pontjaiban számíthatók. A reagensek és a termékek többnyire rezgési alapállapotukban vannak, tehát a zéruspont energiával rendelkeznek. Az entalpia számításához figyelembe kell venni továbbá a termikus hozzájárulást a reakció hőmérsékletén. Ez az átmeneti állapotokra is igaz, egy megkötéssel: átmeneti állapotban a reakciókoordináta irányába eső rezgési frekvencia imaginárius, így hozzájárulása a zéruspontrezgéshez nem számítható. Ezt leggyakrabban úgy veszik figyelembe, hogy az összegzéskor az imaginárius frekvenciát egyszerűen elhanyagolják.
Mindenfajta kémiai reakció tárgyalásának a közös alapja az, hogy a legkisebb energiájú utat keressük a molekula potenciális energia felületén. Általánosságban tehát geometria optimálásról van szó. A kiindulási és végtermékek esetében ez nem jelent újdonságot, de amint már korábban említettük, az átmeneti állapotok megtalálása nem könnyű feladat. Általában a különböző gradiens technikákat alkalmazzák erre a célra. A 10. fejezetben ismertetett eljárást azonban nem lehet változtatás nélkül használni, mivel nem az összes erőállandó pozitív. A kissé módosított eljárás hatékony, de ha a kiindulási pont messze esik a nyeregponttól, szinte biztosan felmondja a szolgálatot. E nehézség kiküszöbölése érdekében olyan optimáló módszereket dolgoztak ki, melyekben egy kiindulási állapot helyett több kezdeti szerkezet definiálható, amelyek mintegy közrefogják az átmeneti állapotot.
Amennyiben az átmeneti állapot geometriájáról semmilyen elképzelésünk sincs, segíthet a lineáris szinkron átmenet (linear synchronous transit) módszer, mely feltételezi, hogy egyenes út köti össze a reagenseket és a termékeket, valamint az átmeneti állapotot. Ilyenkor tehát az átmeneti állapothoz tartozó szerkezetet a kiindulási és végtermékek szerkezetének átlagaként közelítjük. A becslés javítható, ha minimalizáljuk az energiát az erre az útra merőleges koordináták szerint. Ez az alapja a kvadratikus szinkron átmenet (quadratic synchronous transit) módszernek. A sajátvektor követő módszerben (eigenvector following approach), felteszik, hogy a reagensek átalakulását termékekké csupán egy koordináta befolyásolja jelentősen. Az átmeneti állapotot becsülendő, a meghatározó koordináta értékét lépésenként változtatják, míg az energiát a fennmaradó koordina szerint minimalizálják minden lépésben. Az említett módszerek alkalmazása után általában szükség van a gradiens optimalizálásra, hogy pontos szerkezeteket nyerjünk.
Számos elmélet létezik, mely kapcsolatot teremt a reakció során az egyes tulajdonságok változása és a reakciósebesség között. Az egyetlen, amit e helyen röviden említünk, a bimolekuláris reakciókra kifejlesztett átmeneti állapot (vagy aktivált komplex) elmélet. A (14.4) reakció az alábbi általános sémát követi:  
[image: Kémiai reakciók]

 Az elmélet alapvető feltevése, hogy egy aktivált komplex (avagy átmeneti állapot) létezik a reakció során, amely egyensúlyban van a reaktánsokkal. Feltételezzük, hogy a TS-aktivált komplex szerkezet felel meg a gát csúcsának. Ennek eredményeként a reakciósebesség az átmeneti állapot disszociációjának sebességével adható meg.
Az alább következő példák többségében a kémiai reakciók mechanizmusáról levont következtetések az intermedierek és átmeneti állapotok relatív energiáin alapulnak. Ez a közelítés akkor működik jól, ha sikerül minden átmeneti állapotot megtalálni a reakciókoordináta mentén. Megfelelő figyelmet kell fordítani a számítások szintjére; az egydetermináns közelítés nem írja le helyesen a kötéskialakulás és -felszakadás folyamatát.3
Végül megjegyezzük, hogy bár a kémikust érdeklő reakciók többsége oldatban megy végbe, a fejezet példái kizárólag izolált molekulákra vonatkoznak.4 Kondenzált fázisok kvantumkémiai vizsgálatával a 15. fejezetben foglalkozunk.
14.1. Lítiumkationnal komplexált peroxigyök reakciói [image: Kémiai reakciók]




          
          
          [image: 14.1. Lítiumkationnal komplexált peroxigyök reakciói \hbox{}^{*}]
           T. Clark és H. Hoffmann munkája alapján (
          J. Phys. Chem
          . 
          98
          , 13797–13803 (1994)).
        
Köztudott, hogy a vastartalmú oxigenáz enzimek fontos szerepet játszanak az élő szervezet számos folyamatában, mint pl. a  [image: 14.1. Lítiumkationnal komplexált peroxigyök reakciói \hbox{}^{*}] citokróm enzimben, amely az oxidatív anyagcsere kulcsenzime. Bár az oxigenáz enzimek hatásmechanizmusáról régóta voltak elképzelések, sok feltételezett intermediert soha nem találtak meg, és nincs igazán jól megalapozott, és minden szempontból elfogadható mechanizmus ezekre az enzimkatalizált reakciókra. Precíz MO-számításokat az enzimek a nagy mérete miatt nehéz végezni. Ilyen esetekben több lehetőségünk van (l. 7. fejezet). A legegyszerűbb az a megoldás, ha csak a folyamat kulcselemeit, az enzim legfontosabb szerkezeti részét vizsgáljuk. Jelen esetben a bonyolult enzimes folyamatot az etilén sokkal egyszerűbb epoxidképzési reakciójával modellezzük:  
[image: 14.1. Lítiumkationnal komplexált peroxigyök reakciói \hbox{}^{*}]

 További egyszerűsítésként a vasat lítium kationnal helyettesítették. Természetesen a számítások elvégzése előtt be kellett bizonyítani, hogy a csere jogos és megengedhető, azaz nem vezet a folyamat lényegi változásához.
A számítások során 6-31+G* bázist használtak és bizonyították, hogy ezzel a bázissal dolgozva a BSSE szerepe elhanyagolható. Mivel nyílthéjú rendszerről van szó, az MP2 szintű optimálást UHF hullámfüggvényen hajtották végre (UMP2 módszer). Nyílthéjú rendszerekben mindig felléphet a spinszennyeződés. Emiatt a számított aktiválási energiáknak spin-projekció nélkül semmi értelmük nem lenne, hiszen nem tiszta spinállapotokhoz tartoznak. A projekcióhoz a PMP4 (spin-projected fourth-order perturbation theory) módszert alkalmazták. A stacionárius pontok energiájának meghatározásához az UMP2 geometrián még MP4/6-31+G* szintű „single point” számításokat végeztek. Minden stacionárius pontot az erőállandó mátrix kiszámításával jellemeztek. A számított teljes energiákat UMP2 zéruspont energiákkal korrigálták. Ez különösen fontos, ha eltérő molekulákat hasonlítunk össze, ugyanis az energiának csak a ZPE feletti része áramolhat szabadon a rendszerben. Összefoglalva tehát az alkalmazott módszer: PMP4/6-31+G*//UMP2/6-31+G*+ZPE.
Az első vizsgált modellreakció az etilén (14.5) szerinti katalizátor nélküli epoxid-képződése. A reakció során egy köztitermék és két átmeneti állapot található. A 14.7. ábrán az (1) átmeneti állapot látható, melyben a peroxid-gyök  [image: 14.1. Lítiumkationnal komplexált peroxigyök reakciói \hbox{}^{*}]-os szögben támadja meg az etilén kettőskötését, míg az O–O kötés megközelítőleg merőleges a C–C–O síkra. Ebben az átmeneti állapotban a kialakuló C–O kötés 1,947  [image: 14.1. Lítiumkationnal komplexált peroxigyök reakciói \hbox{}^{*}] hosszú, míg a C–C kötés 1,354  [image: 14.1. Lítiumkationnal komplexált peroxigyök reakciói \hbox{}^{*}]-re nyúlik meg. A  [image: 14.1. Lítiumkationnal komplexált peroxigyök reakciói \hbox{}^{*}]-peroxietil-gyök a stabilis köztitermék (2), melynek szerkezete a várakozásoknak megfelelő. A benne található C–O távolság 1,441  [image: 14.1. Lítiumkationnal komplexált peroxigyök reakciói \hbox{}^{*}] és a C–C kötéshossz jellegzetes egyeskötésre utal.

          
	 	
                    
                      14.7. ábra. Köztitermék (2) és átmenti állapotok (1, 3) az etilén és a peroxi gyök reakciója során. 
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A reakció a továbbiakban egy oxiránszerű átmeneti állapoton keresztül halad (3), amelyben a C–C–O szög  [image: 14.1. Lítiumkationnal komplexált peroxigyök reakciói \hbox{}^{*}]-hoz közelít, és egy új C–O kötés alakul ki. Ez nagyjából megfelel a klasszikus háromtagú gyűrűt tartalmazó átmeneti állapotnak, mielőtt a végtermékek, az oxirán és a hidroxi-gyök kialakulnának.
A számítások alapvető célja az volt, hogy megtalálják a különbséget a katalizált és a nem-katalizált reakciók mechanizmusa között. A  [image: 14.1. Lítiumkationnal komplexált peroxigyök reakciói \hbox{}^{*}]-katalizált reakció sémája a 14.8. ábrán látható. A kiindulási komplexben (4) a peroxi-gyök és az etilén a lítium kation átellenes oldalain helyezkednek el. A következő lépésben a nem-katalizált esethez képest szimmetrikusabb helyzetben támadja meg az oxigén az etilén kettőskötését, és kialakul az átmeneti állapot (5). Ekkor a lítium-kation hidat képez a két oxigénatom között, a C–O távolság hosszabb (2,136  [image: 14.1. Lítiumkationnal komplexált peroxigyök reakciói \hbox{}^{*}] és 2,358  [image: 14.1. Lítiumkationnal komplexált peroxigyök reakciói \hbox{}^{*}]), mint a nem-katalizált esetben, míg a C–O–O szög kisebb, mindössze  [image: 14.1. Lítiumkationnal komplexált peroxigyök reakciói \hbox{}^{*}]. A különbség úgy értelmezhető, hogy a reakciókoordinátán az átmeneti állapotot a rendszer előbb éri el a katalizált esetben. A második stabilis köztitermék (6) kialakulásakor a kötéshosszak, kötésszögek, és a konformáció enyhe eltérést mutat a nem-katalizált analóghoz (2) képest. A lítium kation megtartja a híd pozícióját, következésképpen az O–O és O–C távolságok hosszabbak, mint (2)-ben. A (7) átmeneti állapot (3) analógja, melyben megindul az O–O kötés hasadása és az oxiránképzés. A végső komplexben (8) a lítium az oxirán oxigénjén keresztül kapcsolódik, és várhatóan ez erősen stabilizálja a szerkezetet.

          
	 	
                    
                      14.8. ábra. Köztitermékek (4, 6, 8) és átmenti állapotok (5, 7) az etilén lítiumkatalizált epoxidálása során.
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Ha a két reakció energetikáját lépésről lépése tanulmányozzuk, megérthetjük, hogy miért megy gyorsabban a reakció a katalizált úton. A 14.9. ábrán látható a két út energiaprofilja. A  [image: 14.1. Lítiumkationnal komplexált peroxigyök reakciói \hbox{}^{*}]-katalizált folyamatban a kiindulási komplex 19 kcal/mollal exotermebb, mint a szabad molekulák. E mély minimum ellenére az (5) átmeneti állapot eléréséhez 18 kcal/mol aktiválási energiára van szükség (13 kcal/mol a nem-katalizált esetben). Habár ez elsőre kedvezőtlennek tűnik, az energiákat a nem-komplexált etilén és  [image: 14.1. Lítiumkationnal komplexált peroxigyök reakciói \hbox{}^{*}]:OOH energiájával kell összehasonlítanunk: a nettó nyereség 1 kcal/mol. Ettől a lépéstől kezdve minden lépés kedvezőbb a katalizált esetben. A (6) intermedier kialakulása lényegesen exotermebb (–19 kcal/mol), mint katalízátor nélkül (–4 kcal/mol). Az O–O kötés hasadásának aktiválási energiája 8,8 kcal/mol a katalizált esetben, míg  [image: 14.1. Lítiumkationnal komplexált peroxigyök reakciói \hbox{}^{*}] nélkül 16 kcal/mol. Végül pedig az oxirán képzés is exotermebb folyamat –37,6 kcal/mollal, a katalízis nélküli –17,5 kcal/molhoz képest. Láthatjuk, a  [image: 14.1. Lítiumkationnal komplexált peroxigyök reakciói \hbox{}^{*}]-ionnal történt komplexálás két úton is befolyásolja a reakció lejátszódását. Egyrészt stabilizálja az átmeneti állapotokat és a köztitermékeket, másrészt csökkenti az aktiválási energiákat, így növeli a reakciósebességét.

          
	 	
                    
                      14.9. ábra. Reakcióprofil az etilén katalizált és nem katalizált epoxidálása során.
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Végezetül egy utolsó megjegyzést kell tennünk. Bár a bemutatott modellszámítások eredményei igen meggyőzőek, nagyon körültekintőnek kell lennünk az eredmények értelmezésekor. Nem lehetünk ugyanis teljesen biztosak abban, hogy azok nem csak a modellre, hanem a valóságos modellezett biológiai rendszerre is érvényesek. Ezzel együtt viszont, ha szem előtt tartjuk az egyszerűsített modell korlátait, a számítások nagymértékben hozzájárulhatnak a biokatalízis megértéséhez.


14.2. Hogy kerül a hélium a fullerénbe? [image: 14.1. Lítiumkationnal komplexált peroxigyök reakciói \hbox{}^{*}]




          
          
          [image: 14.2. Hogy kerül a hélium a fullerénbe? \hbox{}^{*}]
           S. Patchkovskii és W. Thiel munkája alapján (
          J. Am. Chem. Soc
          . 
          118
          , 7164–7172 (1996)).
        
Tömegspektroszkópiai adatok alapján tudjuk, hogy léteznek a fullerénnek olyan rendkívül érdekes származékai, melyekben a  [image: 14.2. Hogy kerül a hélium a fullerénbe? \hbox{}^{*}]-molekula által alkotott „kalitkába” különböző atomi zárványok kerülnek. Ezekre a komplexekre általában  [image: 14.2. Hogy kerül a hélium a fullerénbe? \hbox{}^{*}] jellel utalunk, pl. a  [image: 14.2. Hogy kerül a hélium a fullerénbe? \hbox{}^{*}] szimbólum azt jelöli, hogy He atom záródott a kalitkába. E molekula előállítása elég egyszerű: ha a  [image: 14.2. Hogy kerül a hélium a fullerénbe? \hbox{}^{*}]-t hélium atmoszférában nagy nyomáson, néhány órán keresztül melegítjük, ez elegendő ahhoz, hogy a hélium bejusson a molekula belsejébe. A  [image: 14.2. Hogy kerül a hélium a fullerénbe? \hbox{}^{*}]-ból történő hélium felszabadulás hőmérsékletéből megbecsülhetjük a fordított irányú reakció, a He bezáródás energiagátját, amire kb. 80 kcal/mol adódik. Korábbi félempirikus számítások alapján azt találták, hogy a He közvetlen bezáródásához legalább 230 kcal/mol energiára van szükség, ami olyan nagy, hogy a reakció bekövetkezése termikus körülmények között nagyon valószínűtlen. Ám a reakció mégis végbemegy! Vajon hogyan?
A képződés mechanizmusára az egyik hipotézis az ún. „ablak mechanizmus”, mely feltételezi, hogy egy vagy több kötés reverzibilisen felbomlik, és így egy átmeneti ablak nyílik a kalitkán, lehetővé téve a vendég molekulák könnyű beépülését. Világos, hogy különböző kötések szakadása különböző ablakokat nyithat, és világos az is, hogy a kötés felszakadása szinglett vagy triplett molekulaállapot megjelenéséhez vezethet. Ebben a példában megvizsgáljuk számos lehetséges út mechanizmusát és energetikáját.
A reakciókat három elméleti szinten számították. A számítások időigénye miatt a geometriát MNDO szinten optimálták, a kapott minimumokat az erőállandók meghatározásával jellemezték. Kiindulva az MNDO-optimumokból energiát számítottak a HF- és a DFT-módszerekkel, 3-21 G bázis használatával. A DFT számításokban BLYP és BP86 funkcionálokat alkalmaztak. Szinglett állapotok számításakor természetesen mindig az RHF módszert alkalmazzuk. Triplett állapotok leírására elvileg az UHF- és az ROHF-elmélet5 is használható, az UHF azonban csak akkor, ha a spinszennyeződés nem jelentős (azaz  [image: 14.2. Hogy kerül a hélium a fullerénbe? \hbox{}^{*}] várható értéke 2-höz közeli). Jelen esetben az UHF-számítások igen jelentős ([image: 14.2. Hogy kerül a hélium a fullerénbe? \hbox{}^{*}]) spinszennyeződést mutattak, ezért az ROHF-módszert alkalmazták. A DFT-formalizmus használata általában jóval kisebb spinszennyeződéssel jár, mint az UHF-módszer. Ez esetben is biztonsággal lehetett alkalmazni triplett állapotokra.
Első lépésként – bemelegítésül – kipróbálták, hogy hogyan juthat keresztül a héliumatom egy benzolgyűrűn. Ez a reakció magas szintű módszerekkel is számítható és ezáltal a nagyobb rendszerekre végzendő egyszerűbb számítások hibája becsülhető. A legmegbízhatóbb CCSD(T)/cc-pVTZ//MP2/cc-pVTZ szint az aktiválási energiára 240 kcal/molt adott. Összehasonlításként a BLYP/3-21G//MNDO szinten számított energiagát 7,9 kcal/mollal volt magasabb ([image: 14.2. Hogy kerül a hélium a fullerénbe? \hbox{}^{*}]). Hasonló hibát jósolhatunk tehát a fullerénes számításokban is.
A hélium beépülését a gyűrűn keresztüli közvetlen folyamatként, vagy az ablak-mechanizmus eredményeként is vizsgálhatjuk, utóbbi esetben különböző egy- és kétkötés-ablakokat nyitva. Ez azt jelenti, hogy a reakció során egy vagy két kötés reverzibilisen felnyílik, és lehetővé teszi a hélium beépülését. A kapott minimális energiájú struktúrák a 14.10. ábrán láthatók. A beépülési reakció energiájának meghatározásához nagyszámú átmeneti szerkezetet lokalizáltak. A lehetséges szerkezetek közül a mélyebb energiájúak láthatók a 14.11.–14.13. ábrákon, függetlenül attól, hogy szinglett vagy triplett állapotokhoz tartoznak-e.

          
	 	
                    
                      14.10. ábra. Minimális energiájú egykötés- és kétkötés-ablak szerkezetek. Az ablaknyitás irányára a nyíl utal, a szerkezet számozása utáni betű a spinállapotot ([image: 14.2. Hogy kerül a hélium a fullerénbe? \hbox{}^{*}] = szinglet,  [image: 14.2. Hogy kerül a hélium a fullerénbe? \hbox{}^{*}] = triplett) jelenti.
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A hélium közvetlen úton történő beépülésére két út kínálkozik: a fullerénnek egy hatszögű vagy egy ötszögű oldalán keresztül. A hatszögű oldalon a reakció mindig a 13s átmeneti állapoton megy át (14.11. ábra). A reakció gátja a kiindulási és a átmeneti állapotok energiakülönbsége alapján a BLYP//MNDO szinten 229 kcal/mol. (Ezt és a többi BLYP//MNDO energiát is módosíthatjuk héliumatom benzolon történő áthaladásából származó korrekcióval.) Mivel a He ötszögű lapon történő áthaladásakor kialakuló 14s átmeneti állapot kb. 100 kcal/mollal magasabban fekszik, mint a 13s, létrejötte jóval kevésbé valószínű. A megfelelő triplett állapotok is sokkal magasabb energiájúak, nem is érdemes velük foglalkozni.

          
	 	
                    
                      14.11. ábra. MNDO átmeneti állapotok a He kötésszakadás nélküli (13s, 14s), ill. egykötés-ablakon keresztüli (15s, 16s) bejutása esetén. Egy vízszintes sorban egy átmeneti állapot három merőleges vetülete látható.
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A továbbiakban a lehetséges egykötés-ablak mechanizmusról lesz szó, először szinglett multiplicitású állapotokban. A fullerén nagy szimmetriájának köszönhetően ennek a reakcióútnak mindössze kétféle kimenetele lehetséges, az egyik, amikor a kötés két hatszög között bomlik fel (6-6 ablak), a másik amikor egy hatszög és egy ötszög között nyílik (5-6 ablak). A két átmeneti állapot (2 és 3) látható a 14.10. ábrán. Ahhoz, hogy egy ilyen ablak létrejöhessen a C-C kötést erősen meg kell nyújtani. Az MNDO-számítások azt mutatták, hogy a rendszer energiája a kötés nyújtására meredeken nő kb. 160 kcal/molig. Ekkor a C–C távolság 2,84  [image: 14.2. Hogy kerül a hélium a fullerénbe? \hbox{}^{*}] és 2,48  [image: 14.2. Hogy kerül a hélium a fullerénbe? \hbox{}^{*}] az 5-6 illetve a 6-6 ablakos esetekben. Ezt az értéket elfogadhatjuk a kötés felszakadásának, hiszen ha a C–C távolságot tovább növeljük 3,3  [image: 14.2. Hogy kerül a hélium a fullerénbe? \hbox{}^{*}]-re a rendszer energiája gyakorlatilag nem nő tovább. Az alapvető probléma az így előállítható szerkezetekkel az, hogy a potenciális energia hiperfelületen nem lokális minimumok. Természetesen nem jelenthetjük ki teljes biztonsággal, hogy ilyen, vagy hasonló stabilis egy-kötésű ablakok nem is létezhetnek (esetleg magasabb elméleti szinten), az azért elgondolkodtató, hogy a három alkalmazott módszer egyike sem mutatott ilyen minimumot.
Kicsit eltérő a triplett állapotokra kapott eredmény. Bár a 6-6 ablak esetében most sincs lokális minimum egészen C–C  [image: 14.2. Hogy kerül a hélium a fullerénbe? \hbox{}^{*}] 3,3  [image: 14.2. Hogy kerül a hélium a fullerénbe? \hbox{}^{*}] távolságig, az 5-6 ablak esetében 2,6  [image: 14.2. Hogy kerül a hélium a fullerénbe? \hbox{}^{*}] távolságnál valószínűleg van egy minimális energiájú szerkezetet (2t). (Azért csak valószínűleg, mert a számítások során problémák adódnak a konvergenciával. A stabilis geometria keresését nem folytatták, mivel úgy ítélték meg, hogy a hélium beépülés átmeneti állapotának megtalálása lényegesebb, és ezért több figyelmet érdemel.)

          
	 	
                    
                      14.12. ábra. MNDO átmeneti állapotok a He kétkötés-ablakon keresztüli bejutása esetén. Egy vízszintes sorban egy átmeneti állapot három merőleges vetülete látható.
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Eddig a pontig a héliumatomot teljesen figyelmen kívül hagytuk és kizárólag az ablaknyitogatással bajlódtunk. Ha feltételezzük, hogy a hélium közeledése a folyamatot energetikailag esetleg kedvezőbbé teheti, a következő logikus lépés a hélium áthaladása mentén a lehetséges átmeneti állapotok megkeresése, tekintet nélkül arra, hogy létezik-e stabilis egykötés ablak, vagy sem. Ilyenek már találhatók, mint pl. a 14.11. ábrán látható 15t és 16s szerkezetek. Ezen az úton a számítások szerint hélium bejutása a ketrecbe hasonlóan nagy energiát igényel az egykötés-ablakon keresztül is, mint közvetlenül: körülbelül 240 kcal/molt minden elméleti szinten! A helyzet nyilvánvalóan akkor se változik sokat, ha a 2t szerkezet valóban stabilis egykötés-ablak, ugyanis 2t már önmagában is igen energiadús, és még további 90 kcal/mol energiára van szükség, hogy a héliumatom átjusson a túloldalra. Mindezek alapján konstatálhatjuk a tényt: az egykötés-ablak mechanizmus nyilvánvalóan nem nyerő.

          
	 	
                    
                      14.13. ábra. MNDO átmeneti állapotok a He kétkötés-ablakon keresztüli bejutása esetén. Egy vízszintes sorban egy átmeneti állapot három merőleges vetülete látható.
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A rendszer mérete miatt a különböző kétkötés-ablakok száma nagy, ezért csak azt a hatot vizsgáljuk meg tüzetesebben, amelyek képesek kellően nagy lyukat nyitni a molekula belseje felé. Ezek a 4–9 szerkezetek a 14.10. ábrán. Az így feltételezett ablakoknak megfelelő minimumokat lokalizálni kell, ami nyilvánvalóan nem egyszerű feladat, hiszen ha csak kicsit is távoli geometriából indulnak ki, az optimálás azonnal visszavezet a sokkal stabilisabb  [image: 14.2. Hogy kerül a hélium a fullerénbe? \hbox{}^{*}] szimmetriájú fullerén minimumhoz. Végül is, hogy elkerüljék a felesleges próbálgatásokat, csupán az ablakok felnyílásának megfelelő reakciókoordináta mentén vizsgálták a potenciális energiafelületet, és a talált minimumokat (amelyek nyilván nem valódi minimumok, mivel nincsenek minden koordináta mentén optimálva) használták kiindulási pontként a további geometriaoptimálásokhoz.
A lehetséges kétkötésű-ablakokból végül is csak három stabilis (4s, 6s és 6t). Ha most a hélium bejutásának átmeneti állapotait keressük (14.12. és 14.13. ábrák), függetlenül attól, hogy létezik-e stabilis minimum, vagy nem, egyetlen átmeneti állapotot találunk majdnem mindegyik két-kötésű ablakhoz. Van azonban két kivétel: nincs átmeneti állapot a 9s szerkezethez és két átmeneti állapot (19 és 26) létezik 6-hoz (melyben a hatszögű oldalon két szomszédos kötés van megnyújtva). A reakció gátja azonban minden esetben nagyon magas, kb. 255 kcal/mol a BLYP/MNDO szinten és 240 kcal/mol a MNDO és RHF számításokban.
Kudarc minden szinten! A csalódott szerzők – talán végső kétségbeesésükben – olyan állapotokat is megvizsgáltak, melyekben a reakció első lépése során a fullerénben valamilyen, az ablak kialakulásán túlmenő torzulás is létrejön. Persze sok ezer ilyen izomer lehetséges, amelyek eltérő számú ötszöget, hatszöget vagy nagyobb tagszámú gyűrűt tartalmaznak. Ezért csak néhány, ígéretesnek tűnő, önkényesen kiválasztott szerkezetet tanulmányoztak, amelyek a 14.10. ábrán látható (10–12) szerkezetek. Ezek egy kilenctagú vagy nagyobb gyűrűt tartalmaznak, és a nagy gyűrű környékén csak helyi eltérést mutatnak az alapállapotú fullerénhez képest. Az ezekhez tartozó átmeneti állapotok (14.14. ábra) azonban ismét több, mint 200 kcal/mol-lal nagyobb energiájúak, mint az alapállapotú fullerén.

          
	 	
                    
                      14.14. ábra. Torzult átmeneti állapotok a He kalitkába jutása során. Egy vízszintes sorban egy átmeneti állapot három merőleges vetülete látható.
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Lám, nincs „happy end”, a hélium útja a fullerén belsejébe továbbra is a természet megoldatlan csodája maradt. Minden megvizsgált reakcióút mellett a folyamat végbemeneteléhez több, mint 200 kcal/mol energiára van szükség. Ez az eredmény gyakorlatilag kizárja, hogy a mechanizmust a vizsgált utak valamelyikével értelmezük. A folyamat megértéséhez további hipotéziseket kell felállítani, melyeket újabb számításokkal kell ellenőrizni.6

14.3. A Dewar-benzol izomerizációja [image: 14.2. Hogy kerül a hélium a fullerénbe? \hbox{}^{*}]
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           R.P. Johnson és K.J. Daoust, munkája alapján (
          J. Am. Chem. Soc
          . 
          118
          , 7381–7385 (1996)).
        
A  [image: 14.3. A Dewar-benzol izomerizációja \hbox{}^{*}] összegképletű vegyület minden kémikus számára a benzolt jelenti, dacára annak, hogy a benzolnak számos izomerje létezik – nemcsak elvileg, hanem a valóságban is. Ezek általában jóval kevésbé stabilisak, mint a benzol, létezésük és egymásba alakulásuk különböző átrendeződési folyamatokon keresztül eléggé titokzatosnak tűnik. Valójában alig tudunk valamit ezekről a molekulákról és a közöttük lejátszódó folyamatokról és klasszikus kémiai eszközöket használva nincs is sok remény a felderítésükre. Íme egy tipikus példa arra, amikor egy bonyolult folyamat mechanizmusáról a kvantumkémia segítsége nélkül aligha tudunk valamit is mondani.
A benzol egyik lehetséges izomerje a Dewar-benzol (1). Ezt a molekulát már sikerült előállítani, és kimutatták a benzol fotokémiai reakciójában is. Ismert az is, hogy a Dewar-benzol erősen exoterm reakció során könnyen átalakul hagyományos benzollá. A folyamat mechanizmusa azonban meglehetősen ellentmondásos (14.15. ábra).

          
	 	
                    
                      14.15. ábra. A Dewar-benzol izomerizációjának lehetséges útjai.
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A Dewar-benzolt formálisan két összeillesztett ciklobutén gyűrű alkotja. A gyűrű- felnyílási reakcióban a középső kötés hasad fel. Ez a folyamat az elektrociklikus reakciók közé tartozik, melyekről tudjuk, hogy szimmetriakontrolláltak, s először Woodward és Hoffmann írta le. Általában két utat különböztethetünk meg attól függően, hogy a felszakadt kötés mentén hogyan mozdulnak el a hidrogénatomok: mozoghatnak azonos vagy ellentétes irányban. Az elsőt konrotációs (conrotatory), a másodikat pedig diszrotációs (disrotatory) mozgásnak hívják. A Woodward-Hoffmann szabály azt mondja ki, hogy a  [image: 14.3. A Dewar-benzol izomerizációja \hbox{}^{*}]-elektronok száma határozza meg, hogy melyik út a kedvezményezett.7 Ezt eredetileg a termék HOMO pályáinak szimmetriájával magyarázták. A jelenség egy másik, meggyőzőbb magyarázata a reagensek és termékek molekulapályáinak korrelációján alapul: ha a pályakorrelációs görbék metszik egymást, a folyamat szimmetriatiltott. Általánosan is igaz, hogy az azonos szimmetriájú pályákhoz tartozó potenciális energiagörbék nem metszhetik egymást.3 A Dewar-benzol esetében a konrotációs út engedélyezett, a diszrotációs viszont szimmetria-tiltott.
Térjünk rá a lehetséges reakciómechanizmusokra. Izotópos jelöléssel bizonyították, hogy a gyűrűfelnyílás a C–C szigma-kötés közvetlen hasadásán át megy végbe. A fentiek értelmében szimmetriaokok alapján azt várnánk, hogy a reakció a konrotációs utat követi. Ez azonban azt jelentené, hogy a reakció az igen feszült és energetikailag nagyon kedvezőtlen cisz,cisz,transz-ciklohexa-1,3,5-triénen (3), vagy ahogy közismert, a Möbius-benzolon keresztül megy. A másik lehetőség se sokkal vonzóbb: a reakció közvetlenül a pálya- szimmetria által tiltott diszrotációs utat követné. A két rossz közül a publikációk többsége a szimmetriatiltott diszrotációs utat tartja valószínűbbnek. Ilyen esetekben az ab initio számítások jelentősége megnő, hiszen segítenek a kémikus „megérzéseit”, valamint az olyan kvalitatív jellemzéseket, mint „tiltott reakció”, vagy „feszült gyűrű” reakciógátakra utaló számokká lefordítani.
A számításokhoz a szerzők a CASSCF(6,6), az MP4-, és a DFT-módszereket használták. A 6,6 rövidítés a CAS-számításban azt jelenti, hogy 6 elektron és 6 pálya által meghatározott aktív téren, „ablakon” full CI-számítást végzünk.8 A DFT módszerhez a B3LYP és BP86 funkcionálokat választották. Minden esetben a 6-31G* bázist alkalmazták A zéruspont energiát figyelembe vették az energiakülönbség és a termodinamikai tulajdonságok számításakor.
Annak érdekében, hogy megvizsgáljuk, vajon a Dewar-benzol konrotációs felnyílása a Möbius-benzolon keresztül lehetséges-e, először ezt a szerkezetet keressük meg. Az eredmény a 14.16a ábrán látható. A várakozásoknak megfelelően a Möbius-forma nagyenergiájú, a CASSCF(6,6)/6-31G* számítások alapján közel 100 kcal/mollal fekszik a  [image: 14.3. A Dewar-benzol izomerizációja \hbox{}^{*}] globális minimum felett. A gyűrű feszültsége ebben az alakban 55 kcal/molra becsülhető, a többlet energia maradék része az aromaticitás csökkenésének tulajdonítható.9 Az átmeneti állapot, amely a Möbius-benzolból vezet a minimális energiájú szerkezet felé viszonylag alacsony, mindössze 1,09 kcal/mollal fekszik magasabban a Möbius-formánál. Az átmeneti állapot egy  [image: 14.3. A Dewar-benzol izomerizációja \hbox{}^{*}]-kötés elfordulásán keresztül alakul ki.

          
	 	
                    
                      14.16. ábra. A benzol néhány nagy energiájú izomerének MP2/6-31G* szinten optimált szerkezete. a) Möbius-benzol, b) cisz-Dewar-benzol, c) transz-Dewar-benzol.
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Bebizonyítottuk tehát, hogy a (3) Möbius-szerkezet létezhet, a következő logikus kérdés, vajon lehetséges-e hogy a Dewar-benzol gyűrűnyílása ténylegesen ezen az úton megy végbe? A válaszhoz a Dewar-szerkezetet is optimálni kell (az eredmény a 14.16/b ábrán látható). Az MP4/6-31G*//MP2/6-31G*+ZPE szinten ez az anyag kb. 77,8 kcal/mollal nagyobb energiájú, mint a benzol, azaz mindössze 21,2 kcal/mollal fekszik a Möbius-alak alatt. Sikerült a konrotációs mozgásnak megfelelő nyeregpontot is megtalálni (1) és (3) között. A reakció energiagátja a zéruspontenergia figyelembevételével 28,0 kcal/mol (a legmagasabb MP4/6-31G*//MP2/6-31G* szinten), ezt hasonlíthatjuk össze a legjobb kísérleti aktiválási entalpiával, ami  [image: 14.3. A Dewar-benzol izomerizációja \hbox{}^{*}] kcal/mol. Megjegyezzük, hogy a DFT számítások 25,8 kcal/mol (BP86), ill. 23,8kcal/mol (B3LYP) gátmagasságot adnak.
Bár az ab initio számítások nemcsak arra utalnak, hogy a konrotációs út lehetséges, hanem helyesen adják meg az aktiválási gát magasságát is, mégis érdemes megvizsgálni a szimmetria-tiltott diszrotációs utat is. Ennek a reakciónak az átmeneti állapotához nem egy, hanem két imaginárius frekvencia tartozik, azaz ez egy másodrendű nyeregpont. A nagyobb imaginárius frekvenciához tartozó rezgési mód a gyűrű felnyílásának felel meg, a kisebb egy gyűrű deformációs mozgás a konrotációs út felé. Két kompetitív utat találtunk, melyek közül az előnyösebbet a relatív energiák alapján adhatjuk meg. Amint a 14.17. ábrán látható, a konrotációs úton keresztül némileg kisebb aktiválási energiára van szükség.

          
	 	
                    
                      14.17. ábra. Potenciálisenergia-diagram (kcal/mol) a Dewar-benzol izomerizációjának konrotációs és diszrotációs útján.
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Végül érdemes megemlíteni, hogy létezik egy, a Dewar-benzollal rokon benzol-izomer, amelyben a két összeolvadt négytagú gyűrűn transz-állású hidrogének helyezkednek el (4). Ezt a szerkezetet eddig még sohasem figyelték meg, ám számítani természetesen lehetséges. A számított geometria optimumot a 14.16c ábrán láthatjuk. Ugyancsak kiszámítható (4)-ből a benzolhoz vezető út átmeneti állapotának energiája is. Ebben az esetben – ellentétben a cisz-formával – a Dewar-benzol közvetlen gyűrűfelnyílása szimmetria-engedélyezett, és éppen a (3)-n át vezető út a tiltott. A transz-alak nem aromás, nagy energiájú izomer, melynek energiája 158 kcal/mollal nagyobb, mint a benzolé, a gyűrűfelnyílási reakció aktiválási energiája pedig kb. 15 kcal/mol. Mindezek alapján azt mondhatjuk, hogy a vegyület előállítása nagy energiatartalma miatt valószínűtlen, megfigyelésére legfeljebb spektroszkópiai módszerekkel lehet remény.

14.4. A ciklopropilidén gyűrűnyílása [image: 14.3. A Dewar-benzol izomerizációja \hbox{}^{*}]
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           H.F. Bettinger, P.R. Schreiner, P.v.R. Schleyer és H.F. Schaeffer III munkája alapján (
          J. Phys. Chem
          . 
          100
          , 16147–16154 (1996). ).
        
Az előző példában alkalmazott technika világos: kiszámítjuk a kiindulási és a végállapothoz, valamint az átmeneti állapothoz tartozó energiát, és a reakció végbemenetére ezekből az adatokból következtetünk. A 14.17. ábrán az egyes stacionér pontok össze vannak ugyan kötve, mintegy imitálva a reakcióutat, de tudható, hogy az összekötő utakat nem számították, ez csupán dekoráció. A most következő példa ennél többet ad: ebben a folyamat belső reakciókoordinátáját is számították.
Reakciómechanizmusok számítása általában elég költséges, ezért kétféle stratégiát követhetünk. Vagy a valós problémát, illetőleg a valós problémához közelálló modellt vizsgáljuk gyengébb módszerekkel, vagy pedig a lehető legegyszerűbb típusreakciót igen pontos és megbízható számításokkal. Jelen példa az utóbbi stratégiát követi. A példán keresztül összehasonlíthatjuk a magas szintű ab initio számítások és a sűrűségfuncionál elméleten alapuló módszerek pontosságát. Mivel egy típusreakciót vizsgálunk, a reakció mechanizmusának megismerése segítséget nyújthat nagyobb rendszerek hasonló reakcióinak megértésében.
A ciklopropilidén a legegyszerűbb gyűrűs karbén. Gyűrűfelnyílása még alacsony hőmérsékleten (77K-en) is spontán módon megy végbe, miközben allén keletkezik. Mivel a ciklopropilidén gyűrű prekurzorai könnyen szintetizálhatók, a módszer értékes gyakorlati út az allén előállítására. A modellezett gyűrűfelnyílási reakció a következő (a különböző hidrogénizotópok használata formális; lehetővé teszi a centrumok megkülönböztetését):
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A számítások során tripla zeta minőségű bázist alkalmaztak, melyet egy ill. két sorozat polarizációs függvénnyel (TZP ill. TZ2P) egészítettek ki. Ezen kívül összehasonlító számításokat végeztek 6-31G* bázissal is, hogy megvizsgálják, vajon az eredmények mennyire függenek az alkalmazott bázistól, de ezt a bázist használták a reakcióút meghatározására is. A TZP bázist alkalmazták a geometria optimálásokban, a TZ2P bázist pedig MR-CISD és CCSD(T) energiaszámítások során. Ugyancsak összehasonlítási célból használták a magas szintű módszerek mellett a sűrűségfunkcionál elméletet is, a nyílt héj miatt spin-megszorítás nélkül, B3LYP funkcionállal. (Erre a továbbiakban az UB3LYP jelöléssel hivatkozunk.) Az UB3LYP módszer alkalmazásakor elvileg fellép a spinszennyezés. Ez spinprojekció után kisebb volt, mint 0,05, azaz a megoldás majdnem tiszta szinglett állapotnak felelt meg. (Az  [image: 14.4. A ciklopropilidén gyűrűnyílása \hbox{}^{*}] várható értéke tiszta szinglett állapotban 0,0, triplett állapotban 2,0.) A potenciális energia hiperfelület minden kritikus pontját teljesen optimálták a CASSCF(4,4)/TZP (ismétlésül: az aktív tér két kötő és két nem-kötő pályából állt), és CISD+Q/TZP módszerekkel is (ahol Q a Davidson-korrekcióval figyelembe vett kétszeres gerjesztéseket jelöli) és minden stacionárius pontot ellenőriztek harmonikus rezgési frekvenciák kiszámításával.
Mindenek előtt a kiindulási és a végállapotot kell jellemezni. Minden számítás azt jósolja, hogy a ciklopropilidén alapállapota  [image: 14.4. A ciklopropilidén gyűrűnyílása \hbox{}^{*}], de a vegyületnek létezik egy kisenergiájú  [image: 14.4. A ciklopropilidén gyűrűnyílása \hbox{}^{*}] állapota is. Az előrejelzések csak a két állapot várható energiakülönbségének a becslésében térnek el. A legmagasabb szintű számításokból (MR-CISD/TZ2P//UB3LYP/TZP) a két állapot energiakülönbségére 11,1 kcal/molt kapunk. Persze e becslés abszolút hibáját nem ismerjük, mivel kísérleti adatok nem állnak rendelkezésre. Ezért a következő trükköt alkalmazzuk. Kiszámítjuk egy rokonvegyület, pl. a metilén szinglett-triplett felhasadását, melyhez a kísérleti adatok ismertek. Ez esetben a számított különbség a fenti szintet használva 11,3 kcal/mol a kísérleti 9,1 kcal/molhoz képest. A 2,2 kcal/molos különbséget fogjuk használni korrekciós faktorként. Ennek alapján a ciklopropilidén alapállapotú szinglett és alacsonyan fekvő triplett állapotának energiakülönbsége 11,1–2,2 = 8,9 kcal/mol. A végterméknek, a  [image: 14.4. A ciklopropilidén gyűrűnyílása \hbox{}^{*}] szimmetriájú allénnek is  [image: 14.4. A ciklopropilidén gyűrűnyílása \hbox{}^{*}] alapállapota van, a szinglett-triplett felhasadás ebben az esetben jóval nagyobb, 48,9 kcal/mol.
Az allén számított térszerkezete a 14.1. táblázatban található az elektrondiffrakcióból, mikrohullámú és infravörös spektroszkópiából származó kísérleti adatokkal együtt. Amint láthatjuk az elméleti adatok elég pontosnak tűnnek. Kísérleti adat a ciklopropilidén geometriájára nem áll rendelkezésre.

          
	 	
                    
                      14.1. táblázat. Az allén kísérleti és számított geometriai adatai ([image: 14.4. A ciklopropilidén gyűrűnyílása \hbox{}^{*}], fok).
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A reakciómechanizmus meghatározásának következő lépése az átmeneti állapotok megkeresése. Mivel az átmeneti állapotnak a potenciálfelület egy elsőrendű nyeregpontja felel meg, ebben az állapotban a harmonikus rezgési frekvenciáknak egy kivételével pozitívnak kell lenniük. Mivel a reakciók átmeneti állapota kötések felszakadása és új kötések kialakulása révén jön létre, az elektronszerkezet zárthéjú, egy-determinánssal való leírása általában nem lehetséges. Általában ez a magyarázat a különböző szinteken talált átmeneti állapotok geometriájának szembetűnő eltérésére is. A 14.2. táblázat tartalmazza a  [image: 14.4. A ciklopropilidén gyűrűnyílása \hbox{}^{*}] „gyűrűfelnyílási szöget”, (amely a három szénatom által bezárt szög), valamint a három C–C kötéstávolságot az átrendeződési folyamat egyetlen megtalált átmeneti állapotában. Általánosan is igaz az, hogy azok a paraméterek, amelyek a felbomló kötést jellemzik, sokkal jelentősebb eltérést mutatnak az egyes elméleti módszerek között, mint a többi paraméter.
Az átmeneti állapot szerkezetével kapcsolatban több dolgot érdemes megjegyeznünk. Először is, nagyon hasonlít a kiindulási ciklopropilidén geometriára. A „korai” átmeneti állapotok mindig alacsony aktiválási gátra utalnak, ez összhangban van a ciklopropilidén kísérletileg megfigyelt nagymértékű instabilitásával. Másodszor, a B3LYP, a CISD, valamint a CCSD(T) szerkezetek kissé aszimmetrikusak, míg a CASSCF szerkezet teljesen szimmetrikus (cc1 = cc2 és dlp2 = –dlp4). Ahhoz, hogy ezt megmagyarázhassuk gondolatban lapozzunk vissza a különböző elektronkorrelációs módszerekhez. Az alkalmazott technikák közül egyedül a CASSCF módszer az, ami a nem-dinamikus elektronkorrelációt is leírja. A kérdés az, vajon a nem-dinamikus effektus hozzájárulása jelentős-e ebben az esetben? Nos a Hartree–Fock-determinánsoktól eltérő referenciafüggvények fontossága megítélhető a CISD-eredményekből. Ha az egyszerű HF-referencián kívül bármely más állapot hozzájárulása (CI-koeffeciense) nagy, akkor az illető konfiguráció fontos, azaz egy multireferenciás számítás során mindenképpen figyelembe veendő, mint referenciafüggvény. A helyzet ebben az esetben nem ez. A HF hullámfüggvény CI-koefficiense 0,94, a második illetve harmadik legnagyobb CI-koefficiens 0,08 és 0,04, így a nem-dinamikus korrelációt nyugodtan elhanyagolhatjuk. Másrészről viszont, a CASSCF módszer nem veszi kielégítő mértékben figyelembe a dinamikus korrelációt, és úgy tűnik, ez lényeges az átmeneti állapotban. Valószínűleg ez magyarázza a kapott szimmetrikus elrendeződést és ennek alapján az aszimmetrikus geometria az átmeneti állapotban valószínűbb. De vajon mekkora az eltérés a szimmetrikus úttól? A kérdés megválaszolásához az átmeneti állapot geometriáját megkötötték  [image: 14.4. A ciklopropilidén gyűrűnyílása \hbox{}^{*}] szimmetriában, a  [image: 14.4. A ciklopropilidén gyűrűnyílása \hbox{}^{*}] szöget  [image: 14.4. A ciklopropilidén gyűrűnyílása \hbox{}^{*}] állandó értéken tartották, és az összes többi belső változót optimálták. A kapott szerkezet mindössze 0,008 kcal/mollal volt nagyobb energiájú, mint a valódi átmeneti állapot. Mindez azt mutatja, hogy a potenciálfelület nagyon lapos az átmeneti állapot környezetében.

          
	 	
                    
                      14.2. táblázat. Számított geometriai paraméterek a ciklopropilidén gyűrűnyílása során. [image: 14.4. A ciklopropilidén gyűrűnyílása \hbox{}^{*}]
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           = gyűrűnyílás szöge (fokban) cc1, cc2, cc3 = C–C kötéshosszak (
          [image: 14.4. A ciklopropilidén gyűrűnyílása \hbox{}^{*}]
          -ben) dlp2 és dlp4 a két metilén csoport diéderes szöge (fokban).
        

          
	 	
                    
                      14.3. táblázat. Számított aktiválási energiák és reakció entalpiák (kcal/mol) a ciklopropilidén gyűrűnyílása során. [image: 14.4. A ciklopropilidén gyűrűnyílása \hbox{}^{*}]
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           A számítások tartalmazzák a ZPE-t.
        
A 14.3. táblázat az átrendeződési reakció különböző szinteken, és a zéruspontenergia figyelembevételével számított aktiválási gátját és a reakció-entalpiát mutatja. A reakció entalpiája megbízhatónak tűnik, de bizony komoly fejfájást okozhat az aktiválási energia mely 3,1 és 11,4 kcal/mol között változik. Mélyebb betekintést nyerhetünk a reakció folyamatába az IRC kiszámításával. Az IRC egy része a 14.18. ábrán látható a 14.4. táblázatban pedig megadtuk néhány kiválasztott geometriai paraméter változását a reakció során. Ha összehasonlítjuk a geometriai paramétereket a reakció különböző pontjaiban, azt látjuk, hogy a ciklopropilidén-gyűrű felnyílása a metilén-csoportok diszrotációs mozgásával indul.

          
	 	
                    
                      14.4. táblázat. Geometriai adatok és relatív energiák (kcal/mol) az IRC mentén [image: 14.4. A ciklopropilidén gyűrűnyílása \hbox{}^{*}]

                  	 



        

          
	 	
                    [image: 14.4. A ciklopropilidén gyűrűnyílása \hbox{}^{*}]
                  	 



        

          
          
          [image: 14.4. A ciklopropilidén gyűrűnyílása \hbox{}^{*}]
           B3LYP/6-31G* számítási eredmények. A kötés-, ill. diéderes szögek dimenziója fok, a távolságoké  
          [image: 14.4. A ciklopropilidén gyűrűnyílása \hbox{}^{*}]
          , az energiáké kcal/mol.
        

          
	 	
                    
                      14.18. ábra. Szerkezeti változások a ciklopropilidén gyűrűnyílási reakciójában a belső reakciókoordináta mentén.

                  	 



        

          
	 	
                    [image: 14.4. A ciklopropilidén gyűrűnyílása \hbox{}^{*}]
                  	 



        
A rendszer  [image: 14.4. A ciklopropilidén gyűrűnyílása \hbox{}^{*}] szimmetriája egészen a 4. és 5. pontokig megmarad. Később a szimmetria elvész, ami nagyobb  [image: 14.4. A ciklopropilidén gyűrűnyílása \hbox{}^{*}]-nél két enantiomer reakcióúthoz vezet. A 3-as átmeneti állapot után, a metilén-csoportok gyorsan elfordulnak. Bár még mindig messze vagyunk a reakció végétől, a metilén-csoportok orientációja a 12-es pontban már hasonló az allénbeli helyzetükhöz (12-ben a  [image: 14.4. A ciklopropilidén gyűrűnyílása \hbox{}^{*}] még csak  [image: 14.4. A ciklopropilidén gyűrűnyílása \hbox{}^{*}] a reakció végén kialakuló  [image: 14.4. A ciklopropilidén gyűrűnyílása \hbox{}^{*}]-hoz képest).
A reakció további érdekes tulajdonságát láthatjuk a metilén-csoportok diéderes szögének változásából (14.4. táblázat). Az egyik csoport esetében dlp4 gyorsan nő a reakció során, míg a másik (dlp2) egy maximumot ér el az átmeneti állapot közelében, majd annak elérése után forgásának iránya megfordul. E pont után a két csoport forgásának iránya konrotációs. Ez egészen addig így marad, amíg a metilén-csoportok el nem érik az allén orientációt. Ezután  [image: 14.4. A ciklopropilidén gyűrűnyílása \hbox{}^{*}] szimmetria alakul ki újra, magábafoglalva a CCC síkot, végül pedig a  [image: 14.4. A ciklopropilidén gyűrűnyílása \hbox{}^{*}] addig nő, amíg a lineáris allén geometria ki nem alakul.

14.5. Az N-metilformamid bázis-katalizált hidrolízise [image: 14.4. A ciklopropilidén gyűrűnyílása \hbox{}^{*}]




          
          
          [image: 14.5. Az N-metilformamid bázis-katalizált hidrolízise \hbox{}^{*}]
           J.F. O'Brien és J. Pranata dolgozata alapján (
          J. Phys. Chem
          . 
          99
          , 12759–12763 (1995).).
        
A másodrendű amidok hidrolízise nagy jelentőséggel bír a szerves kémiában és a biokémiában. Fontosságát elsősorban az indokolja, hogy a másodrendű amidok a fehérjék létfontosságú építőelemei.
A következő példában a számítások alapvető célja az volt, hogy modellezzék egy molekula hidrolízisét vákuumban, amikor a molekula semmilyen más kölcsönhatásban nem vesz részt. A reakció egyes lépései némi szerves kémiai ismeret alapján megjósolhatók (1. séma): először a hidroxidion nukleofil addíciója megy végbe az amidon, és kialakul egy tetraéderes intermedier. A következő lépésben egy protonátmenet kíséretében a metilamid anion eltűnik, és végtermékként metilamin és formiát anion keletkezik.

          
	 	
                    [image: 14.5. Az N-metilformamid bázis-katalizált hidrolízise \hbox{}^{*}]
                  	 



        
Ha a fenti sémát józan kémikusi ésszel végiggondoljuk, legalább öt stacionárius pontot várhatunk a reakcióban a kiindulási állapoton és a végtermékeken kívül: egy bimolekulás komplexet az N-metilformamid és a  [image: 14.5. Az N-metilformamid bázis-katalizált hidrolízise \hbox{}^{*}] között (1), egy átmeneti állapotot a nukleofil addícióra (2), egy tetraéderes köztiterméket (3), egy átmeneti állapotot az eliminációra (4) és egy bimolekulás komplexet (5) a metilamin és a formiát anion között. Ha ezen elmerengtünk, már rátérhetünk a reakció részletesebb elemzésére.
A szerkezeteket MP2-szinten 6-31+G(d) bázis felhasználásával optimálták. A minimumokat és nyeregpontokat frekvenciaszámítással ellenőrizték, a nagy számítási igény miatt csak RHF/6-31+G(d) szinten. Elhanyagolták viszont a bázis-szuperpozíciós hibát. A frekvenciákat felhasználták a reakció folyamán változó termodinamikai tulajdonságok számítására is. A stacionárius pontok közti átalakulásokat a belső reakciókoordináta számításával közelítették.
Az N-metilformamid eltérő konformációkban létezik, amelyek közül a számítások alapján a legalacsonyabb energiájú a transz-forma, melyben a metil- és karbonil csoportok a lehető legtávolabb helyezkednek el egymástól. A különböző konformációk energiakülönbsége elég kicsi, C–N-kötés menti elfordulás esetén mindössze néhány kcal mólonként, a metil C–H-kötések elfordulásakor még kisebb, mindössze néhány tized kcal/mol.
A (3) tetraéderes intermediernek 24 lehetséges konformerje van, közülük 12 a 14.19. ábrán látható, a többi pedig a megfelelő azonos energiájú enantiomer alak. Az energetikailag legkedvezőbb út felderítésében fontos lépés e konformációk egyensúlyi szerkezeteinek és energiájának meghatározása. A számítások szerint ezek többsége tényleg valódi energia minimumnak felel meg az MP2/6-31+G(d) szinten. Relatív energiájuk, entrópiájuk, entalpiájuk és szabadenergiájuk a 14.5. táblázatban találhatók.

          
	 	
                    
                      14.19. ábra. A várható konformerek Newman-projekciói.

                  	 



        

          
	 	
                    [image: 14.5. Az N-metilformamid bázis-katalizált hidrolízise \hbox{}^{*}]
                  	 



        
A legstabilisabb konformerek a (3d), (3c) és (3a) szerkezetek. A stabilitás sorrendje a molekulán belüli kölcsönhatások analízise alapján válik világossá. Először is a (3a–3f) konformációk amelyekben a hidroxil-csoport syn helyzetű, várhatóan stabilisabb a  [image: 14.5. Az N-metilformamid bázis-katalizált hidrolízise \hbox{}^{*}] és az O–H kötésdipólusok kedvező kölcsönhatásának köszönhetően. E molekulacsoporton belül két párhuzamos hatás érvényesül: egyrészt növeli a stabilitást, ha a nitrogén magányos párja anti-helyzetben van az oxigén magányos párjaihoz képest, másrészt a metil-csoport igyekszik elkerülni a kétszeres gauche pozíciót. Az energiasorrendet a (3g–3l) konformációk esetében hasonló meggondolások alapján érthetjük meg.

          
	 	
                    
                      14.5. táblázat. A tetraéderes intermedier különböző konformerjeinek relatív energiái [image: 14.5. Az N-metilformamid bázis-katalizált hidrolízise \hbox{}^{*}]

                  	 



        

          
	 	
                    [image: 14.5. Az N-metilformamid bázis-katalizált hidrolízise \hbox{}^{*}]
                  	 



        

          
          
          [image: 14.5. Az N-metilformamid bázis-katalizált hidrolízise \hbox{}^{*}]
           A 3c-hez viszonyítva. Az adatok dimenziója kcal/mol, kivéve  
          [image: 14.5. Az N-metilformamid bázis-katalizált hidrolízise \hbox{}^{*}]
          , melyé cal/(molK).
        
Még mielőtt a további számításokba belekezdenénk, próbáljuk ismét magunk elé képzelni a nukleofil addíció menetét. Tudjuk azt, hogy a (3d, 3c) és esetleg (3a) konformerek a legmélyebb energiájúak. Az is nyilvánvaló, hogy a metil-csoport és az NH hidrogén térállása a (3a) és (3e) konformerekben felel meg a transz-amidban található térállásnak. Ezek alapján azt jósolnánk, hogy a (3a) konformer a legvalószínűbb a reakcióúton.
Miután tudjuk, hogy milyen intermediereket keresünk, a stratégiánk a következő: először megkeressük a reagenseket és a köztitermékeket összekötő összes átmeneti állapotot, intermediert, valamint a termékeket. Ezek után fordulhatunk a belső reakciókoordináta felé, amely ezeket összekapcsolja. Sok esetben újabb jellegzetességeket és alternatív utakat fedezhetünk föl, ha fordított irányban követjük az IRC-t.
Nézzük az eredményeket. A nukleofil addíció átmeneti állapotában a karbonil szén és a hidroxil oxigén várhatóan egy „hosszú” kötéssel kapcsolódik, míg az eliminációs lépés átmeneti állapotában egy hosszú C-N kötésre számítunk. A kapott komplexek a 14.20. ábrán láthatók, (2) az első lépésé, (4a) és (4b) pedig a második lépésé.

          
	 	
                    
                      14.20. ábra. Optimált szerkezetek az IRC mentén RHF/6-31+G(d) számítások alapján.
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Most már megvizsgálhatjuk a teljes IRC utat, amely a 14.20. és 14.21. ábrán található. (1)-ből kiindulva (2)-n át tényleg a tetraéderes intermedier (3a) konformerjéhez jutunk. A másik irányba haladva az IRC visszavezet az N-metilformamid (1) hidroxi-komplexéhez, Ha ezt MP2 szinten újraoptimáljuk, egy spontán protontranszfer észlelhető, mely az (1)-nél jelentősen mélyebb energiájú (8) N-metilformamidát-víz komplexhez vezet. RHF szinten (1) és 8 között egy további átmeneti állapotot található (az ábrán 7-el jelölve), ami MP2 szinten nem létezik.

          
	 	
                    
                      14.21. ábra. RHF/6-31+G(d) energiaprofil az IRC mentén. (A reakciókoordináta tömegsúlyozott belső koordinátákban,  [image: 14.5. Az N-metilformamid bázis-katalizált hidrolízise \hbox{}^{*}] egységben).

                  	 



        

          
	 	
                    [image: 14.5. Az N-metilformamid bázis-katalizált hidrolízise \hbox{}^{*}]
                  	 



        
A helyzet még bonyolultabbnak tűnik a reakció második lépésében. Az IRC 4a-ból hangyasav és metilamid anion (6) bimolekulás komplexéhez vezet. (6)-ból semmilyen ésszerű reakcióút nem vezet sehová, ezért ez a mechanizmus zsákutcának tűnik. 4b-ből kiindulva és az IRC-t követve (5)-n keresztül egy gát nélkül lezajló protontranszfer eredményeként a várt termékkomplexhez jutunk. Az eliminációs lépés (4a) és (4b) átmeneti állapotaiból a kiindulási irányba fordulva a tetraéderes komplex (3c) és (3i) konformerjeit érjük el. A megfelelő előremutató reakciók határozzák meg, hogy a két átmeneti állapot közül melyik a valószínűbb.
Ezen a ponton már csak a reakció közepe homályos, mivel itt három tetraéderes komplex is szerepet játszik, melyek közül (3c) zsákutcába vezet. Úgy tűnik azonban, hogy (3c)-nek másfajta szerepe is van: mintha egy közbülső állapot lenne a két másik stabilis konformer (3a) és (3i) között. Ha ez igaz, akkor átmeneti állapotoknak is kell létezniük, melyek összekötik e két konformerrel. Meg is találták az átmeneti állapotokat rendre, ezek a (3m) és (3n) szerkezetek. Látjuk tehát, hogy (3) különböző konformerjei közötti átmenetet végül is az IRC-számítások bizonyították.
Bármilyen sokat tudhatunk meg egy ilyen komplikált, összetett kémiai reakcióról, figyelembe kell vennünk a módszer korlátait is. Először is a mechanizmust egyedi molekulák között képzeltük el, ami a ritkított gázfázisnak feleltethető meg. Elhanyagoltuk tehát a kondenzált fázis hatásait, melyek különösen fontosak oldószeres közegben. Ez kritikus lépés például akkor, ha biokémiai folyamatokra vonatkozóan szeretnénk következtetéseket levonni. Másrészt a számított potenciális energia felület adiabatikus volt, minden dinamikát elhanyagolt. A leírt út valóban a minimális energiájú ebben a reakcióban, de mondani se kell, hogy nem az egyetlen gyakorlati szempontból fontos út. Mivel a reagensek rendelkezhetnek belső energiával, magasabb energiájú utak is szerepet játszhatnak a reakcióban, melyek esetlegesen más köztitermékeket és átmeneti állapotokat is érinthetnek. Ezért nem szabad azt hinnünk, hogy a fentihez hasonló számításokkal egy kémiai reakció lefutását tetszőleges pontossággal modellezni tudjuk. Mégis, a minimális energiájú út kiszámítása, mint a folyamatok első közelítése értékes és használható képet ad a folyamatok lejátszódásáról.

14.6. A  [image: 14.5. Az N-metilformamid bázis-katalizált hidrolízise \hbox{}^{*}]reakció mechanizmusa és sebességi állandója [image: 14.5. Az N-metilformamid bázis-katalizált hidrolízise \hbox{}^{*}]




          
          
          [image: 14.6. A \mathrm{HCO}+\mathrm{HNO}_{2}\to\mathrm{HCHO}+\mathrm{NO}_{2} reakció mechanizmusa és sebességi állandója \hbox{}^{*}]
           S. Zhang, W. Feng, Y. Wang és X.Y. Pang közleménye alapján (
          J. Mol. Struct. (Theochem)
          
          
          365
          , 215–217 (1996).).
        
Az előző példák bemutatták, hogyan használhatjuk fel a kvantumkémiát kémiai reakciók reagenseinek, közti- és végtermékeinek, valamint átmeneti állapotainak geometriai és energetikai jellemzésére. Fényt vetett arra is, hogyan használhatjuk a nyert információt a reakciómechanizmus meghatározására. A következő példa azt illusztrálja, hogy hogyan használható fel az átmeneti állapot elmélet egy elemi reakció sebességének a meghatározására. Ezt a példát egyszerűsége miatt választottuk. Úgy tűnik, hogy a vizsgált  
[image: 14.6. A \mathrm{HCO}+\mathrm{HNO}_{2}\to\mathrm{HCHO}+\mathrm{NO}_{2} reakció mechanizmusa és sebességi állandója \hbox{}^{*}]

 reakció nagyon egyszerű, egyetlen lehetséges úton, egyetlen átmeneti állapoton keresztül megy végbe, ezért viszonylag kevés feltételezésre van szükség. További előny még, hogy a számított sebességet összehasonlíthatjuk a kísérleti adatokkal.
A vizsgálat első lépései a szokásosak. Először a stacionárius pontokat kell megkeresni és optimálni, majd az erőállandók kiszámításával bizonyítani, hogy valódi minimumok avagy elsőrendű nyeregpontok-e. A relatív energiákat UMP2/6-31G+ZPE szinten számították UHF/6-31G szinten optimált geometriákon. A ZPE korrekcióra, amely elengedhetetlen a helyes termodinamikai eredményekhez, a harmonikus frekvenciákat használták fel.10
A reakció mechanizmusa nem bonyolult: egyszerű protonátmenet a  [image: 14.6. A \mathrm{HCO}+\mathrm{HNO}_{2}\to\mathrm{HCHO}+\mathrm{NO}_{2} reakció mechanizmusa és sebességi állandója \hbox{}^{*}]-molekuláról a HCO-ra. Az átmeneti állapot szerkezetét először feltételezték, majd optimálták egy erőállandót negatívan tartva. Amint a 14.22. ábrán láthatjuk az átmeneti állapotban a hidrogénatom valahol félúton van a két reagens között, az összes többi kötés közel áll a kiindulási geometriához. Az átmeneti állapot sík marad, azaz megtartja a reagensek  [image: 14.6. A \mathrm{HCO}+\mathrm{HNO}_{2}\to\mathrm{HCHO}+\mathrm{NO}_{2} reakció mechanizmusa és sebességi állandója \hbox{}^{*}]-szimmetriáját.

          
	 	
                    
                      14.22. ábra. A  [image: 14.6. A \mathrm{HCO}+\mathrm{HNO}_{2}\to\mathrm{HCHO}+\mathrm{NO}_{2} reakció mechanizmusa és sebességi állandója \hbox{}^{*}] reakció átmeneti állapota.

                  	 



        

          
	 	
                    [image: 14.6. A \mathrm{HCO}+\mathrm{HNO}_{2}\to\mathrm{HCHO}+\mathrm{NO}_{2} reakció mechanizmusa és sebességi állandója \hbox{}^{*}]
                  	 



        

          
	 	
                    
                      14.23. ábra. IRC-görbe a  [image: 14.6. A \mathrm{HCO}+\mathrm{HNO}_{2}\to\mathrm{HCHO}+\mathrm{NO}_{2} reakció mechanizmusa és sebességi állandója \hbox{}^{*}] reakció mentén.

                  	 



        

          
	 	
                    [image: 14.6. A \mathrm{HCO}+\mathrm{HNO}_{2}\to\mathrm{HCHO}+\mathrm{NO}_{2} reakció mechanizmusa és sebességi állandója \hbox{}^{*}]
                  	 



        
A reakciót jellemző három stacionárius állapot geometriájának és energiáinak birtokában a belső reakciókoordináta kiszámítható. Az eredmények a 14.23. ábrán láthatók. Hogy növeljék a sebességi állandó megbízhatóságát, a gát magasságát újra kiszámították az elektronkorreláció és a zéruspont rezgési energia figyelembe vételével. A korrigált aktiválási energia 48,20 kJ/mol. A bimolekulás reakció klasszikus termikus sebességi állandója az átmeneti állapot elmélet szerint a következőképpen számítható:11
[image: 14.6. A \mathrm{HCO}+\mathrm{HNO}_{2}\to\mathrm{HCHO}+\mathrm{NO}_{2} reakció mechanizmusa és sebességi állandója \hbox{}^{*}]

 ahol k [image: 14.6. A \mathrm{HCO}+\mathrm{HNO}_{2}\to\mathrm{HCHO}+\mathrm{NO}_{2} reakció mechanizmusa és sebességi állandója \hbox{}^{*}] a Boltzmann-állandó, T a hőmérséklet, h a Planck-állandó és  [image: 14.6. A \mathrm{HCO}+\mathrm{HNO}_{2}\to\mathrm{HCHO}+\mathrm{NO}_{2} reakció mechanizmusa és sebességi állandója \hbox{}^{*}] az előremutató reakció aktiválási energiája.  [image: 14.6. A \mathrm{HCO}+\mathrm{HNO}_{2}\to\mathrm{HCHO}+\mathrm{NO}_{2} reakció mechanizmusa és sebességi állandója \hbox{}^{*}],  [image: 14.6. A \mathrm{HCO}+\mathrm{HNO}_{2}\to\mathrm{HCHO}+\mathrm{NO}_{2} reakció mechanizmusa és sebességi állandója \hbox{}^{*}],  [image: 14.6. A \mathrm{HCO}+\mathrm{HNO}_{2}\to\mathrm{HCHO}+\mathrm{NO}_{2} reakció mechanizmusa és sebességi állandója \hbox{}^{*}] a kiindulási molekulák és az átmeneti komplex (12.3) formulával definiált állapotösszegei. Mindegyik állapotösszegről feltételezzük, hogy az a megfelelő molekula transzlációs, rotációs, rezgési és elektronikus állapotösszegeinek a (12.4)-nek megfelelő szorzata.
A 14.21. ábráról látható, hogy az IRC-profil keskeny és éles. Ilyen esetekben a gát alatt a kvantummechanikai alagúteffektus is szóba jöhet. Más szavakkal, a reakció bizonyos valószínűséggel olyan reagens molekulák között is végbemehet, amelyek energiája kisebb, mint a gát, ez pedig növeli a reakció sebességét. Az alagúteffektus különösen gyakori a protonátmenet esetében, így szerepe ebben a példában is fontos lehet. Ezért az alagúteffektust is magába foglaló sebességi állandót kell számítani.12
A 14.24. ábra a sebességi állandó 300–1000 K közötti hőmérséketfüggését mutatja. Az ábrán feltüntettük az alagúteffektussal és anélkül számított, valamint a mért eredményeket is. Amint látható, az alagúteffektust is figyelembe vevő számított értékek (c görbe) a kísérleti értékek hibahatárán belül fekszenek. Megfigyelhető az is, hogy a hőmérséklet növekedésével az alagúteffektus fontossága csökken. A jó egyezés a számított és kísérleti értékek között további bizonyítékot szolgáltat arra, hogy a reakció egyszerű bimolekuláris folyamat egyetlen átmeneti állapottal, és hogy az átmeneti állapot elmélet feltevései ez esetben elfogadhatók.

          
	 	
                    
                      14.24. ábra. A  [image: 14.6. A \mathrm{HCO}+\mathrm{HNO}_{2}\to\mathrm{HCHO}+\mathrm{NO}_{2} reakció mechanizmusa és sebességi állandója \hbox{}^{*}] reakció számított és kísérleti sebességi állandójának hőmérsékletfüggése, a és b jelenti a sebességi állandó kísérletekből nyert felső és alsó határát, c az alagúteffektus figyelembevételével, d az anélkül számított sebességi állandó-görbe. 

                  	 



        

          
	 	
                    [image: 14.6. A \mathrm{HCO}+\mathrm{HNO}_{2}\to\mathrm{HCHO}+\mathrm{NO}_{2} reakció mechanizmusa és sebességi állandója \hbox{}^{*}]
                  	 



        
A példában leírt mechanizmus az egyetlen, ami szóba jöhet, más értelmes lehetőség nincs. Felmerül azonban a kérdés, mit lehet tenni olyan esetekben, amikor számos lehetséges reakcióút létezik különböző átmeneti állapotokkal és több lehetséges végtermékkel. Az ilyen összetett rendszerek kezelését gyakran azzal a feltevéssel egyszerűsítik, hogy ha egyszer egy adott úton elkezdődött a reakció, akkor az a többi úttól függetlenül be is fejeződik: azaz a különböző utak nem keverednek. Ez a feltevés általában elfogadható, és így egyszerűsíti az elemzést. Ezekben az esetekben az összes reakció egyesített sebességiállandója a különböző utakra számított sebességi állandók összegeként kapható.

          
            Megjegyzések
          
        
	
               Nagyon sokat ígér ezen a téren a femtoszekundumos és pikoszekundumos spektroszkópiák fejlődése. E módszerek képesek a molekulákat a reakció időskáláján vizsgálni. Bővebben l. J.C. Polanyi, A.H. Zewail: Acc. Chem. Res. 28, 119 (1995), A. Zewail (ed.): The Chemical Bond: Structure and Dynamics, Academic Press, Boston, 1992, vagy A. H. Zewail: Atomic-Scale Dynamicss of the Chemical Bond,J. Phys. Chem., 104, 5660-5694 (2000). Vannak spektroszkópiai kísérletek, az átmeneti állapotok és a megfelelő potenciálfelület közvetlen jellemezésére is, pl.. G.C. Schatz, Science262, 1828 (1993), vagy D.H. Monolopoulos, Science262, 1852 (1993).

	
               Nem is olyan könnyen! A reakcióút nem stacioner pontjaiban kell számítani az energia gradiensét és a Hess-mátrix elemeit. A minimumban, vagy az átmeneti állapotban számított  [image: 14.6. A \mathrm{HCO}+\mathrm{HNO}_{2}\to\mathrm{HCHO}+\mathrm{NO}_{2} reakció mechanizmusa és sebességi állandója \hbox{}^{*}]-mátrixnak  [image: 14.6. A \mathrm{HCO}+\mathrm{HNO}_{2}\to\mathrm{HCHO}+\mathrm{NO}_{2} reakció mechanizmusa és sebességi állandója \hbox{}^{*}] darab nem zérus sajátértéke van (l. 11. fejezet bevezetését), melyek az egyes normálrezgésekhez rendelhetők, valamint 6 zérus sajátértéke, melyek a három forgási és három transzlációs szabadsági foknak feleltethetők meg. A reakcióút mentén a tömeg-súlyozott Descartes-koordinátákban megadott (11.4) erőállandó mátrixra ez nem igaz, ezért  [image: 14.6. A \mathrm{HCO}+\mathrm{HNO}_{2}\to\mathrm{HCHO}+\mathrm{NO}_{2} reakció mechanizmusa és sebességi állandója \hbox{}^{*}]-t speciális módon transzformálni kell annak érdekében, hogy a normál módok ne csak a rotációs és transzlációs sajátvektorokra legyenek ortogonálisak hanem a reakcióútra is. Az így nyert erőállandó mátrixnak már 7 zérus, és 3N–7 nemzérus sajátértéke lesz, utóbbiak a reakcióútra ortogonális rezgések frekvenciáit adják meg.
A számítás során a reakciókoordináta függvényében kapjuk meg a reakcióút koordinátáit és az egyes pontokhoz tartozó potenciális energiát, a frekvenciákat, valamint az erőállandókat. Ugyancsak számítható az  [image: 14.6. A \mathrm{HCO}+\mathrm{HNO}_{2}\to\mathrm{HCHO}+\mathrm{NO}_{2} reakció mechanizmusa és sebességi állandója \hbox{}^{*}] és  [image: 14.6. A \mathrm{HCO}+\mathrm{HNO}_{2}\to\mathrm{HCHO}+\mathrm{NO}_{2} reakció mechanizmusa és sebességi állandója \hbox{}^{*}] vektor, valamint az ezekből eredő mennyiségek. A fentiek elméleti alapjait a 80-as években Miller, Handy és Adams dolgozták ki és RPH (reaction path Hamiltonian) eljárásnak nevezik.

	
               Ez megérthető az ún. elkerült kereszteződés (avoided crossing) szabálya alapján, mely azt mondja ki, hogy az azonos szimmetriájú potenciálgörbék (potenciálfelületek) nem metszhetik egymást. A szabályt az alábbi ábrákon egy kétatomos molekula példáján mutatjuk be. Legyen a molekulának egy kötött és egy disszociált állapota (a helyzet hasonló két kötött állapot esetén és sokatomos molekulák esetében is). A Hartree-Fock SCF-potenciálgörbék (bal oldalon) metszik egymást. Ha a konfigurációs kölcsönhatást is figyelembe vesszük, a számításokban a két görbe elkerüli egymást (lásd a folytonos vonalat a jobb oldali diagramon). A konfigurációk keveredésének hatása nyilvánvalóan a metszéspont közelében a legfontosabb. Az elkerült kereszteződés szabálya nemcsak az elektronállapotok esetén érvényes, de működik a rezgési állapotok esetében is. A 14.3. ábrán látható, hogy pl. az  [image: 14.6. A \mathrm{HCO}+\mathrm{HNO}_{2}\to\mathrm{HCHO}+\mathrm{NO}_{2} reakció mechanizmusa és sebességi állandója \hbox{}^{*}] szimmetriájú  [image: 14.6. A \mathrm{HCO}+\mathrm{HNO}_{2}\to\mathrm{HCHO}+\mathrm{NO}_{2} reakció mechanizmusa és sebességi állandója \hbox{}^{*}] és  [image: 14.6. A \mathrm{HCO}+\mathrm{HNO}_{2}\to\mathrm{HCHO}+\mathrm{NO}_{2} reakció mechanizmusa és sebességi állandója \hbox{}^{*}] rezgési frekvenciák bizonyos reakciókoordináták mellett keresztezik egymást. Ezek valójában ugyancsak nem kereszteződhetnek, vagy – ami ugyanazt jelenti – a keresztezés során olyan mértékű a két rezgési mód keveredése, hogy nem tudjuk megmondani, hogy a keresztezés után melyik volt az eredeti  [image: 14.6. A \mathrm{HCO}+\mathrm{HNO}_{2}\to\mathrm{HCHO}+\mathrm{NO}_{2} reakció mechanizmusa és sebességi állandója \hbox{}^{*}] és melyik a  [image: 14.6. A \mathrm{HCO}+\mathrm{HNO}_{2}\to\mathrm{HCHO}+\mathrm{NO}_{2} reakció mechanizmusa és sebességi állandója \hbox{}^{*}].

              
	 	
                        [image: 14.6. A \mathrm{HCO}+\mathrm{HNO}_{2}\to\mathrm{HCHO}+\mathrm{NO}_{2} reakció mechanizmusa és sebességi állandója \hbox{}^{*}]
                      	 



            

	
               Oldatban lejátszódó reakciók vizsgálata számos nehézségeket vet fel. Egyrészt könnyű belátni, hogy a közvetlenül figyelembe vehető oldószermolekulák számát korlátozzák a számítógépes erőforrások, ezért speciális módszereket kell alkalmaznunk. Másrészt az oldószer stabilizálhatja a molekula disszociált alakját. Ennek eredményeként új minimumok jelenhetnek meg a felületen az eredeti állapotokon kívül megjelenő ionos konfigurációknak köszönhetően. Ezt illusztráljuk alább a kötés disszociációjának energiaprofiljával (ahol a reakciókoordináta az R–X távolság). A rövidebb távolságnál található minimum egy kovalens kötésnek felel meg, a nagyobb távolságnál lévő pedig egy ionpárból álló komplexnek. Az ionos és kovalens komplex energiája az oldószer stabilizáló hatása miatt összehasonlítható. Mint az előző megjegyzésben, a potenciális energia görbék ez esetben is metszik egymást, tehát a valódi helyzetet csak a konfigurációs kölcsönhatások alkalmazásával lehet leírni, amikor a kapott állapotgörbék (pontozott vonal) a metszéspontot elkerülik. Ez azt jelenti, hogy az R–X kötés az oldatban heterolitikus úton szakad fel a gázfázisban lezajló homolitikus bomlással szemben. A rendszer fontos jellegzetessége, hogy amint a kötés megnyúlik az alapállapotú hullámfüggvény karaktere alapvetően kovalensről túlnyomóan ionosra változik.
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               Az ROHF-módszer az RHF és UHF „kombinációja: minden elektron kétszeresen betöltött, zárthéjú pályán helyezkedik el, és RHF módon kezelendő, kivéve a legkülső elektronokat, melyeket nyílthéjú rendszernek tekintünk. Mivel az ilyen hullámfüggvény mindig az  [image: 14.6. A \mathrm{HCO}+\mathrm{HNO}_{2}\to\mathrm{HCHO}+\mathrm{NO}_{2} reakció mechanizmusa és sebességi állandója \hbox{}^{*}] operátor sajátfüggvénye, spinszennyezés nem várható. Ugyanakkor, amiatt, hogy bizonyos pályákon a kétszeresen betöltött pályák nem jelentik az energia optimumát, a számított energia némileg magasabb, mint az UHF-számításoké.

	
               A folyamat lehetséges mechanizmusáról időközben a szerzőknek egy további tanulmánya jelent meg (S. Patchkovskii and W. Thiel, „ [image: 14.6. A \mathrm{HCO}+\mathrm{HNO}_{2}\to\mathrm{HCHO}+\mathrm{NO}_{2} reakció mechanizmusa és sebességi állandója \hbox{}^{*}] Dimers: A Route to Endohedral Fullerene Compounds?”, J. Am. Chem. Soc. 120 (1998) 556-563.). Ebben azt a hipotézist vizsgálják, hogy kedvezőbb lehet-e a hélium beépülése a fullerénbe, ha először egy  [image: 14.6. A \mathrm{HCO}+\mathrm{HNO}_{2}\to\mathrm{HCHO}+\mathrm{NO}_{2} reakció mechanizmusa és sebességi állandója \hbox{}^{*}] dimer jön létre. A dimerizáció egyszerűen végbemehet a monomerek hatszögletű csomópontjain lévő kettőskötések cikloaddíciójával. Ekkor egy zárthéjú ablak nyílhat ki, és a hélium elvileg bejuthat az így megnyíló ablakon keresztül. Jó hír, hogy a számítások szerint ezeknek a folyamatoknak az aktiválási energiája 100 kcal/mol alatt van. Mindazonáltal nem jelenthető ki, hogy nem létezhetnek a folyamatért felelős más, még kedvezőbb reakciók.

	
               Ezeknek a szabályoknak az első megfogalmazása R.B. Woodward és R. Hoffmann nevéhez fűződik (l. J. Am. Chem. Soc. 87, 395–397 (1965)). A molekulapályák szimmetriáján alapuló magyarázat a következő cikkben olvasható: H.C. Longuet-Higgins and E.W. Abrahamson, J. Am. Chem. Soc. 87, 2045–2046 (1965). További részletek olvashatók az alábbi könyvben: V.F. Traven, Frontier Orbitals and Properties of Organic Molecules, Ellis Horwood, New York, 1992.

	
               Szigorúan fogalmazva CASSCF-módszer még akkor sem hasonlítható egy full CI-számításhoz, ha csak az aktív teret tekintjük. Amíg ugyanis az FCI az egy-determinánsra optimált pályákat használja, a CASSCF-módszerben az MCSCF-módszernek megfelelően együtt optimálják a pálya- és a CI-koefficienseket is (l. 7.2. pont).

	
               Az aromaticitás fogalma alapvető a kémiában. A névvel eredetileg balzsamokból, gyantákból és más természetes anyagból nyert „aromás” illatú anyagokat jelöltek, de a ma használt értelme is már a tizenkilencedik században megfogalmazódott a benzol előállításával. Ennek ellenére az aromaticitás kielégítő definíciója és minősítése mind a mai napig leküzdhetetlen kihívást jelentett a vegyészeknek. Definició helyett ma általában megelégszenek az aromaticitásra jellemző tulajdonságok felsorolásával és vizsgálatával. Az aromaticitás legfontosabb és leggyakrabban alkalmazott kritériumai a kémiai viselkedés (elektrofil aromás szubsztitúció), a geometriai kritériumok (pl. kötés kiegyenlítődés a gyűrűben), energetikai feltétel (a gyűrű nagy stabilitása) és a vegyület mágneses tulajdonságai. Ezen jellegzetességek mindegyike kiszámítható kvantumkémiai módszerrel. További részletekért lásd pl. P. R. Schleyer, H. Jiao, Pure Appl. Chem., 68, 209–218 (1996), vagy V. J. Minkin, M. N. Glukhotsev, B. Y. Simkin, Aromaticity and Antiaromaticity, Wiley, N.Y. 1994.

	
               Sajnos számos fontos kérdést az idézett cikk szerzői nem tisztáztak. Az eredményeket viszonylag alacsony elméleti szinten nyerték meglehetősen szerény bázis alkalmazásával, ami még polarizációs függvényeket sem tartalmazott. Bár a gát magasságát MP2-szinten korrigálták, ezekből a számításokból is hiányoztak a polarizációs függvények. Mint a 7. fejezetben szó volt róla, a korrelációs módszerek igénylik a jó minőségű bázist, mivel használják a virtuális pályákat. További komoly probléma merülhet fel abból, hogy az UHF elméletet használták anélkül, hogy a spinszennyezést ellenőrizték volna. (A jelen könyv szerzői megvizsgálták a spinszennyeződést és elhanyagolhatónak találták.) Végül pedig a bázis szuperpozíciós hiba is befolyásolhatja a számított átmeneti állapot energiáját. E hiányosságok ellenére a számított eredmények egyezése a kísérleti adatokkal kitűnő.

	
               Az egyenlet levezetése megtalálható számos fizikai-kémai könyvben, mint pl. P.G. Atkins: Physical Chemistry, 6th edition, Oxford University Press, Oxford, 1998.

	
               A alagúteffektust is figyelembe vevő sebességi állandó a következő úton becsülhető. Először az Eckart-potenciálfüggvényt illesztik a reaktánsok, átmeneti állapotok és termékek zéruspont korrigált energiáira:  
[image: 14.6. A \mathrm{HCO}+\mathrm{HNO}_{2}\to\mathrm{HCHO}+\mathrm{NO}_{2} reakció mechanizmusa és sebességi állandója \hbox{}^{*}]

 ahol  [image: 14.6. A \mathrm{HCO}+\mathrm{HNO}_{2}\to\mathrm{HCHO}+\mathrm{NO}_{2} reakció mechanizmusa és sebességi állandója \hbox{}^{*}],

              [image: 14.6. A \mathrm{HCO}+\mathrm{HNO}_{2}\to\mathrm{HCHO}+\mathrm{NO}_{2} reakció mechanizmusa és sebességi állandója \hbox{}^{*}] egy paraméter és s a reakciókoordináta. Az átmeneti valószínűséget (vagy egydimenziós alagút-koefficienst)  [image: 14.6. A \mathrm{HCO}+\mathrm{HNO}_{2}\to\mathrm{HCHO}+\mathrm{NO}_{2} reakció mechanizmusa és sebességi állandója \hbox{}^{*}]-t pedig a Schrödinger-egyenlet Eckart-potenciállal történő megoldásából nyerik. Ezt az átmeneti valószínűséget integrálva kaphatjuk az alagúteffektust is tartalmazó sebességi állandót:  
[image: 14.6. A \mathrm{HCO}+\mathrm{HNO}_{2}\to\mathrm{HCHO}+\mathrm{NO}_{2} reakció mechanizmusa és sebességi állandója \hbox{}^{*}]


            




15. fejezet - Kondenzált fázisú molekuláris rendszerek számítása



Eddigi megfontolásaink során kimondva-kimondatlanul mindig azt feltételeztük, hogy vizsgálatunk tárgya a környezetétől elszigetelt mikroszkópikus rendszer – ha úgy tetszik, az egyetlen molekula az univerzumban. Ez a megszorítás a számítástechnikai korlátok logikus következménye, mindazonáltal a mikrorendszer valóságos leírásának legnagyobb akadálya. Valóságos rendszereink fizikai és kémiai tulajdonságait mindig nagymértékben befolyásolja a környezet, így számításaink eredményei vákuumra, vagy legfeljebb a ritkított gázállapotra lehetnek jellemzők. Ugyanakkor a kémikus számára a „természetes” közeg a kondenzált fázis, hiszen a legtöbb kémiai folyamat ebben megy végbe. Nem vitás, amennyiben valós kémiai problémák megoldásához akarjuk a kvantumkémia eszközeit felhasználni, túl kell lépnünk ezen a nehézségen és kezelnünk kell az oldószer hatását éppúgy, mint az olvadék, illetve szilárd kristályos fázis sajátosságait.
Elvileg a legegyszerűbb és legtisztább eljárás az, ha a rendszert és környezetét egyszerre, ugyanazzal a módszerrel számítjuk. Ez persze oldószermolekulák százainak, vagy ezreinek az explicit figyelembe vételét jelenti, a konformációk hihetetlen tömegét, majd ezek átlagolását, ezért ilyen számításnak magas szintű módszerekkel ép ésszel nem ugorhatunk neki. Mindazonáltal folyadékok és szilárd kristályok szerkezetének szimulálása, ha nem is magas szintű eljárásokkal, de megvalósítható. A szimulálás két legfontosabb módszere a Monte-Carlo-módszer és a molekuladinamika. Ez utóbbit, fontosságára való tekintettel külön fejezetben tárgyaljuk, e helyütt csupán néhány jellegzetességét említjük meg. A molekuladinamikai számítások során a rendszer időbeli változását, fejlődését a klasszikus mozgásegyenletek segítségével számítjuk a részecskék valamely kiindulási konfigurációja és sebesség-eloszlása segítségével. A módszer jól alkalmazható időfüggő folyamatok leírására, és ugyancsak használható a rendszer kötési jellemzőinek és termodinamikájának a vizsgálatára. A Monte-Carlo-módszer adott konfigurációból kiindulva olyan véletlen eloszlásokat vizsgál, melyek valószínűsége jelentős. Termodinamikai tulajdonságok vizsgálatára alkalmas, de időfüggő folyamatok tanulmányozására nem. Mindkét módszer használata során fontos kérdés a molekulák közötti (pl. oldószer-oldott anyag közötti) intermolekuláris potenciál definiálása.
A probléma kezelhető a QM/MM módszerrel is (l. 7.4. pont), mely szerint az oldószert explicit módon figyelembe vesszük, csak éppen nem kvantummechanikai, hanem molekulamechanikai módszerrel. Az eljárás gyenge pontja, hogy az MM-kezelés során az oldószer nem polarizálódik az oldott molekula hatására, ez viszont ellentmondásos eredményre vezethet.
A környezetet figyelembe vehetjük az ún. periódikus határfeltételek segítségével. Ilyenkor az oldatból, vagy a kristályból gondolatban egy jól definiált kockát vágunk ki.1 Elképzelésünk szerint ez az „elemi cella” ismétlődik mindhárom térirányban. Az eredeti cellánknak tehát 26 azonos szomszédja van, ezek körül 98 kocka helyezkedik el, stb. A cellában a részecskék (pl. oldószer molekulák) száma állandó, hiszen ha az egyik oldalon kilép egy részecske, az ellenkező oldalon a szomszédos cellából ugyanakkor belép egy ugyanolyan récsecske. A kiválasztandó cella mérete a rendszerben jelen levő kölcsönhatások hatótávolságától függ.
A környezet hatásának vizsgálata során logikus lépés a környezeti molekulák számának a lehetőség szerinti minimumra való csökkentése. Ez az alapja az ún. klaszter-modellnek, melyben a környezetet csupán néhány (néhány tíz, esetleg száz), jól elhelyezett molekula képviseli. Gyakran helyezzük el ezeket a molekulákat a vizsgálandó molekula körül héjszerűen, ezáltal modellezve az oldószer hatását. Képezhetünk belőlük kristályrácsot is, mellyel a kristály szerkezete, vagy valamely felülete vizsgálható. A klaszteren kívüli hatásokat is figyelembe vehetjük, pl. jól elhelyezett ponttöltések segítségével. A ponttöltések elhelyezkedésére és nagyságára a klaszter szerkezete és töltéseloszlása alapján adhatunk kezdeti feltételeket, melyeket a számítás során akár módosíthatunk is. A modellből következik, hogy egyaránt használható oldat-, illetve folyadékszerkezetek, kristályszerkezetek és szilárd felületek leírására is. Ha a kölcsönható rendszert ügyesen választjuk ki, azaz a klaszter mérete, struktúrája és a benne foglalt molekulák elhelyezkedése megfelelő, igen jó eredmények nyerhetők. Helytelen választás esetén azonban nagyot lehet bukni. A legnehezebb problémát a klaszter szélei, élei jelentik (ez az ún. éleffektus), mely mesterséges, a valóságban nem létező hatásokat visz a rendszerbe. Ugyancsak nehéz megjósolni, hogy az intermolekuláris kölcsönhatások hatása és hatótávolsága mekkora. Minthogy ezek gyakran 30–50  [image: Kondenzált fázisú molekuláris rendszerek számítása] távolságban is jelentős befolyással bírnak, nehéz előre megmondani, mekkora a minimális méretű klaszter, mely még megfelelően írja le a rendszer állapotát.
Az oldószer hatásának legegyszerűbb modellje az ún. folytonos szolvatáció (continuum solvation), vagy reakciótér (reaction field) elmélet, melyben a környezetet – az oldószert – egyszerű elektrosztatikus kölcsönhatás helyettesíti. Az oldószer most tehát folytonos közeg, melyről feltételezzük, hogy homogén és izotróp, de polarizálható, és melyet mindössze egyetlen skalárral, a dielektromos állandóval jellemzünk. Ebbe, ennek egy megfelelő alakú üregébe helyezzük az oldott anyag molekuláját. A modell, melynek alapjait még Born, Onsager és Kirkwood dolgozta ki jó 60-80 évvel ezelőtt, természetesen nagyon leegyszerűsíti a valóságos helyzetet, és csak akkor alkalmazható, ha az oldószerrel való kölcsönhatás gyenge. Mindazonáltal, szolvatáció számítására ma ez a leggyakrabban használt módszer.
A kvantummechanika és a reakcióter elmélet kombinálásából alakult ki az ún. önkonzisztens reakciótér (self-consistent reaction field, SCFR) modell. E modellben az oldott molekula az  [image: Kondenzált fázisú molekuláris rendszerek számítása] dielektromos állandóval jellemzett, és folytonosnak feltételezett oldószer egy ao sugarú üregében foglal helyet. Az oldott molekula állapotát kvantummechanikai úton számítjuk, miközben figyelembe vesszük a molekula töltéseloszlásának és geometriájának az oldószer hatására történő változását, relaxációját. A molekula töltése és dipólusmomentuma polarizálja a körülötte levő közeget, az oldószer elektromos polarizációja pedig visszahat az oldott anyagra. Az elektromos teret, melyet az oldószer létrehoz és mellyel az oldott molekulára hat nevezzük reakciótérnek. Az  [image: Kondenzált fázisú molekuláris rendszerek számítása] sugarú üregben egy pontszerű dipólusra ható reakciótér a következő egyszerű formulával adható meg:  
[image: Kondenzált fázisú molekuláris rendszerek számítása]

 ahol  [image: Kondenzált fázisú molekuláris rendszerek számítása] a molekula dipólusmomentuma,  [image: Kondenzált fázisú molekuláris rendszerek számítása] az oldószer dielektromos állandója. Egy dipólus energiája az  [image: Kondenzált fázisú molekuláris rendszerek számítása] reakciótérben (feltételezve, hogy a térerősség és a dipólusmomentum vektorok antiparallel irányúak) –R. Ha tehát az oldószer elektrosztatikus effektusát kis perturbációnak tekintjük, a Hamilton operátor módosul és alakja a következő lesz:  
[image: Kondenzált fázisú molekuláris rendszerek számítása]

 ahol  [image: Kondenzált fázisú molekuláris rendszerek számítása] a dipólus operátor. SCF hullámfüggvény esetén a reakciótér effektusát a Fock-mátrixba írhatjuk. A rendszer energiája ezután a következő lesz:  
[image: Kondenzált fázisú molekuláris rendszerek számítása]

 ahol  [image: Kondenzált fázisú molekuláris rendszerek számítása] természetesen a molekula hullámfüggvényét jelöli.
Az SCRF-modell nagy előnye, hogy bármely korrelációs módszerrel együtt alkalmazható az elektronenergia számítására. Az előző fejezetben láttuk, hogy a dipólusmomentumot a Hartree–Fock-szinten a dipólus-operátor várható értékeként adhatjuk meg. Az SCRF-modellben a dipólusmomentumot az energia elektromos tér szerinti deriváltjaként adjuk meg. Az eljáráshoz az alábbi iterációs sémát alkalmazzuk:
1. Választunk egy tetszőleges, de elegendően kicsi elektromos teret és számítjuk  [image: Kondenzált fázisú molekuláris rendszerek számítása]-t.
2. Számítjuk az energiát és a dipólusmomentumot az e térrel perturbált Hamilton operátorral, azaz kiszámítjuk az oldott molekula oldószer által módosított szerkezetét. Ez viszont tovább polarizálja az oldószert, azaz módosítja az oldószer reakcióterét, tehát
3. számítunk egy új reakcióteret és amennyiben az eljárás nem konvergált, visszatérünk 2-re.
Az eljárás általában gyorsan konvergál. A számított oldószer-effektus függ a molekula dipólusmomentumától és polarizálhatóságától, ezért a jó bázis használata a sikeres számítás elengedhetetlen feltétele. A számítás egyetlen beállítandó paramétere az üreg térfogatát megadó ao, melytől a szolvatációs energia igen érzékenyen függ. Egy szokásos módszer szerint az anyag  [image: Kondenzált fázisú molekuláris rendszerek számítása] moltérfogatából fejezzük ki  [image: Kondenzált fázisú molekuláris rendszerek számítása]-t:  
[image: Kondenzált fázisú molekuláris rendszerek számítása]

 ahol N az Avogadro-szám. A moltérfogatot általában kísérleti úton határozzák meg a molekulatömeg és a sűrűség, illetve a törésmutató segítségével. Más módszer szerint  [image: Kondenzált fázisú molekuláris rendszerek számítása]-t a molekula legnagyobb méretéből becsülik. (A legnagyobb méretet a két legtávolabbi atom távolsága plusz a két atom Van der Waals-rádiusza adja meg.) Természetesen az eredmény nemcsak az üreg méretétől, hanem alakjától is függ, ezért pl. hosszúkás molekulák esetén gömbszerű üreggel nem várható jó eredmény.
Az SCRF-modell nyilvánvalóan a valódi oldatok szerkezetének nagyfokú egyszerűsítése, ám az előforduló kölcsönhatások közül a legfontosabbakat, az elektrosztatikus kölcsönhatásokat viszonylag jól veszi figyelembe. Ezért jól használható az oldott anyag tulajdonságainak az oldószer hatására történő változása becslésére, így a molekulageometria, a konformációs viszonyok és egyensúlyok, reakció-mechanizmusok és spektrális tulajdonságok változásának leírására. Természtesen tiszta folyadékok szerkezeti modellezésére is alkalmazható, ilyenkor a folyadék egy molekulájának a folyadékfázissal való kölcsönhatását közelítjük a dielektromos állandó segítségével.
Az SCRF-elmélet alkalmazását tautomer egyensúlyok becslésére az alábbi példával demonstráljuk.
15.1. Hidroxipiridinek tautomer egyensúlyai különböző oldószerekben [image: Kondenzált fázisú molekuláris rendszerek számítása]




          
          
          [image: 15.1. Hidroxipiridinek tautomer egyensúlyai különböző oldószerekben \hbox{}^{*}]
           J. Wang és R.J. Boyd munkája alapján (
          J. Phys. Chem
          . 
          100
          , 16141–16146 (1996). )
        
A tautomerizáció az izomerizáció egy speciális formája, mely a vegyületek bizonyos osztályaira jellemző. Minthogy a molekula valamely protonjának a molekulán belüli elmozdulásáról van szó, eléggé nyilvánvaló, hogy a folyamatot a környezet nagymértékben befolyásolja. Mindenfajta számítás nélkül megérthető az is, hogy az oldószer dielektromos állandójának változása a protonvándorlás sebességére hatást gyakorol. Ennek alapján nem lehet vitás, hogy az SCRF-módszer a tautomer egyensúly leírására kitűnően alkalmazható.
Hidroxipiridinek tautomer egyensúlyai nagyon hasonlóak a nukleinsavak oxoamino-hidroxiamino tautomerizációjához, ezért vizsgálatuknak a biokémiában komoly szerepe lehet. Az alább ismertetett munka legfontosabb célja a 2-hidroxipiridin/2-piridon rendszer egyensúlyi állandójának meghatározása volt. (Megjegyezzük, hogy a szerzők eredeti cikkükben a 3- és 4-hidroxipiridinekben található analóg egyensúlyokat is tanulmányozták.) Az egyensúlyban résztvevő tautomereket az 1. sémán ábrázoltuk.

          
	 	
                    [image: 15.1. Hidroxipiridinek tautomer egyensúlyai különböző oldószerekben \hbox{}^{*}]
                  	 



        
Kísérletekből jól ismert tény, hogy a nagy dielektromos állandójú oldószerekben a polárisabb tautomer felé (az 1. sémán a baloldali molekula) tolódik el az egyensúly. Ugyancsak kísérleti eredmények alapján az oldószer polaritása és az egyensúlyi állandó között az alábbi empírikus összefüggés áll fenn:  
[image: 15.1. Hidroxipiridinek tautomer egyensúlyai különböző oldószerekben \hbox{}^{*}]

 ahol  [image: 15.1. Hidroxipiridinek tautomer egyensúlyai különböző oldószerekben \hbox{}^{*}] és  [image: 15.1. Hidroxipiridinek tautomer egyensúlyai különböző oldószerekben \hbox{}^{*}] az egyensúlyi állandó két különböző oldószerben,  [image: 15.1. Hidroxipiridinek tautomer egyensúlyai különböző oldószerekben \hbox{}^{*}] és  [image: 15.1. Hidroxipiridinek tautomer egyensúlyai különböző oldószerekben \hbox{}^{*}] az oldószerek ún. Kosower-féle polaritás adatai és  [image: 15.1. Hidroxipiridinek tautomer egyensúlyai különböző oldószerekben \hbox{}^{*}] az oldott anyagra jellemző állandó. A Z polaritás-adatok kísérleti úton nyerhetők az elektronspektrumok töltésátviteli sávjainak eltolódásaiból.
A számítások során a geometriát HF-szinten optimálták, az optimumon az energiát HF- és MP2-szinteken nyerték. Mivel korábbi tapasztalatok alapján bebizonyosodott, hogy az oldási effektusok leírásához gyakorta fontos a diffúz függvény, a számításokhoz a 6-31G(d,p) és a 6-31+G(d,p) bázisokat használták. Az oldószer-effektusok vizsgálatára az SCRF-módszert alkalmazták ciklohexán ([image: 15.1. Hidroxipiridinek tautomer egyensúlyai különböző oldószerekben \hbox{}^{*}]), kloroform ([image: 15.1. Hidroxipiridinek tautomer egyensúlyai különböző oldószerekben \hbox{}^{*}]) és acetonitril ([image: 15.1. Hidroxipiridinek tautomer egyensúlyai különböző oldószerekben \hbox{}^{*}]) oldószerek mellett. A gömbszerű üreg méretét kvantummechanikai számítással becsülték. Az oldott molekula széleit 0,001 a.e. elektronsűrűségnél definiálva meghatározták a molekula térfogatát és az ebből számított  [image: 15.1. Hidroxipiridinek tautomer egyensúlyai különböző oldószerekben \hbox{}^{*}]-hoz még hozzáadtak 0,5  [image: 15.1. Hidroxipiridinek tautomer egyensúlyai különböző oldószerekben \hbox{}^{*}]-t – ennyinek becsülték az oldószer molekuláknak az oldott anyagtól való legkisebb távolságát. Az így nyert üreg sugara 3,8  [image: 15.1. Hidroxipiridinek tautomer egyensúlyai különböző oldószerekben \hbox{}^{*}] – érdekes módon nagyon közeli a molekula van der Waals-felülete alapján számítható sugárhoz.

          
	 	
                    
                      15.1. táblázat. A 2-hidroxipiridin és 2-piridon számított geometriai paraméterei gáz- és oldatfázisban. [image: 15.1. Hidroxipiridinek tautomer egyensúlyai különböző oldószerekben \hbox{}^{*}]
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          [image: 15.1. Hidroxipiridinek tautomer egyensúlyai különböző oldószerekben \hbox{}^{*}]
           Az oldószer dielektromos állandói a következők: ciklohexán  
          [image: 15.1. Hidroxipiridinek tautomer egyensúlyai különböző oldószerekben \hbox{}^{*}]
          , kloroform  
          [image: 15.1. Hidroxipiridinek tautomer egyensúlyai különböző oldószerekben \hbox{}^{*}]
          , acetonitril  
          [image: 15.1. Hidroxipiridinek tautomer egyensúlyai különböző oldószerekben \hbox{}^{*}]
          . kötéshosszak  
          [image: 15.1. Hidroxipiridinek tautomer egyensúlyai különböző oldószerekben \hbox{}^{*}]
          -ben, kötésszögek fokban.
        
A 15.1. táblázat a két tautomer forma gázállapotú és oldatfázisú geometriai adatait tartalmazza. Mindkét molekula planáris gáz- és oldatfázisban is, ezt a röntgendiffrakciós és mikrohullámú mérési adatok is megerősítik. A táblázat adataiból látható, hogy a szolvatáció az oxo-formát jobban befolyásolja, mint a hidroxi-formát. A kötéshosszakat vizsgálva leginkább a C–O kötés változik az oldószerek hatására. A piridin-gyűrű kötései váltakozva rövidülnek, ill. hosszabbodnak, és ugyanilyen alternálás figyelhető meg a kötésszögek változásában is.
A 15.2. táblázatba gyűjtöttük a teljes és relatív energiákat, valamint a tautomerek néhány termodinamikai adatát. Az egyensúly legfontosabb jellemzője a két tautomer relatív stabilitása (relatív szabadentalpiája). A táblázat magában foglalja az elektronenergia, ZPE, entalpia-korrekció, valamint az entrópia-faktor különbségét is. Hartree–Fock-szinten ciklohexánban a hidroxi-forma, a másik két oldószerben az oxo-forma a stabilisabb. Az elektronkorreláció figyelembe vétele a számított egyensúlyt mindhárom oldószer esetén nagyjából azonos mértékben tolja el az oxo-forma felé.

          
	 	
                    
                      15.2. táblázat. A 2-hidroxipiridin és 2-piridon gáz- és oldatfázisú energiája és dipólusmomentuma. [image: 15.1. Hidroxipiridinek tautomer egyensúlyai különböző oldószerekben \hbox{}^{*}]
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          [image: 15.1. Hidroxipiridinek tautomer egyensúlyai különböző oldószerekben \hbox{}^{*}]
           HF/6-31G** szinten optimált geometriák 298 K-en. E hartree-ban, ZPE,  
          [image: 15.1. Hidroxipiridinek tautomer egyensúlyai különböző oldószerekben \hbox{}^{*}]
           és  
          [image: 15.1. Hidroxipiridinek tautomer egyensúlyai különböző oldószerekben \hbox{}^{*}]
           kcal/molban,  
          [image: 15.1. Hidroxipiridinek tautomer egyensúlyai különböző oldószerekben \hbox{}^{*}]
           cal/(molK)-ban.
        
Ha ismerjük  [image: 15.1. Hidroxipiridinek tautomer egyensúlyai különböző oldószerekben \hbox{}^{*}]-t, az egyensúlyi állandó az elemi fizikai kémiából jól ismert (15.6) formula segítségével kapható meg:  
[image: 15.1. Hidroxipiridinek tautomer egyensúlyai különböző oldószerekben \hbox{}^{*}]

 Ennek alapján vizsgálható a (15.5) empírikus formula érvényessége is. A Kosower oldószer-polaritások a ciklohexánra, kloroformra és acetonitrilre rendre 52, 63,2 és 71,3. Ezek függvényében ábrázolva a HF- és MP2-számítások alapján kapott egyensúlyi állandók logaritmusát (15.1. ábra) látható, hogy a kísérlettel egyezésben logK jó közelítéssel lineárisan változik Z-vel. Még az egyenesek meredeksége is jól közelíti a kísérleti értéket: a HF-számítás esetében 0,072, az MP2-számítások során 0,076, a kísérleti adat pedig 0,08. Ezek alapján további oldószerekre extrapolálható az eredmény. Pl. víz esetén a várható egyensúlyi állandó:  [image: 15.1. Hidroxipiridinek tautomer egyensúlyai különböző oldószerekben \hbox{}^{*}] – megintcsak igen közeli a kísérleti 2,96 értékhez. Az eredmény fontosságát növeli, hogy az SCRF-módszer vizes oldatokra közvetlenül rosszul alkalmazható, ugyanis az oldott molekula és a körülötte kialakuló szolvát-burok közeli rétegei között a kölcsönhatás rendszerint nagyon erős, ami ellentmondásban áll az SCRF-modell alapfeltevésével.

          
	 	
                    
                      15.1. ábra. 2-hidroxipiridin tautomerizációs egyensúlya különböző oldószerekben. Az egyensúlyi állandó változása az empirikus  [image: 15.1. Hidroxipiridinek tautomer egyensúlyai különböző oldószerekben \hbox{}^{*}]-paraméter függvényében HF/6-31G** és MP2/6-31+G** szinteken.
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15.2. Hidrogén disszociációja platinafelületen [image: 15.1. Hidroxipiridinek tautomer egyensúlyai különböző oldószerekben \hbox{}^{*}]




          
          
          [image: 15.2. Hidrogén disszociációja platinafelületen \hbox{}^{*}]
           O. Swang, E.-J. Baerends, K. Faegri és O. Gropen munkája alapján (
          J. Mol. Struct. (Theochem)
          
          
          388
          , 321–329 (1996). ).
        
Említettük, hogy a klaszter-modell használhatósága azon áll, vagy bukik, hogy a teljes makroszkópikus rendszerből önkényesen kihasított anyag-darabka, klaszter mennyire reprezentálja a teljes rendszert. A következő példában a módszert az adszorpció modellezésére fogjuk használni: vizsgáljuk a hidrogén kölcsönhatását a platina felületével. Minthogy a platinát számos gázreakcióban katalizátorként alkalmazzák, a felületén történő adszorpció vizsgálata rendkívül fontos. Ami pedig a hidrogén adszorpcióját illeti, tanulmányozásának alapvetően két oka van. Az egyik, praktikus ok, hogy ez a legegyszerűbb molekula, mely disszociatív kemiszorpciót szenved a platina felületén, ezáltal e jelenség legegyszerűbben hidrogénnel számítható. A másik ok az, hogy kísérletileg bizonyítható, hogy a különféle ipari folyamatokban gyakran alkalmazott hidrogén platinán végbemenő kemiszorpciója számos más katalitikus folyamathoz hasonló, így azokat megfelelően modellezi.
A szerzők a DFT-módszerrel dolgoztak, B88 kicserélődési és P86 korrelációs funkcionált használva. A számítások során két alapvető nehézséget kellett legyűrni. Az egyik a megfelelő méretű klaszter kiválasztása, a másik a periódusos rendszer 6. periódusában található platina számítása. Utóbbihoz nemcsak a megfelelő méretű és minőségű bázist kell kiválasztani, hanem a nem elhanyagolható relativisztikus effektust is figyelembe kell venni. Mivel a platinára még viszonylag kis bázis is rengeteg függvényt tartalmaz, ezért a nehéz atomokra a 7.5. pontban említett „frozen core” közelítést alkalmazták (mely feltételezi, hogy az atomi belső héjak elektronjai a molekulában is változatlanok maradnak). Ennek megfelelően az 5p héjig a platina belső pályáit befagyasztották és csak a 6s, 5d és 6p vegyértékhéjhoz tartozó bázisfüggvényeket optimálták. Az alkalmazott pszeudopotenciál magában foglalja a belső elektronok relativisztikus effektusait, valamint a külső elektronok és a belső törzs (relativisztikus) kölcsönhatását. A vegyértékhéj relativisztikus effektusát perturbációs módszerrel vették figyelembe, de a spin-pálya csatolási tagokat elhanyagolták. A vegyértékhéj leírására kétféle STO bázist használtak, egy 2s, 1p, 2d, és egy nagyobb 3s, 1p, 3d sorozatot. A geometria optimálás és a gerjesztett állapot számítása során úgy jártak el, hogy a középső fématomot mindig a nagyobb bázissal, a körülötte levő szélső atomokat a kisebb bázissal számították. A végső energiaszámításhoz minden fématomra a nagyobb bázist használták. A hidrogéneket 3s, 1p bázissal írták le.
A platina laponcentrált köbös rácsot ad, vagyis az atomok az elemi cella csúcsain és a lapok közepén helyezkednek el. A klasztereket mindig az (1,0,0) kristálytani sík mentén „vágták ki” (azaz az elemi cella egyik oldalával párhuzamosan). Három különböző méretű kristály-fragmenst választottak. A legkisebb egy 5-atomos,  [image: 15.2. Hidrogén disszociációja platinafelületen \hbox{}^{*}] szimmetriájú klaszter egyetlen adszorbeált hidrogénnel (15.2. ábra), a középső  [image: 15.2. Hidrogén disszociációja platinafelületen \hbox{}^{*}] szimmetriájú 9 atomos csoport (15.3. ábra), a legnagyobb pedig egy 13 atomos  [image: 15.2. Hidrogén disszociációja platinafelületen \hbox{}^{*}] szimmetriájú klaszter (15.4. ábra), a két utóbbi két-két hidrogént adszorbeál, tehát a disszociatív kemiszorpció leírására alkalmas. A számítások során nem vették figyelembe klaszter kölcsönhatását a kristály többi atomjával.

          
	 	
                    
                      15.2. ábra. Ötatomos klaszter egy hidrogénatommal.

                  	 



        

          
	 	
                    [image: 15.2. Hidrogén disszociációja platinafelületen \hbox{}^{*}]
                  	 



        

          
	 	
                    
                      15.3. ábra. Kilencatomos klaszter két hidrogénatommal.

                  	 



        

          
	 	
                    [image: 15.2. Hidrogén disszociációja platinafelületen \hbox{}^{*}]
                  	 



        

          
	 	
                    
                      15.4. ábra. 13 atomos klaszter két hidrogénatommal.

                  	 



        

          
	 	
                    [image: 15.2. Hidrogén disszociációja platinafelületen \hbox{}^{*}]
                  	 



        
Az adszorpció energiájának meghatározása első ránézésre egyszerűnek tűnik, hiszen csak az adszorpció előtti és utáni rendszer energiáját kell hozzá kiszámítani. Sajnos, amint várható, a modell méretéből számos probléma fakad. Ha ugyanis feltételezzük, hogy a platina-klaszter zárthéjú alapállapotban van, a hidrogénekkel való reakció a klaszterben kötések felszakadásával és új, gyenge Pt–H kötések kialakulásával jár. Az ilyen folyamat egész biztosan erősen endoterm – ellentétben a valóságos reakcióval. Mindenesetre a kemiszorpció megfelelő modelljéhez a platina felületén sp-karakterrel rendelkező párosítatlan elektront kell kreálni. Természetesen a nyílthéjú rendszer gerjesztett állapotban van, ám feltételezhető, hogy ez a valódi, kiterjedt felületen (a sávelméletből következően) infinitézimálisan kis energiával hozható létre. Ezért annak érdekében, hogy klaszterünk megfelelően reprodukálja a kiterjedt felületet, gerjesztett referencia állapotból kell kiindulnunk. A Pt-H kötés létrehozásához két, egyszeresen betöltött pályára van szükség, melyek közül az egyik (a rendszer  [image: 15.2. Hidrogén disszociációja platinafelületen \hbox{}^{*}] szimmetriáját feltételezve)  [image: 15.2. Hidrogén disszociációja platinafelületen \hbox{}^{*}], a másik  [image: 15.2. Hidrogén disszociációja platinafelületen \hbox{}^{*}] szimmetriájú. Ahogy a hidrogén közeledik a felülethez, a rendszer spinje fokozatosan változni fog. Ez a változás a két elektron spinjének és pályamomentumának csatolódását jelenti, melyet a 6.2. pontban az L-S vagy a j-j sémával írtunk le. Egy másik lehetőség, melyet most követünk, az ún. spin-polarizációs modell. A  [image: 15.2. Hidrogén disszociációja platinafelületen \hbox{}^{*}] spin-polarizációt az  [image: 15.2. Hidrogén disszociációja platinafelületen \hbox{}^{*}] és  [image: 15.2. Hidrogén disszociációja platinafelületen \hbox{}^{*}] spinű elektronok számának különbségével definiálhatjuk:  
[image: 15.2. Hidrogén disszociációja platinafelületen \hbox{}^{*}]

 (Ebben a modellben a klasszikus multiplicitás egyenlő  [image: 15.2. Hidrogén disszociációja platinafelületen \hbox{}^{*}]-gyel.) Egy hidrogénatom kemiszorpciója során a két elektron párosodása miatt  [image: 15.2. Hidrogén disszociációja platinafelületen \hbox{}^{*}] értéke 1-gyel csökken. Disszociatív kemiszorpció során, mikor a hidrogén molekula disszociál, majd az atomok kemiszorbeálnak a felületen, a spinpolarizáció 2-vel csökken.
A fentieket illusztrálandó először nézzük a hidrogénatom kemiszorpcióját a  [image: 15.2. Hidrogén disszociációja platinafelületen \hbox{}^{*}] klaszter felületén (15.2. ábra). A számítások szerint a  [image: 15.2. Hidrogén disszociációja platinafelületen \hbox{}^{*}] alapállapotában  [image: 15.2. Hidrogén disszociációja platinafelületen \hbox{}^{*}] (ami az L-S séma szerint triplet állapotot jelent). Ebben az állapotban nincs a klaszternek  [image: 15.2. Hidrogén disszociációja platinafelületen \hbox{}^{*}] szimmetriájú párosítatlan elektronja, mely a kemiszorpcióban részt tudna venni. Ezért egy olyan gerjesztett állapotot kell keresnünk, melyben a párosítatlan elektron egy  [image: 15.2. Hidrogén disszociációja platinafelületen \hbox{}^{*}] szimmetriájú pályán van. A legkisebb energiájú ilyen állapot 32 kcal/mollal kevésbé stabilis, mint az alapállapot és  [image: 15.2. Hidrogén disszociációja platinafelületen \hbox{}^{*}]. A hidrogénatom kemiszorpciója után a klaszter spinpolarizációja  [image: 15.2. Hidrogén disszociációja platinafelületen \hbox{}^{*}]. A számítás során a hidrogént a  [image: 15.2. Hidrogén disszociációja platinafelületen \hbox{}^{*}] szimmetria megtartása mellett tengelyirányban közelítették a felülethez. Egyensúlyban a H atom és a felület közötti távolság 120 pm, a Pt-H kötés hossza 175 pm, ami majdnem megegyezik a kisenergiájú elektrondiffrakciós mérés (LEED) alapján nyert 176 pm-rel. Mivel ez az adat azonos mindkét bázis használata mellett, arra következtethetünk, hogy a geometria a kisebb bázissal is elegendően jól leírható. Nem mondható ugyanez el a számított kemiszorpciós energiáról, hiszen a kisebb bázissal –32 kcal/mol, a nagyobbal –48 kcal/mol az eredmény. A kísérleti érték azonban –59 kcal/mol, ami vagy azt bizonyítja, hogy még a nagyobb bázis sem elegendő a kemiszorpció leírására, vagy azt, hogy az ötatomos klaszter mérete nem megfelelő.
A fenti elővizsgálat után már nekiugorhatunk a  [image: 15.2. Hidrogén disszociációja platinafelületen \hbox{}^{*}]-molekula kemiszorpciós vizsgálatának. A  [image: 15.2. Hidrogén disszociációja platinafelületen \hbox{}^{*}] alapállapotában  [image: 15.2. Hidrogén disszociációja platinafelületen \hbox{}^{*}] értéke 7, a  [image: 15.2. Hidrogén disszociációja platinafelületen \hbox{}^{*}] alapállapotában  [image: 15.2. Hidrogén disszociációja platinafelületen \hbox{}^{*}], mindkettő rendelkezik megfelelő szimmetriájú párosítatlan elektronokkal. A  [image: 15.2. Hidrogén disszociációja platinafelületen \hbox{}^{*}]-molekulát mindkét esetben a  [image: 15.2. Hidrogén disszociációja platinafelületen \hbox{}^{*}] szimmetria megtartása mellett a felületre merőleges tengely irányából, a felület hossztengelyével párhuzamosan közelítetjük. A közelítés a  [image: 15.2. Hidrogén disszociációja platinafelületen \hbox{}^{*}] esetében még így is két irányból lehetséges, a felületi atomok átlója irányából – nevezzük ezt „diagonális” iránynak (ezt mutatja a 15.4. ábra) – és a felület éleinek közepe felől („él” irány). A közelítés során először mindig egy minimum észlelhető, mely az adszorpciónak feleltethető meg, majd egy átmeneti állapot, amely a disszociációs folyamatot jellemzi. A számított energia és geometriai adatok a minimumban és az átmeneti állapotban a 15.3. táblázatban találhatók. Látható, hogy az átmeneti állapot energiája kb. 7 kcal/mollal nagyobb a  [image: 15.2. Hidrogén disszociációja platinafelületen \hbox{}^{*}] esetében, mint a 9-atomos klaszternél. Hasonló, de kisebb energianövekedés észlelhető a minimumban is a nagyobb rendszernél. A diagonális és az él-szerkezetet összehasonlítva látjuk, hogy az utóbbiban a kemiszorpció energiája valamivel kisebb, de az eltérés nem jelentős. Az átmeneti állapotot azonban a klaszter széle (éleffektus) erősen befolyásolja, ezáltal az aktivációs energia jóval nagyobbnak adódik.

          
	 	
                    
                      15.3. táblázat. A hidrogén disszociációja különböző klaszter-modelleken. Geometriák és energiák a potenciális energia hiperfelület kritikus pontjaiban. [image: 15.2. Hidrogén disszociációja platinafelületen \hbox{}^{*}]

                  	 



        

          
	 	
                    [image: 15.2. Hidrogén disszociációja platinafelületen \hbox{}^{*}]
                  	 



        

          
          
          [image: 15.2. Hidrogén disszociációja platinafelületen \hbox{}^{*}]
           A különálló Pt klaszter + hidrogénmolekula energiájához viszonyított, kis (
          [image: 15.2. Hidrogén disszociációja platinafelületen \hbox{}^{*}]
          ) és nagy (
          [image: 15.2. Hidrogén disszociációja platinafelületen \hbox{}^{*}]
          ) bázissal számított energiák (kcal/mol). Távolságok pm-ben, szögek fokban megadva. h a távolság a hidrogénatom és a fémklaszter legfelső rétegének síkja között,  
          [image: 15.2. Hidrogén disszociációja platinafelületen \hbox{}^{*}]
           a hidrogénatomok közötti távolság.
        
Érdemes összehasonlítani a kemiszorpció vizsgálata során kapott térszerkezetet a gázfázisú  [image: 15.2. Hidrogén disszociációja platinafelületen \hbox{}^{*}] geometriájával. Előbbi esetben  [image: 15.2. Hidrogén disszociációja platinafelületen \hbox{}^{*}] pm, a HPtH szög 87 fok. A gázfázisú molekulában a kötéstávolság 152 pm, a HPtH szög 86 fok, azaz a kötésszög gyakorlatilag változatlan, de a kötés a felületen jóval hosszabb, mint az izolált molekulában. A különbség öszhangban van azzal, hogy a gázfázisú  [image: 15.2. Hidrogén disszociációja platinafelületen \hbox{}^{*}] reakció energiája jóval nagyobb (–43 kcal/mol), mint a felületi kemiszorpció energiája.
Mit mondanak a kísérletek? A deszorpció aktivációs energiája (hőmérsékletfüggő deszorpciós kísérletekből) 14,8 és 17,5 kcal/mol közötti érték. A kísérletek azt is valószínűsítik, hogy létezik egy második, a felülethez sokkal lazábban kötött komplexum, melynek deszorpciós energiáját azonban nem tudták mérni. Nagyon valószínű, hogy a számított –3 kcal/mol körüli kötési energia ennek a formának feleltethető meg.
Jó hír tehát, hogy a gyengén kötött komplexum szerkezetét és energiáját a számítások becsülni tudják, eléggé zavarba ejtő azonban, hogy nem adnak számot az erősen kötött állapotról. (Ne feledkezzünk meg arról, hogy a gyengén kötött rendszereket általában sokkal nehezebb számítani, mint az erős kötésűeket.) Vajon mi lehet a hiba? A megoldáshoz a szerzők egy újabb számítás során a hidrogéneket a klaszter egymástól legtávolabb eső atomjaira helyezték, és lám, az így kapott deszorpciós energia jóval nagyobbnak, a kísérletihez jóval közelebbi értéknek, 24 kcal/mol-nak adódott. Természetesen ezt az eredményt nem fogadhatjuk el, mivel az él-effektus a szélső atomokon igen nagy. Az viszont egyértelműen látszik, hogy az energia további erőteljes mélyülése (a kötési energia növekedése) várható a hidrogének egymástól való távolításával – azaz a klaszter méretének növelésével.
Az eredmények alapján úgy tűnik tehát, hogy az alkalmazott modell megfelelően működik, a kvantitatív pontosság azonban, elsősorban a klaszter kis mérete miatt, nem érhető el. A kemiszorpció kvalitatív folyamatát, a geometriát, valamint a kötési energia trendjét viszont még így is képes értelmezni.

15.3. A kristályos nitroanilinek szerkezete [image: 15.2. Hidrogén disszociációja platinafelületen \hbox{}^{*}]




          
          
          [image: 15.3. A kristályos nitroanilinek szerkezete \hbox{}^{*}]
           L. Turi és J.J. Dannenberg munkája alapján (
          J. Phys. Chem
          . 
          100
          , 9638–9648 (1996). ).
        
Az előző pont sok más mellett azt is demonstrálta, hogy felületi jelenségek modellezése során már viszonylag kevés atom figyelembe vétele is jó kvalitatív (de nem kvantitatív) eredményekkel kecsegtet. Ha azonban egy szerves anyag kristályszerkezetét kívánjuk leírni, sokkal nagyobb fragmenseket kell figyelembe vennünk. Az alábbi példában újabb klaszter számítás következik, melyben a fő cél a kristály minden fontos kölcsönhatásának a leírása. A legnagyobb nehézség megint csak a klaszter méretének a megválasztása: a lehető legkisebb méretű kristálydarabkát kell kiválasztani, mely főbb tulajdonságait tekintve a lehető legjobban hasonlít a teljes kristályra.
A tanulmányozandó rendszer a  [image: 15.3. A kristályos nitroanilinek szerkezete \hbox{}^{*}]-nitroanilin, melynek fő érdekessége, hogy a nemlineáris optika egyik alapanyaga. Annak érdekében, hogy a megfelelő optikai sajátságú anyagot kiválasszuk, ismerni kell a különböző anyagok kristályszerkezetét. Ha tehát képesek vagyunk a kristályszerkezet elméleti modellezésére, előre megtervezhetjük a megfelelő tulajdonságú kristályt, és így óriási kísérleti munkát takaríthatunk meg.
A számításokhoz a szerzők különböző félempírikus modelleket használtak. Mivel az AM1, PM3 és SAM1 módszerek hasonló eredményeket adtak, csak az AM1 számításokat és a belőlük levonható következtetéseket tárgyaljuk, a többi számítást legfeljebb akkor említjük, ha az AM1-től markánsan eltérő eredményt ad. A számítógép-kapacitás a klaszter méretét természetesen korlátozza: jelen munkában a maximális méretű egység 10 kölcsönható molekulából állt.
A megfelelő kristályforma megadásához általában különböző geometriai megkötéseket szokás megadni. Ezek segítségével a geometria optimálás során a kristály szerkezetét a véges méret ellenére is megőrizhetjük. Ilyen megkötés az, hogy a klaszterben minden molekula geometriája megegyezik, valamint az, hogy az egyes molekulák helyzetét egy másikból párhuzamos eltolással lehet megkapni – vagyis a kristály szimmetriája az optimálás során nem romolhat el. A számításokban további feltétel, hogy a molekulákat sík szerkezetűeknek tételezzük fel és a síkból egyetlen atom sem térhet ki.
Mielőtt nagyobb aggregátumokat tárgyalnánk, célszerű megvizsgálni a lehetséges kölcsönhatásokat két molekula között. Ennek segítségével a nagyobb egységekben is azonosíthatóvá válnak az egyes kölcsönhatások, másrészt pedig az így előálló dimerek felhasználhatók, mint a kristály „elemi” építőkövei. A 15.5. ábrán négy lehetséges dimer-orientáció látható. Mind a négy esetben a monomerek közötti legfontosabb kölcsönhatás a hidrogénkötés. A legstabilisabb állapotot az 1. szerkezet képviseli, melyben két ekvivalens  [image: 15.3. A kristályos nitroanilinek szerkezete \hbox{}^{*}] kölcsönhatás lép fel az amino-hidrogének és a nitrocsoport oxigénjei között. A 2. szerkezet szintén a potenciálfelület minimuma, melyet az aminocsoport egyik hidrogénje és a nitrocsoport oxigénjei között egy háromcentrumos, majdnem szimmetrikus hidrogénkötés jellemez. A 3. és 4. szerkezetek elképzelhetők ugyan, de a dimer potenciálfelületén nem jelentenek helyi minimumot.

          
	 	
                    
                      15.5. ábra. A hidrogénkötés négy lehetséges orientációja a  [image: 15.3. A kristályos nitroanilinek szerkezete \hbox{}^{*}]-nitroanilin dimerben.

                  	 



        

          
	 	
                    [image: 15.3. A kristályos nitroanilinek szerkezete \hbox{}^{*}]
                  	 



        
A p-nitroanilin kristályt úgy építhetjük fel, hogy megpróbáljuk egymás után összeilleszteni az egyes molekulákat a hidrogénkötések mentén először csak egy irányban, majd kristálysíkot képezve, végül a három térirányban. A 15.6. ábrán a legerősebb hidrogénkötések segítségével képzett láncot ábrázoltuk. A láncok kétdimenziós réteget képeznek (15.7. ábra), végül e rétegek építik fel a mikrokristályt.

          
	 	
                    
                      15.6. ábra. A hidrogénkötések a  [image: 15.3. A kristályos nitroanilinek szerkezete \hbox{}^{*}]-nitroanilin láncban a 2 típusnak felelnek meg.

                  	 



        

          
	 	
                    [image: 15.3. A kristályos nitroanilinek szerkezete \hbox{}^{*}]
                  	 



        

          
	 	
                    
                      15.7. ábra. A  [image: 15.3. A kristályos nitroanilinek szerkezete \hbox{}^{*}]-nitroanilin láncokból előállítható rétegszerkezet. Feltüntettük a molekula számozását, valamint az elemi cella két méretét.
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Noha a számítások szerint az 1 szerkezet valamivel stabilisabb, mint a 2 dimer, a 2-ben levő kölcsönhatás a lánc esetében valószínűbb, minthogy jobban hasonlít a kísérleti kristályszerkezethez. A végtelen hosszú láncot úgy próbáljuk leírni, hogy kiszámítjuk különböző hosszúságú láncdarabok (egy hidrogénkötésre vonatkozó) kötési energiáját, majd végtelen hosszúságra extrapolálunk. Az eredmény a 15.8. ábrán látható: 1. típusú hidrogénkötések esetén az extrapolált kötési energia –8,34 kcal/mol, míg a 2. típus esetén –7,29 kcal/mol. A láncok számított geometriája majdnem azonos mindhárom alkalmazott módszerben és alig függ a lánchosszúságtól. Amíg az AM1 (és PM3) módszer 2. típusú, majdnem szimmetrikus hidrogénkötéseket prognosztizál, a SAM1 eredmények szerint a hidrogénkötések nem szimmetrikusak. Mindegyik módszer eredménye megegyezik abban, hogy növekvő lánchossz csökkenő  [image: 15.3. A kristályos nitroanilinek szerkezete \hbox{}^{*}] távolsággal jár.

          
	 	
                    
                      15.8. ábra. A hidrogénkötés kötési energiájának a változása a lánc hosszával.
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A 15.8. ábra szerint a kötési energia az 1. típusú kölcsönhatás esetén kb. 1 kcal/mollal nagyobb, mint a 2. típusnál, és ez a különbség többé-kevésbé független a lánchossztól. Ugyanakkor a röntgendiffrakciós kísérlet alapján nyert szerkezet határozottan közelebb áll a 2. szerkezethez. Az egyes molekulák számított geometriai paraméterei nagyon jól reprodukálják a kísérleti adatokat, másrészt viszont a molekulák közötti hidrogénkötések kötéshosszai jelentősen különböznek a kísérleti értékektől. Ebből arra következtethetünk, hogy az egydimenziós lánc nem ad megfelelő leírást a kristály szerkezetére, az egyes láncok közötti kölcsönhatás is a leírás fontos eleme kell legyen.
A többdimenziós klaszterek tárgyalásának egyszerűsítése érdekében vezessük be az alábbi jelölést. Legyen L a rétegek száma, C az egy rétegen belüli láncoké és M a láncon belüli monomerek száma. Egy adott klaszter-modellt ezután egy L/C/M számhármassal jellemezhetünk, pl. a 15.7. ábrán látható modell 1/3/4 klaszter. Az ábrán látható réteg-szerkezet 3 tetramert foglal magában. A szomszédos láncok közötti hidrogénkötésekben azok az amino-hidrogének vesznek részt, amelyek az egyes láncok kialakításában nem játszanak szerepet. Az így kialakuló planáris hálózat érdekessége, hogy az egyes dimerek orientációja sokkal jobban hasonlít a 3. szerkezetre, mint a láncokra jellemző 2. típusra. Egyébként mindhárom félempírikus módszer azt mutatja, hogy a kétdimenziós rétegek szerkezete határozottan eltér a láncokéitól. A láncok között fellépő  [image: 15.3. A kristályos nitroanilinek szerkezete \hbox{}^{*}] kölcsönhatások miatt a 15.7. ábra elrendezése már hasonlít a kísérleti kristályszerkezethez. Természetesen most is megvizsgálandó, hogy újabb monomerek – azaz újabb hidrogénkötések – hogyan változtatják meg a kötési energiát. Így pl. a hidrogénkötés-inkrementum az 1/2/3, az 1/2/4 és 1/2/5 klaszterek esetében rendre –12,87, –14,51 és –14,85 kcal/mol.
A számított geometriából hasonló következtetést vonhatunk le, mint a láncoknál. Az intramolekuláris paraméterek jól, a hidrogénkötések kevésbé jól reprodukálják a kísérleti adatokat. Az eredmények általában nem jobbak, mint a láncok számítási eredményei. A kétféle rendszerre kapott eredmények között az alapvető eltérés az, hogy amíg a láncoknál az 1. szerkezetet tűnt a legstabilisabbnak, a rétegek esetében a PM3 és SAM1 módszer már a 3. típust részesíti előnyben.
Az AM1 továbbra is az 1. típust preferálja, a magyarázat valószínűleg abban rejlik, hogy a láncok között a klaszter korlátozott mérete miatt viszonylag kevés hidrogénkötés alakulhat ki. Ennek bizonyítására kisebb, háromszög alakú klasztereket vizsgáltak (15.9. ábra). Ha pl. megnézzük a  [image: 15.3. A kristályos nitroanilinek szerkezete \hbox{}^{*}] klasztert, egy monomert – a háromszög csúcsát – hozzáadva a  [image: 15.3. A kristályos nitroanilinek szerkezete \hbox{}^{*}] részhez –8,72 kcal/mol az energianyereség, ami máris nagyobb, mint a láncok esetében az 1. szerkezetre extrapolált érték. Nagyobb rendszerekre a különbség még nagyobb: Ha a  [image: 15.3. A kristályos nitroanilinek szerkezete \hbox{}^{*}] rendszerhez adjuk a háromszög csúcsát, a kölcsönhatási energia –10,36 kcal/mol.

          
	 	
                    
                      15.9. ábra. Különböző  [image: 15.3. A kristályos nitroanilinek szerkezete \hbox{}^{*}]-nitroanilin aggregátumok.
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Becsüljük meg az átlagos molekulánkénti kölcsönhatási energiát végtelen, kétdimenziós rétegben 1, majd 3. típusú szerkezeteket feltételezve. Első esetben a láncok átlagos kölcsönhatási energiáját (a fentiek szerint) –8,3 kcal/molnak, a láncok közötti kölcsönhatást (az 1/2/M szerkezetű aggregátumok kölcsönhatási energiáinak extrapolálásából) –1,5 kcal/molnak feltételezve a teljes molekulánkénti kölcsönhatási energiát –9,8 kcal/mol-ra becsülhetjük. Ugyanakkor a 3. szerkezetek feltételezésével már a  [image: 15.3. A kristályos nitroanilinek szerkezete \hbox{}^{*}] rendszerben is a kölcsönhatási energia (–10,36 kcal/mol) több, mint a fenti becsült érték. Ezért a 3. típusú szerkezet nagy valószínűséggel kedvezőbb energetikailag, mint az 1. szerkezet.
A következő lépés a háromdimenziós mikrokristály modellezése. A mérethatárból következően a legnagyobb vizsgált rendszer a 2/2/2 klaszter. Feltételezzük, hogy a kristály végtelen kétdimenziós rétegekből épül fel, az egyes rétegek között gyenge kölcsönhatás van. A legegyszerűbb „kristály” a 2/1/1 klaszter, mely voltaképpen két, egymás fölé helyezett monomert jelent, és amelyen a kétféle lehetséges beállást (fej-láb, fej-fej) modellezhetjük. Mindhárom módszer szerint a fej-láb orientáció a stabilisabb, és két réteg stabilizációja ilyen beállás mellett –2,8 kcal/mol. Újabb fej-láb réteg-párok hozzáadása a kristályhoz (4/1/1, 6/1/1...) a szerkezetet további, kb. –0,5 kcal/mollal stabilizálja.
Fej-láb szerkezetet jósol mindhárom módszer a 2/2/2 modell esetében is. Az egyes rétegek közötti stabilizációs energiából, valamint az egyes rétegek előzőleg számított stabilizációs energiájából a kristályt összetartó teljes stabilizációs energiát, azaz a kristályos p-nitroanilin szublimációs energiáját becsülhetjük. Ennek értéke –13,3 kcal/mol, ami meglehetősen gyenge eredmény, ha összevetjük a kísérletekből nyert –26,1 kcal/mollal.
Végül érdemes összehasonlítani az elemi cella számított és mért paramétereit. A 15.7. ábrán látható b és d számított értékei rendre 7,089 és 14,844  [image: 15.3. A kristályos nitroanilinek szerkezete \hbox{}^{*}], a kísérleti értékek 6,07 és 15,211  [image: 15.3. A kristályos nitroanilinek szerkezete \hbox{}^{*}]. A cella harmadik paramétere a fej-fej orientációjú molekulák (tehát minden második réteg) közötti távolság, melynek számított és mért értékei 9,106 (a 6/1/1 klaszterben számítva) ill. 8,592  [image: 15.3. A kristályos nitroanilinek szerkezete \hbox{}^{*}].
Az eredményeket áttekintve arra a következtetésre juthatunk, hogy a kristály szerkezetét, felépítését és a kristályban működő összetartó erőket a számítások jól modellezik. A helyenkénti meglehetősen nagy eltérések nyilvánvaló oka a klaszterek nagyon kis mérete. További, de az előzőnél kisebb eltérések forrásai lehetnek az alkalmazott félempírikus módszerek.

          
            Megjegyzések
          
        
	
               A kivágott cella nem feltétlenül kocka alakú, gyakran használunk hatszög alapú prizmát, rombdodekaédert, esetleg más térbeli alakzatot is, attól függően, hogy az adott molekuláris rendszer milyen szimmetriát kíván meg. Lényeges azonban a szimmetria kiválasztása során, hogy a cella három térirányban való eltolásával a teljes teret kitöltsük. 




16. fejezet - Molekuladinamikai szimulációk



A 7. fejezetben láttuk, hogy a számítástechnika rohamos fejlődésének, és a kvantumkémia új algoritmusainak köszönhetően ma már többszáz – maholnap többezer – atomos rendszereken is rutin számítások végezhetők. Ezzel kapcsolatban mindeddig gondosan elkerültünk egy alapvető kérdést. Vajon van-e egyáltalán értelme ilyen nagy rendszerek számításának? Egy nagymolekulában számos flexibilis kötés és forgási centrum lehetséges, ennek megfelelően a molekulától függően sokszáz, vagy akár milliónyi konformer is elképzelhető. Vajon melyik az „igazi”? Melyik tartozik a legstabilisabb minimumhoz, a globális minimumhoz? A sok közül melyek valósulnak meg a molekula folytonos mozgása során? Nyilvánvalóan egy konformer felbukkanása, illetve statisztikus súlya az anyagban az összes többi konformer relatív energiájától, a hőmérséklettől és egyéb termodinamikai állapotjelzőktől függ, ám az anyag minden egyes mérhető sajátsága az összes konformer tulajdonságából átlagolódik. Ennek alapján egyetlen konformer számítása, legyen az bármilyen pontos is, értéktelen, és semmitmondó. Komoly kihívás, melyre a molekuladinamika próbál válaszolni.
A molekuladinamika atomok és molekulák statisztikus mozgásának szimulálására alkalmazható módszer. Használata kiterjed kondenzált fázisú rendszerek, oldatok, makromolekulák, kolloidok és szervetlen molekulák modellezésére.
A molekuladinamikai szimulációkba a molekulák mozgását explicit módon veszik figyelembe. A szimuláció során rövid időlépésenként „mintát” veszünk és a részecskék helyzetét, valamint elmozdulását az előző lépésben kapott eredményből Newton klasszikus mozgásegyenlete alapján számítjuk. Először meghatározzuk az egyes atomokra ható erőket (a potenciális energia első deriváltjának –1-szerese), a gyorsulást, a végsebességeket, az egyes atomok helyzetét, és kiszámítjuk a rendszer potenciális és kinetikus energiáját. Ennek alapján meg tudjuk jósolni, hogy a rendszerrel mi fog történni egy kis időtartammal később. Végül is ezt a procedúrát ismételgetjük minden egyes időlépésben. A szimulációk alapvető paraméterei a kiindulási szerkezet, a rendszer energiája illetve hőmérséklete, az időlépések hossza, valamint a tanulmányozott időtartam.
A kiindulási szerkezet a végeredmény szempontjából alapvető fontosságú. Ehhez, fel is használnak minden lehetséges kísérleti és elméleti információt. A számítások általában egy optimált molekulaszerkezetből indulnak ki. Természetesen nem szükséges, hogy ez a rendszer globális energiaminimuma legyen, de mindenesetre reális, az anyagban gyakran előforduló, azaz nagy statisztikus súlyú szerkezetnek kell lennie.
Egy N atomból álló rendszer klasszikus mechanikai leírásához 6N változóra van szükség (3N helykoordináta és 3N sebesség vektor). A rendszer energiája a rendszer hőmérsékletétől függ, a hőmérséklet pedig a kinetikus energiával arányos. A szimuláció során a hőmérsékletet a rendszer összes atomjának kinetikus energiájából határozzák meg:  
[image: Molekuladinamikai szimulációk]

 Ha a rendszer hőmérsékletét 0 K-nek tekintjük, ez egyenértékű azzal, hogy az atomok kiindulási sebessége zérus. Vagy ebből indulunk ki, vagy minden atomnak többé-kevésbé azonos energiát „osztunk ki”. Első lépésben az atomoknak kezdeti sebességeket adunk, és körülbelül száz lépésen keresztül hagyjuk a részecskéket bolyongani, azaz a rendszert relaxálódni, hogy elérje a Boltzmann-eloszlást. A rendszer „melegítése” a sebességvektorok folyamatos növelését jelenti. A leggyakrabban alkalmazott skálafaktor a következő alakú:  
[image: Molekuladinamikai szimulációk]

 ahol  [image: Molekuladinamikai szimulációk] a környezet, vagy ha jobban tetszik, egy hipotetikus termosztát hőmérséklete, T a rendszer hőmérséklete,  [image: Molekuladinamikai szimulációk] az időlépés, és  [image: Molekuladinamikai szimulációk] a csatolási paraméter (idő dimenziójú).  [image: Molekuladinamikai szimulációk] határozza meg a rendszer és a környezete közti kapcsolat jellegét. Kis  [image: Molekuladinamikai szimulációk] értékek esetén a rendszer gyakorlatilag felveszi a környezete hőmérsékletét. Ez hasznos lehet, ha egy adott hőmérsékletet szeretnénk gyorsan elérni, vagy ha minimális energiájú szerkezetet szimulálunk 0 K-en. Nagyobb értékeket (általában 0,1 ps felettieket) kell használni, ha termodinamikai tulajdonságokat határozunk meg.
Az egyes lépések hosszát úgy kell megválasztani, hogy ezek sokkal rövidebbek legyenek, mint a legrövidebb idő, mely alatt bármi érdekes, vagy lényeges lejátszódhatna a rendszerben. Ez általában a femtoszekundum nagyságrendjébe esik, ami azt jelenti, hogy mondjuk egy C–H vegyértékrezgés rezgési ideje alatt kb. 10 szimulációs lépést teszünk. Mindazonáltal az adott problémához illesztve nagyon gondosan kell megválasztani az időlépések hosszúságát. A nagyfrekvenciás mozgások (pl. egy kötés megnyúlása) leírásához rövid időintervallumokra van szükség, de ha a lépés túl rövid, csak erőforrást pocsékolunk. A rendszert célszerű kis lépésekben melegíteni, úgy, hogy a rendszer minden lépésben érje el az egyensúlyt. Az egyensúlyt gyakran alkalmazzák annak megállapítására, hogy a rendszer időbeli változása, fejlődése valóban egyensúlyi tulajdonságokat szimulál-e. Az egyensúly korrigálja az atomok sebességeit – a hibák a kiindulási rendszerben uralkodó feszültségekből és a kezdeti sebességek véletlen eloszlásából fakadnak. Az egyensúlyt egy sorozat dinamikai lépés végrehajtása során érjük el, rendszerint 5-100 ps szimulációs idővel. Természetesen minél hosszabb a szimulációs idő, annál jobban megközelíthetjük az egyensúlyt. Egyensúlynak azt az állapotot tekintjük, amikor a kinetikus energia (avagy a hőmérséklet), a teljes energia és néhány további tulajdonság ingadozása az egymás utáni lépések során elegendően kicsivé válik. A molekuladinamikai számítások során általános probléma, hogy a legtöbb fizikai és kémiai folyamat teljes modellezéséhez nanoszekundumokra vagy még hosszabb intervallumokra lenne szükség, de ehhez reménytelenül sok lépés kellene. Ez az, ami korlátozza a teljes szimulációs időt, vagy a tanulmányozható rendszerek méretét – és ez az, ami a módszer alkalmazhatóságának legnagyobb gátja.
A molekuladinamikai számítások előfeltétele, hogy ki tudjuk fejezni a molekulák között ható erőket az intermolekuláris (magok közötti) távolságok függvényeként. A klasszikus molekuladinamikai szimulációban empirikus (pl. az ún. Lennard–Jones potenciált,1 a molekulamechanikából átvett potenciálokat2 használnak számítási célra, a molekuladinamika kvantummechanikai leírása során viszont explicit kvantummechanikai potenciált3 alkalmaznak. Az utóbbi módszer használatához szükség van arra, hogy a mozgásegyenletek tartalmazzák rendszer hullámfüggvényét. Különösen előnyös kvantum-molekuladinamikát alkalmazni olyan esetekben, amikor kötések alakulhatnak ki és bomolhatnak fel, hiszen ezeket a folyamatokat csak kvantumkémiai számítások segítségével lehet egyértelműen vizsgálni.
A szimuláció során a rendszer teljes és kinetikus energiája is változhat. Amennyiben a rendszer egy valószínűtlen, nagyenergiájú állapotban van, kinetikus energiája nagy, ha viszont stabilis minimumban van, akkor kicsi, ekkor viszont potenciális energiája nő meg. A molekuladinamika alkalmas a rendszer termodinamikai tulajdonságainak meghatározására. Mivel a termodinamika egymással kölcsönhatásban lévő részecskéket tartalmazó rendszerekkel foglalkozik, ilyen esetekben a számítások során alapvető a sokaság (ensemble) fogalma. Formálisan úgy képzeljük, hogy egy sokaságban a rendszert sok azonos és egymástól független részecske építi fel, amelyek egy nagy térben helyezkednek el. A molekuladinamikában a sokaság két legfontosabb típusa a kanonikus és a mikrokanonikus sokaság. Mivel a rendszer kinetikus energiája megadja a hőmérsékletet, ezen alapul a molekuladinamika két alternatív formája: az egyikben a hőmérséklet, a másikban az energiát választjuk állandónak. A statisztikus mechanika nyelvére lefordítva a T = konstans feltétele az állapotok kanonikus sokaságát hozza létre, míg a konstans energiájú molekuladinamika mikrokanonikus sokaságot produkál. A kanonikus sokaságban minden egység azonos összetételű, térfogatú és hőmérsékletű (NVT). A mikrokanonikus sokaságban az állandó hőmérséklet helyett, minden egység azonos energiával rendelkezik (NVE). Ez utóbbi követelményt könnyebb kielégíteni. Ha viszont kanonikus sokaságot használunk, a hőmérséklet állandó értéken tartásához minden egyes időlépésben újra kell skálázni a hőmérsékletet a (16.2) egyenletnek megfelelően. Ugyanis ahogy a rendszer az egyensúly felé halad, a potenciális energia egyre nő, a kinetikus energia pedig csökken: a rendszer tehát hűl. Ha T = konstans, ilyenkor energiát kell a rendszerbe pumpálni. Ha viszont a rendszer valamely kisenergiájú, instabilis állapotba kerül, hűteni kell, azaz energiát elvonni.
A molekuladinamika fontos eszköz a folyadékok és oldatok leírásakor. Ilyenkor a rendszert rögzített méretű cellán belüli rögzített számú részecskével szimuláljuk. A kisszámú molekula miatt nagy nehézséget okozhatnak a felületi hatások a cella széleinél. Ezt megelőzhetjük periodikus határfeltételek alkalmazásával (l. 15. fejezet).
A kvantum-molekuladinamika az előző fejezetekben tárgyalt módszerek alternatívája lehet egy rendszer geometriájának meghatározásakor, vagy reakcióutak felderítésekor. Ugyanakkor jóval hatásosabb azoknál. Lehetővé teszi molekulák sokaságának vizsgálatát úgy, hogy a rendszernek nemcsak egy, hanem több kisenergiájú állapotát kapjuk meg, pl. feltérképezhetjük a rendszer összes konformerjét.Minthogy a rendszer fejlődése, változása során a fontosabb konformereket biztosan eléri, amennyiben az egyes konformerek statisztikus súlyát – az ott töltött időt – vizsgáljuk, könnyen és egyértelműen megkaphatjuk a rendszer legmélyebb, globális minimumát. A molekula viselkedését nemcsak elszigetelt körülmények között (pl. vákuumban) modellezhetjük, hanem különböző oldatokban is. Molekulákat ütköztetve képesek lehetünk valós kémiai reakciók lépéseinek vizsgálatára.
Persze a többlet információnak megvan az ára. Mivel lényegében minden időlépésben egy kvantumkémiai számítást kell elvégeznünk, a teljes időintervallumra ez akár  [image: Molekuladinamikai szimulációk] számítást jelenthet. Ennek nyomán a kvantum-molekuladinamikai számítások, különösen azok, amelyek ab initio számításokat használnak, meglehetősen drágák, és csak a legegyszerűbb rendszerek esetében használhatók. A gyakorlatban legtöbbször a szemiempirikus módszerek alkalmazása a lehetséges alternatíva. E terület fejlődésének újabb állomása a sűrűségfunkcionál elmélet alkalmazása, amely jó minőségű szimulációt tesz elérhetővé.
16.1. A sósav disszociációja vizes oldatokban [image: Molekuladinamikai szimulációk]




          
          
          [image: 16.1. A sósav disszociációja vizes oldatokban \hbox{}^{*}]
           R. Buesnel, I. H. Hillier és A. J. Masters munkája alapján (Chem. Phys. Letters, 
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Minden kémikus számára elemi tudnivaló, hogy a sósav vizes közegben ionosan disszociál:  
[image: 16.1. A sósav disszociációja vizes oldatokban \hbox{}^{*}]

 Az egyenlet azonban a fenti formájában nem tükrözi a valóságos folyamatot: egyértelmű bizonyítékaink vannak arra ugyanis, hogy egyetlen HCl-molekula egyetlen vízmolekulával való kölcsönhatása során nem disszociál. Azonnal felvetődik a kérdés: vajon hány vízmolekulának kell jelen lennie ahhoz, hogy a HCl disszociáljon? A kérdés nem csak teoretikus: számos, gyakorlati szempontból is fontos természeti jelenség megértésének alapkérdése ugyanez. Például hogyan viselkedik a sósav a poláros sztratoszférikus felhők felszínén úgy 180 K hőmérséklet környékén? Ha a klórgáz képződésének folyamatát – és ennek alapján a légköri ózonpaizs lebomlását – szeretnénk tisztázni a felső atmoszférában, ez alapvető kérdés. Más jellegű, ám lényegében ugyanazon kérdés: várható-e, hogy a sósav disszociál a jég felszínén? A vízmolekulák nem túl mozgékonyak a jégben, így ha nagyszámú molekulára van szükség, akkor valószínűtlen, hogy a vízmolekulák a jég belsejében szerepet játszhatnának a HCl disszociációjában.
Elvileg ilyen és hasonló problémák a szokásos kvantumkémiai módszerek segítségével is tanulmányozhatók, csupán ki kell számítanunk a rendszer teljes energiáját különböző disszociált és disszociálatlan elrendeződésekben. Ámde mely elrendeződéseket válasszuk ki, és honnan tudhatjuk, hogy kiválasztottuk-e az összes fontosat? A probléma könnyen megoldható egy-két vízmolekula esetén. Kitartó munkával még 3-4 vízmolekulából álló klaszter összes fontosabb elrendeződése is megtalálható, de nagyobb rendszerekben a dolog egyre bonyolultabbá válik. A molekuladinamika megelőzi a nehézséget azáltal, hogy statisztikusan vizsgál nagyszámú elrendeződést (melyek a hosszú szimulációs időben előfordulnak), és így alkalmasabb a lehetséges konformációk szisztematikus vizsgálatára.
A szimuláció minden egyes időlépésében kvantumkémiai számításokat kell végezni. Az itt ismertetendő munka szimulációs időtartama 100 ps volt, ami femtoszekundumos lépéseket figyelembe véve 100 000 számítást jelent! Logikus tehát, hogy a szerzők a viszonylag kis gépidő-igényű félempirikus AM1- és MNDO-szinteket választották. A félempirikus módszerek közelítéseiből adódóan persze nem várhatók precíz eredmények a HCl disszociációjára és a víz protonálódására. Például a víz AM1-szinten számított protonaffinitása 469 kJ/mol, szemben a kísérleti 706 kJ/mol értékekkel.4 MP2/6-311++G** szinten ez az adat jóval pontosabb, 722 kJ/mol. Ezért ahhoz, hogy megbízható adatokhoz jussunk, az AM1-eredményeket mindenképpen korrigálni kell.
Először egyedi szimulációkat hajtottak végre a protonált és nem-protonált  [image: 16.1. A sósav disszociációja vizes oldatokban \hbox{}^{*}] és  [image: 16.1. A sósav disszociációja vizes oldatokban \hbox{}^{*}] rendszereken. Ezekben a számításokban az optimált ab initio egyensúlyi geometriákat használták és a molekulák szerkezetét a szimuláció során változatlannak vették. Ahhoz, hogy a folyamat energetikáját vizsgálhassuk, számítani kell a két rendszer (protonált és nem-protonált) energiakülönbségét. A  [image: 16.1. A sósav disszociációja vizes oldatokban \hbox{}^{*}] és  [image: 16.1. A sósav disszociációja vizes oldatokban \hbox{}^{*}] formák relatív energiái 295 kJ/mol az AM1 és 194 kJ/mol az MP2 szinteken. A két adat különbségét tekinthetjük az AM1 szint hibájának.
A molekuladinamikai számítások stratégiája a következő volt: először megadott számú vízmolekulával szolvatált  [image: 16.1. A sósav disszociációja vizes oldatokban \hbox{}^{*}] és  [image: 16.1. A sósav disszociációja vizes oldatokban \hbox{}^{*}] rendszereket vizsgáltak AM1-szinten. Ezután meghatározták az egyes klaszterek relatív energiáit, melyeket korrigálták az AM1-számítás hibájával. Ezt aztán megismételték különböző méretű víz klaszterekre a vízmolekulák számát egész 15-ig növelve.
Általában a molekulák kezdeti sebessége megadható pl. valamilyen sebességeloszlás függvény segítségével. Ebben a munkában a kezdeti sebességeket egyszerűen zérusnak vették, ami formálisan azt jelenti, hogy a rendszer 0 K-en van a szimuláció indításakor. Az első feladat a szimuláció kezdeti időszakában a molekulák kinetikus energiájának a növelése. A rendszert íly módon 1 ps alatt 0 K-ről 180K-re „melegítették” – ez éppen a sarki sztratoszférikus felhők hőmérsékletével egyezik. (Az 1 ps megfelel 1000 db 1 fs hosszúságú időlépésnek, azaz 1000 AM1-számításnak.) A „valódi” szimuláció csak ezután következik, és ennek során a rendszer termikus egyensúlyba jut. Ez 99 ps-os időtartamot, vagyis az összes atom helyzetének 99 000-szer történő kiszámítását jelentette. Minden szimuláció utolsó 90 000 lépésének eredményeit átlagolták.

          
	 	
                    
                      16.1. táblázat. Átlagos kötési energia (kJ/mol) a  [image: 16.1. A sósav disszociációja vizes oldatokban \hbox{}^{*}] és  [image: 16.1. A sósav disszociációja vizes oldatokban \hbox{}^{*}] klaszterekben.
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A molekuladinamikai számításokból nyert konformációk érdekes jellegzetességeket mutatnak. A  [image: 16.1. A sósav disszociációja vizes oldatokban \hbox{}^{*}] rendszerekben a HCl-molekula mindig a klaszter szélén jelenik meg, a klóratom kifelé irányul a vízmolekulák közül. A  [image: 16.1. A sósav disszociációja vizes oldatokban \hbox{}^{*}] rendszerekben a környező vízmolekulák egy-egy hidrogénatomja a  [image: 16.1. A sósav disszociációja vizes oldatokban \hbox{}^{*}], illetve a  [image: 16.1. A sósav disszociációja vizes oldatokban \hbox{}^{*}] oxigénje irányába mutat. A várakozásnak megfelelően a vízmolekulák mozgása sokkal koordináltabb az ionos klaszterekben, mivel az ion erősebb kölcsönhatásba lép az oldószermolekulákkal, mint a semleges molekula.
A klaszterek átlagos kötési energiája úgy definiálható, hogy az egyes klaszterek energiáját viszonyítjuk az izolált dimer és a vízmolekulák teljes energiájának az összegéhez. Az AM1-szimulációkból kapott értékek láthatók a 16.1. táblázatban a  [image: 16.1. A sósav disszociációja vizes oldatokban \hbox{}^{*}] és  [image: 16.1. A sósav disszociációja vizes oldatokban \hbox{}^{*}] rendszerek esetében ([image: 16.1. A sósav disszociációja vizes oldatokban \hbox{}^{*}]-től 15-ig). Amint várható, a növekvő számú vízmolekula extra kölcsönhatásainak eredményeként a kötési energia a rendszer méretével nő. A kölcsönhatások nagyobbak az ionos klaszterekben annak megfelelően, hogy az ion-dipólus kölcsönhatások általában erősebbek, mint a dipólus-dipólus kölcsönhatások.
Talán még érdekesebb a kétfajta dimer relatív szolvatációs energiájának a változása. Ezt is bemutatjuk a 16.1. táblázatban, valamint grafikusan a 16.1. ábrán. Amint látható, a szolvatációs energia minden esetben nő a klaszter méretével, ám az ionos klaszteré a hosszútávú elektroszatikus kölcsönhatásoknak megfelelően erőteljesebben nő. A relatív szolvatációs energia a mérettel növekszik, de a növekedés egy határérték felé tart. A 16.1. ábrán az izolált dimerek MP2-számításokból kapott energiakülönbségét vízszintes vonallal ábrázoltuk. Látható, hogy a relatív szolvatációs energia ezt az energiakülönbséget 6 vízmolekulánál haladja meg. Ezek szerint a HCl ionizációja akkor válik fontossá, ha 6 vagy annál több vízmolekula veszi körül a sósavat. Az eredmény valószínűsíti, hogy a HCl a jégkristályok felszínén, valamint a felső atmoszférában is képes disszociációra.

          
	 	
                    
                      16.1. ábra. Ionizált és nemionizált sósav AM1 molekuladinamikai szimulációkból kapott relatív szolvatációs energiái a  [image: 16.1. A sósav disszociációja vizes oldatokban \hbox{}^{*}]-molekula számának függvényében.
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16.2. Hidróniumionok szolvatációjának és transzportjának ab initio molekuladinamikai szimulációja [image: 16.1. A sósav disszociációja vizes oldatokban \hbox{}^{*}]




          
          
          [image: 16.2. Hidróniumionok szolvatációjának és transzportjának ab initio molekuladinamikai szimulációja \hbox{}^{*}]
           M. Tuckerman, K Laasonen, M. Sprik és M. Parrinello munkája alapján (
          J. Chem. Phys
          . 
          103
          , 150–168 (1995)).
        
Nem kell nagyon bizonygatnunk, hogy a víz a földi élethez szükséges leglényegesebb anyag, melynek egyedülálló tulajdonságai rengeteg alapvető kémiai és biológiai folyamatot tesznek lehetővé. Ha a víz belső szerkezetével próbáljuk mindezen folyamatokat értelmezni, többségük a hidrogén-hidak kiterjedt rendszerének, valamint a  [image: 16.2. Hidróniumionok szolvatációjának és transzportjának ab initio molekuladinamikai szimulációja \hbox{}^{*}]- és  [image: 16.2. Hidróniumionok szolvatációjának és transzportjának ab initio molekuladinamikai szimulációja \hbox{}^{*}]-ionok jelenlétének köszönhető. Mindennek dacára és eddigi erőfeszítéseink ellenére sem mondhatjuk, hogy a víz molekuláris sajátságait, asszociátumainak szerkezetét, egyensúlyait, és ionjainak viselkedését teljes egészében ismerjük.
Egyike a még nem tisztázott érdekes problémáknak az ionok vándorlása a vízben. Ez elképzelhető a szokásos diffúzióval is, ám a protonok nagy mozgékonysága miatt ez csak másodlagos szerepet játszhat, és egyéb mechanizmusokat is feltételeznünk kell. A legismertebb ilyen folyamat a Grotthus-féle láncmechanizmus, mely a protonvándorlást a vízklaszter egyik oldalán levő oxigénről a túloldali oxigénre történő töltésátugrással magyarázza, és melyet már 1905-ben feltételeztek. A víz és a jég spektroszkópiai és diffrakciós vizsgálatai azt is feltárták, hogy a protonok vízben jórészt oxónium ([image: 16.2. Hidróniumionok szolvatációjának és transzportjának ab initio molekuladinamikai szimulációja \hbox{}^{*}]) ionként, a negatív ionok pedig  [image: 16.2. Hidróniumionok szolvatációjának és transzportjának ab initio molekuladinamikai szimulációja \hbox{}^{*}]-ionként vannak jelen, ám más ionok, mint pl. a  [image: 16.2. Hidróniumionok szolvatációjának és transzportjának ab initio molekuladinamikai szimulációja \hbox{}^{*}] is előfordulhatnak.
Magas szintű ab initio számításokkal vizsgálhatjuk az alapvető ionok szerkezetét és energetikáját, valamint a  
[image: 16.2. Hidróniumionok szolvatációjának és transzportjának ab initio molekuladinamikai szimulációja \hbox{}^{*}]

 folyamatok mechanizmusát is, de a folyadékban megjelenő szolvatált ionok szerkezete és a valóságban lejátszódó folyamatok az izolált molekulaállapotban számítottól nagyon távol állnak. A kétféle rendszer közti különbséget molekuladinamikai szimulációkkal lehet leginkább tanulmányozni. Segítségével fogalmat alkothatunk a rendszer időbeli viselkedéséről és dinamikai tulajdonságairól. Mivel a töltéseloszlás elkerülhetetlenül változik a protontranszfer eredményeként, a klasszikus molekulamechanikai módszerek,2 amelyek elhanyagolják az egyes atomok belső szerkezetét és elektroneloszlását, nem alkalmasak a kérdés tárgyalására, ezért ab initio molekuladinamikát célszerű használni.
Bármely folyadék precíz molekuladinamikai szimulálása során nagyszámú molekulát kell figyelembe venni és nagyon sokszor számítani. Ezért alaposan meg kell fontolni, hogy milyen módszert alkalmazunk. Egy lehetséges jelölt a sűrűségfunkcionál-elmélet, mely az elmúlt években számtalanszor bizonyította, hogy egyedi molekulák különböző tulajdonságaira viszonylag kis költséggel jó eredményeket szolgáltat. De vajon eléggé megbízható-e ahhoz, hogy leírja az összetett protontranszport folyamatokat a vízben? Ez a kérdés különösen releváns a sűrűségfunkcionál elméletben használt funkcionálok empirikus természetének fényében. A kérdés legkönnyebben úgy dönthető el, ha a víz olyan tulajdonságait szimuláljuk, amelyekre kísérleti adatok állnak rendelkezésre. A szerzők előző munkáinak éppen ez volt a fő célja és közleményeik meggyőzően bizonyítják a módszer használhatóságát. Ennek alapján várható, hogy a víz-ionok szolvatációjára és dinamikájára végzendő molekuladinamikai szimuláció eredményei is megbízhatóak lesznek.
A számításokhoz LDA korrelációs funkcionált és a B88 gradienssel korrigált kicserélődési funkcionált használták. Továbbá költségkímélésként pszeudopotenciálokat alkalmaztak a molekula-ion kölcsönhatások figyelembevételére. A számításokban a víz- klaszterek 32 db vízmolekulát tartalmaztak egy kocka alakú, 9,865  [image: 16.2. Hidróniumionok szolvatációjának és transzportjának ab initio molekuladinamikai szimulációja \hbox{}^{*}] élhosszúságú dobozban. Az éleffektusokat periodikus határfeltételek alkalmazásával (l. 15. fejezet) küszöbölték ki.
A szimuláció kiindulópontja egy egyensúlyi víz-szerkezet volt, melyet előző szimulációk végeredményéből vettek át. Ehhez adtak, illetve ebből vettek el egy-egy protont és képeztek ezáltal pozitív ill. negatív iont, majd hagyták a rendszert relaxálódni az egyensúlyig. Ehhez 0,5–0,8 ps szimulációs időre volt szükség állandó hőmérsékleten. (Nagyobb rendszerek esetén a relaxációs idő természetesen nagyobb.) A további szimulációs lépések hossza 0,169 fs volt, és a teljes szimuláció 4 ps-ig tartott.
A szokásos molekuladinamikai számításokban az eredményeket statisztikai úton értékeljük. A szimuláció során kiderült, hogy az esetek 60%-ban a többlet proton egy különálló vízmolekulával képez asszociátumot, vagyis  [image: 16.2. Hidróniumionok szolvatációjának és transzportjának ab initio molekuladinamikai szimulációja \hbox{}^{*}] alakjában létezik. A  [image: 16.2. Hidróniumionok szolvatációjának és transzportjának ab initio molekuladinamikai szimulációja \hbox{}^{*}] három protonja megközelítőleg egyenértékű, és hidrogénhidat alakít ki további három vízmolekulával. Ez a három vízmolekula jelenti a proton első szolvatációs burkát – vagy ha úgy tetszik, ez az asszociátum megfelel egy  [image: 16.2. Hidróniumionok szolvatációjának és transzportjának ab initio molekuladinamikai szimulációja \hbox{}^{*}]-ionnak. Az ion szerkezete persze itt nyilvánvalóan nem ér még véget. Távolabbi vízmolekulák kapcsolódhatnak a három vízmolekulához kialakítva a 16.2. ábrán látható második szolvatációs burkot, ezekhez újabb molekulák közelíthetnek és alakíthatanak ki hidrogénhidakkal további kapcsolatokat.

          
	 	
                    
                      16.2. ábra. A  [image: 16.2. Hidróniumionok szolvatációjának és transzportjának ab initio molekuladinamikai szimulációja \hbox{}^{*}]-ion által kialakított  [image: 16.2. Hidróniumionok szolvatációjának és transzportjának ab initio molekuladinamikai szimulációja \hbox{}^{*}] komplex szerkezete vízben. A szerkezet a második szolvatációs burokig látható.

                  	 



        

          
	 	
                    [image: 16.2. Hidróniumionok szolvatációjának és transzportjának ab initio molekuladinamikai szimulációja \hbox{}^{*}]
                  	 



        
Érdemes összehasonlítani az így kapott szerkezetet a kiindulási tiszta víz szerkezetével. Az O–O távolság a központi  [image: 16.2. Hidróniumionok szolvatációjának és transzportjának ab initio molekuladinamikai szimulációja \hbox{}^{*}] és a szomszédos  [image: 16.2. Hidróniumionok szolvatációjának és transzportjának ab initio molekuladinamikai szimulációja \hbox{}^{*}] egység között 2,5  [image: 16.2. Hidróniumionok szolvatációjának és transzportjának ab initio molekuladinamikai szimulációja \hbox{}^{*}], ami, összhangban a  [image: 16.2. Hidróniumionok szolvatációjának és transzportjának ab initio molekuladinamikai szimulációja \hbox{}^{*}] ionos karakterével, rövidebb, mint a vízben (2,8  [image: 16.2. Hidróniumionok szolvatációjának és transzportjának ab initio molekuladinamikai szimulációja \hbox{}^{*}]). Ugyanakkor az O–H távolság az ionban 0,15  [image: 16.2. Hidróniumionok szolvatációjának és transzportjának ab initio molekuladinamikai szimulációja \hbox{}^{*}]-mel hosszabb, ami azzal értelmezhető, hogy mindhárom hidrogén további vízmolekulákhoz kapcsolódik. Az eredmény megbízhatóságát alátámasztja, hogy a kapott struktúra nagymértékben hasonlít az izolált  [image: 16.2. Hidróniumionok szolvatációjának és transzportjának ab initio molekuladinamikai szimulációja \hbox{}^{*}] komplex magas szintű ab initio számításokból kapott geometriájára.
A molekuladinamikai trajektóriák számottevő részében (40%), a protont nem lehet egyetlen oxigénatomhoz rendelni, és valahol félúton foglalt helyet két szomszédos vízmolekula oxigénatomja között (16.3. ábra). Ez a helyzet alakul ki, ha a protonon osztozkodó két oxigénatom között a távolság kb. 2,5  [image: 16.2. Hidróniumionok szolvatációjának és transzportjának ab initio molekuladinamikai szimulációja \hbox{}^{*}]-re csökken. Az így létrejött szerkezet nagymértékben emlékeztet az izolált  [image: 16.2. Hidróniumionok szolvatációjának és transzportjának ab initio molekuladinamikai szimulációja \hbox{}^{*}] molekula ab initio számításokból kapott szerkezetére. Ezek a számítások azt is bizonyítják, hogy a két vízmolekula között elhelyezkedő proton pontosan középen, az e koordináta mentén egyetlen potenciálgödör alján található. A protonhoz kötődő két vízmolekula további hidrogénhidakat alakít ki két-két másik vízmolekulával. Ekkor már az O–O távolságok a központi oxigén és a három legközelebb fekvő oxigénatomok között nem egyenlők, az egyik rövidebb, mint a másik kettő. A proton elmozdulása során a  [image: 16.2. Hidróniumionok szolvatációjának és transzportjának ab initio molekuladinamikai szimulációja \hbox{}^{*}] forma könnyen átalakul  [image: 16.2. Hidróniumionok szolvatációjának és transzportjának ab initio molekuladinamikai szimulációja \hbox{}^{*}] komplexummá. A szimulációk érdekes megfigyelése, hogy az újonnan kialakuló  [image: 16.2. Hidróniumionok szolvatációjának és transzportjának ab initio molekuladinamikai szimulációja \hbox{}^{*}] megőrzi a  [image: 16.2. Hidróniumionok szolvatációjának és transzportjának ab initio molekuladinamikai szimulációja \hbox{}^{*}] geometriáját a második szolvatációs burokban, ahol a vízmolekulák orientációja a  [image: 16.2. Hidróniumionok szolvatációjának és transzportjának ab initio molekuladinamikai szimulációja \hbox{}^{*}] állapot első szolvatációs héjában elhelyezkedő vízmolekulák pontos pozíciójától függ (emlékezzünk vissza, hogy a három kötés ebben az esetben nem egyenértékű). Ezért lényegében a szolvatált víz szerkezete két korlátozó forma,  [image: 16.2. Hidróniumionok szolvatációjának és transzportjának ab initio molekuladinamikai szimulációja \hbox{}^{*}] és  [image: 16.2. Hidróniumionok szolvatációjának és transzportjának ab initio molekuladinamikai szimulációja \hbox{}^{*}] alapján becsülhető, bár a helyzet jóval bonyolultabb, mint arra az egyik vagy másik forma ab initio számítása alapján előzetesen következtethettünk volna.5

          
	 	
                    
                      16.3. ábra. A  [image: 16.2. Hidróniumionok szolvatációjának és transzportjának ab initio molekuladinamikai szimulációja \hbox{}^{*}]-ion által kialakított  [image: 16.2. Hidróniumionok szolvatációjának és transzportjának ab initio molekuladinamikai szimulációja \hbox{}^{*}] komplex szerkezete vízben. A szerkezet a második szolvatációs burokig látható.

                  	 



        

          
	 	
                    [image: 16.2. Hidróniumionok szolvatációjának és transzportjának ab initio molekuladinamikai szimulációja \hbox{}^{*}]
                  	 



        
Miután a szimulációkban a két legfontosabb stabilis szerkezetet azonosítottuk, a következő kérdés, hogy hogyan vándorol át a többlet proton a rendszeren. Ezt a kérdést mennyiségileg technikai okok miatt nehéz megválaszolni, amelyek az ab initio módszerek hatalmas számítási igényéből erednek. Az egyik korlátozó tényező a rendszer mérete; lehetséges, hogy 32 vízmolekula sem írja le pontosan a folyékony víz szerkezetét, noha ez számítástechnikai szempontból már nagy rendszenek számít. A második korlátozó tényező a szimulációk időtartama; elképzelhető, hogy a megcélzott néhány pikoszekundum nem elegendő jó statisztikák eléréséhez (noha ez akár több óra vagy nap gépidőt vehet igénybe). Ezért a példa alapján a dinamikus tulajdonságokra csak kvalitatív megállapítások tehetők.
A fentiek alapján tudjuk, hogy a  [image: 16.2. Hidróniumionok szolvatációjának és transzportjának ab initio molekuladinamikai szimulációja \hbox{}^{*}] és  [image: 16.2. Hidróniumionok szolvatációjának és transzportjának ab initio molekuladinamikai szimulációja \hbox{}^{*}] könnyen egymásba alakul. A szimulációk azt jósolják, hogy ez az átalakulás két elemi folyamattal jellemezhető, amelyek különböző időskála szerint mennek végbe. A lépések közül a gyorsabb a két szolvatált komplex, a  [image: 16.2. Hidróniumionok szolvatációjának és transzportjának ab initio molekuladinamikai szimulációja \hbox{}^{*}] és  [image: 16.2. Hidróniumionok szolvatációjának és transzportjának ab initio molekuladinamikai szimulációja \hbox{}^{*}] közötti interkonverzió, azaz a proton elmozdulása a „speciális”  [image: 16.2. Hidróniumionok szolvatációjának és transzportjának ab initio molekuladinamikai szimulációja \hbox{}^{*}] kötés egyik oxigénjétől a másik felé:  
[image: 16.2. Hidróniumionok szolvatációjának és transzportjának ab initio molekuladinamikai szimulációja \hbox{}^{*}]

 amely kb. 5  [image: 16.2. Hidróniumionok szolvatációjának és transzportjának ab initio molekuladinamikai szimulációja \hbox{}^{*}] frekvenciával megy végbe. Ez megfelel az oxigén rezgési frekvenciájának a folyékony vízben. A másik alapvető folyamat ritkább, és kb 2 ps alatt megy végbe. Ekkor a  [image: 16.2. Hidróniumionok szolvatációjának és transzportjának ab initio molekuladinamikai szimulációja \hbox{}^{*}] középső  [image: 16.2. Hidróniumionok szolvatációjának és transzportjának ab initio molekuladinamikai szimulációja \hbox{}^{*}]-jához kapcsolódó, és eddig „oldószer” szerepet játszó valamelyik  [image: 16.2. Hidróniumionok szolvatációjának és transzportjának ab initio molekuladinamikai szimulációja \hbox{}^{*}] molekula központi szerepet vállal és a „speciális  [image: 16.2. Hidróniumionok szolvatációjának és transzportjának ab initio molekuladinamikai szimulációja \hbox{}^{*}] kötés ide tevődik át. Ez lényegében egy kötéscsere, mely a töltések nettó elmozdulásával jár, és a szolvátburok alapvető változását is maga után vonja. A  [image: 16.2. Hidróniumionok szolvatációjának és transzportjának ab initio molekuladinamikai szimulációja \hbox{}^{*}] oxigénatomja ez utóbbi folyamat során nem változik meg, az elsőben viszont igen. A szimulációk azt mutatják, hogy a két folyamat együttesen felelős a töltésnek a hidrogénhidas szerkezet bonyolult hálózatán keresztüli migrációjáért. Végeredményben azt mondhatjuk, hogy a töltés elmozdulása során nem csak a proton, vagy a  [image: 16.2. Hidróniumionok szolvatációjának és transzportjának ab initio molekuladinamikai szimulációja \hbox{}^{*}] mozdul el, hanem a teljes töltéssel rendelkező komplex szerkezeti egység, és az elmozdulás hajtóereje az első és második szolvatációs héj koordinációs fluktuációja. A folyamat hasonlít a diffúzióhoz. Sajnos a diffúzió sebessége a rendszer méretbeli korlátai miatt nem számítható.

          
            Megjegyzések
          
        
	
               A Lennard–Jones-potenciál a következő alakú:  
[image: 16.2. Hidróniumionok szolvatációjának és transzportjának ab initio molekuladinamikai szimulációja \hbox{}^{*}]

 ahol n egészszám és a C anyagi minőségtől függő állandó. Nagyon gyakran használják az n [image: 16.2. Hidróniumionok szolvatációjának és transzportjának ab initio molekuladinamikai szimulációja \hbox{}^{*}]12 értéket, amit Lennard–Jones- (12,6) potenciálnak hívnak. A Lennard–Jones-potenciál viszonylag jól leírja a molekuláris kölcsönhatásokat. Az első tag a molekulák között kis távolságoknál fellépő taszítást adja meg, a második tag a molekulák közötti vonzásért felelős (dipólus – dipólus, dipólus – indukált dipólus, valamint indukált dipólus – indukált dipólus kölcsönhatásokat foglal magába).

	
               A molekulamechanikában az atomok, mint merev golyók között fellépő kölcsönhatások leírására a klasszikus mechanika mozgásegyenleteit alkalmazzák. A rendszer atomjai különféle kölcsönhatásba lépnek egymással. Ezeket a kölcsönhatásokat egyszerű analitikus függvényekkel írják le; ezt a leírást hívják erőtérnek. Az alkalmazott függvények és analitikus alakjuk erőterenként eltérő, de általában a következő tagokat foglalják magukba.
1. A kötés két atom közötti összehúzódása, illetve megnyúlása. Ezt leggyakrabban harmonikus oszcillátorként közelítik és a Hooke-törvénnyel írják le:  
[image: 16.2. Hidróniumionok szolvatációjának és transzportjának ab initio molekuladinamikai szimulációja \hbox{}^{*}]

 ahol  [image: 16.2. Hidróniumionok szolvatációjának és transzportjának ab initio molekuladinamikai szimulációja \hbox{}^{*}] az egyensúlyi kötéstávolságtól,  [image: 16.2. Hidróniumionok szolvatációjának és transzportjának ab initio molekuladinamikai szimulációja \hbox{}^{*}]-tól való eltérés és  [image: 16.2. Hidróniumionok szolvatációjának és transzportjának ab initio molekuladinamikai szimulációja \hbox{}^{*}] az i-edik kötés erőállandója.
2. Három atom között fellépő hajlítási potenciált a fentihez hasonlóan a szögdeformáció négyzetes függvényével szokták közelíteni:  
[image: 16.2. Hidróniumionok szolvatációjának és transzportjának ab initio molekuladinamikai szimulációja \hbox{}^{*}]

 ahol  [image: 16.2. Hidróniumionok szolvatációjának és transzportjának ab initio molekuladinamikai szimulációja \hbox{}^{*}] a hajlítási erőállandó és  [image: 16.2. Hidróniumionok szolvatációjának és transzportjának ab initio molekuladinamikai szimulációja \hbox{}^{*}] az elmozdulás az egyensúlyi  [image: 16.2. Hidróniumionok szolvatációjának és transzportjának ab initio molekuladinamikai szimulációja \hbox{}^{*}] szögtől.
3. A diéderes potenciálfüggvényt, amely a torziós mozgásokat írja le, gyakran cosinus függvénnyel írják le, amely rendelkezik a szüksége periodicitással:  
[image: 16.2. Hidróniumionok szolvatációjának és transzportjának ab initio molekuladinamikai szimulációja \hbox{}^{*}]

 ahol  [image: 16.2. Hidróniumionok szolvatációjának és transzportjának ab initio molekuladinamikai szimulációja \hbox{}^{*}] a torziós erőállandó, n a periodicitás,  [image: 16.2. Hidróniumionok szolvatációjának és transzportjának ab initio molekuladinamikai szimulációja \hbox{}^{*}] a diéderes szög, és  [image: 16.2. Hidróniumionok szolvatációjának és transzportjának ab initio molekuladinamikai szimulációja \hbox{}^{*}] a fázisszög (referencia szög).
4. A van der Waals kölcsönhatásokat leggyakrabban a Lennard-Jones (12,6)
potenciállal írják le (lásd az 1. megjegyzést). Néha – hidrogénhíd kötésekben résztvevő atompárok esetében – szokásos a Lennard–Jones- (12,10) potenciál használata.
5. Két ponttöltés közötti elektrosztatikus kölcsönhatást a Coulomb-törvény írja le:  
[image: 16.2. Hidróniumionok szolvatációjának és transzportjának ab initio molekuladinamikai szimulációja \hbox{}^{*}]

 ahol  [image: 16.2. Hidróniumionok szolvatációjának és transzportjának ab initio molekuladinamikai szimulációja \hbox{}^{*}] a dielektromos állandó. A fenti formula a potenciált vákkumban adja meg. Gyakran az oldatbeli kölcsönhatásokat  [image: 16.2. Hidróniumionok szolvatációjának és transzportjának ab initio molekuladinamikai szimulációja \hbox{}^{*}]-tel közelítik a nevezőben.
A rendszer potenciális energiája a fenti tagok összegeként számítható. A kifejezések nem kötő kölcsönhatások esetén végtelen távolságra levő atomok kölcsönhatására is használhatók. Azért, hogy számítási erőforrásokat takarítsunk meg, gyakran véges távolságoknál levágjuk ezeket. Ez a csonkítás a periodikus határfeltételek számításához is szükséges.
A kvantummechanikától eltérően az atomok és molekulák elektronszerkezetét, az elektronok eloszlását és az eloszlás megváltozását nem kezelik explicit módon a molekulamechanikában, így sok folyamat, pl. kötés kialakulás és felbomlás nem írhatók le ilyen módon. A módszerről részletesen l. Keserű György és Náray Szakó Gábor: Molekulamechanika. A kémia újabb eredményei: Akadámiai Kiadó, Budapest, 1995, vagy G. Keserű, I. Kolossváry: Molecular Mechanics and Conformational Analysis in Drug Design. Blackwell Science, Oxford, 1999.

	
               A kvantum-molekuladinamika leggyakrabban alkalmazott változata a Car–Parrinello-közelítés, ami a sűrűségfunkcionál elméletet kombinálja a molekuladinamikai szimulációval. Ebben a módszerben a rendszer mozgásegyenleteit úgy építik fel, hogy azok tartalmazzák az elektron hullámfüggvénnyel kapcsolatos kinetikus energiát. Az egyenletek tartalmaznak egy variációs paramétert, amely alacsonyan tartja a pályák energiáját a magok energiájához képest. Ez biztosítja azt, hogy a magok a szimuláció teljes ideje alatt olyan pozíciót vegyenek fel, amely közel van a potenciálfelülethez. A mozgásegyenleteket numerikusan integrálják, így hozva létre a magok trajektóriáit. Az atomok között ható erőket minden egyes magkonfigurációnál a számított hullámfüggvényből származtatják.

	
               Egy molekula protonaffinitása az  [image: 16.2. Hidróniumionok szolvatációjának és transzportjának ab initio molekuladinamikai szimulációja \hbox{}^{*}] reakció negatív entalpiájaként definiálható. A protonaffinitás a molekula bázicitásának a mértéke.

	
               Óvatosan kell eljárnunk, amikor analizáljuk az ilyen típusú molekuladinamikai adatokat. Valójában a 16.2. és 16.3. ábrákon reprodukált struktúrák az atomok bonyolult mozgásának csak pillanatfelvételei, bár bizonyos szempontból különlegesnek tarthatjuk őket. A modellben a molekulák bonyolult mozgásának következtében ez szintén igaz azokra struktúrákra, amelyek az elszigetelt rendszer potenciális energiaminimumainak felelnek meg. Ezért pillanatképek kiválasztása helyett, helyesebb megközelítés lenne a rendszer radiális sűrűségeloszlás függvényét analizálni. A radiális sűrűségeloszlás függvény megadja annak a valószínűségét, hogy egy atom milyen távolságban van egy másiktól. Fontos információk nyerhetők, ha a valószínűségeket összevetjük a megfelelő atomi távolságokkal. Ha pl. ábrázoljuk ezeket az atomtávolságok függvényében, a csúcsok gyakran azonosíthatók szolvatációs burkokkal vagy jellemző szomszédos molekulákkal, és összegezve a valószínűségeket egy atom körül, az atom koordinációs számát is megkaphatjuk. 




17. fejezet - Ionok és gerjesztett elektronállapotok



A kémikust érdeklő szerves és szervetlen molekulák túlnyomó többsége alapállapotában zárthéjú, ha viszont figyelmünk az ionok és gerjesztett állapotok felé fordul, általában nyílthéjú rendszerekkel találkozunk. Ez alapvető különbség, melyből számos nehézség fakad. Ugyanakkor ezeket a rendszereket nem hagyhatjuk figyelmen kívül, hiszen gerjesztett és ionállapotok nemcsak a spektroszkópia területén fordulnak elő, hanem a tudomány számos egyéb területén is. Megtalálhatók a fotokémiában és számos gázfázisú reakcióban. Léteznek szolvatált ionállapotok a legtöbb oldatfázisban végbemenő klasszikus kémiai reakcióban, gázfázisú szabad ionok és gyökök jelenlétét pedig kimutatták lángokban, nagyenergiájú fotoreakciókban és elektromos kisülésekben is. Ionok és gyökök jelen vannak a felső atmoszférában és a csillagközi térben is. Ezért a gerjesztett és ionállapotok kvantumkémiai kezelése és minél pontosabb leírása ma már nélkülözhetetlen feladat.
Nyílthéjú rendszerek számítása során számos nehézséget kell leküzdenünk. A különböző spinállapotok leírásához determinánsok lineáris kombinációja szükséges. Gondosan ellenőrizni kell a gyakorta fellépő spinszennyeződést. Minthogy a variációs módszer szigorúan csak az adott szimmetria specieszbe tartozó legalacsonyabb energiájú állapot leírására alkalmazható, a HF-modell segítségével kezelhető gerjesztett állapotok száma erősen korlátozott, főként az alacsony szimmetriájú esetekben. Ugyancsak fontos megemlíteni, hogy a Hartree–Fock-konfiguráció a nemdinamikus korrelációs effektusok fellépése miatt sokszor képtelen egy elektronállapot megfelelő leírására. Ezekben az esetekben a máskor kitűnően bevált módszerek, mint az MP, CC, QCI stb. nem vezetnek célhoz, és csak drága multireferenciás módszerek alkalmazhatók. Ráadásul nyílthéjú rendszerekben az MO-modell elveszti még a maradék kapcsolatát is a fizikai realitással. A Koopmans-tétel érvényét veszti, ezért „pályákról” még kevésbé beszélhetünk, mint zárthéjú molekulák esetén. Nehézség származik abból a tényből is, hogy számos gerjesztett állapot disszociatív, ami azt jelenti, hogy ezekhez az állapotokhoz nem rendelhető egyensúlyi geometria. Mindezeken kívül gyakran fellépnek technikai jellegű problémák is, pl. a konvergenciával kapcsolatban.
Az elektrongerjesztéseket az átmenet energiájával és intenzitásával jellemezhetjük. Hogyan számíthatjuk a gerjesztési energiát? Eléggé gyakori tévedés, hogy az MO-modellben fellépő virtuális és betöltött pályák energiakülönbsége a gerjesztési energiákat adja. Ezt mintegy alátámasztani látszik a gyakran használt  [image: Ionok és gerjesztett elektronállapotok],  [image: Ionok és gerjesztett elektronállapotok] stb. jelölésmód, mely szinte sugallja, hogy pl. a benzol  [image: Ionok és gerjesztett elektronállapotok] átmenete során az elektron egy  [image: Ionok és gerjesztett elektronállapotok] kötőpályáról egy  [image: Ionok és gerjesztett elektronállapotok] „lazító” pályára kerül. A 6.9. pontban leírtak szerint ez nem csak a nagyon gyenge eredmények miatt értelmetlen, de elméleti szempontok alapján is ostobaság. Gondolkodhatunk azonban úgy, hogy a determináns hullámfüggvény egy betöltött spinpályáját kicseréljük egy virtuális pályával és így képezünk egy gerjesztett determinánst:  
[image: Ionok és gerjesztett elektronállapotok]

 Ezzel a hullámfüggvénnyel már számítható a gerjesztett állapot energiája:  
[image: Ionok és gerjesztett elektronállapotok]

 Ahol  [image: Ionok és gerjesztett elektronállapotok] és  [image: Ionok és gerjesztett elektronállapotok] a megfelelő betöltött és virtuális pályák energiái és a (17.1) kifejezésben fellépő két extra tag a betöltött és virtuális pályák között fellépő Coulomb és kicserélődési integrálok. A gerjesztési energia most már az alap- és gerjesztett állapot energiakülönbsége formájában adható meg. Az előbbiekben példaként említett  [image: Ionok és gerjesztett elektronállapotok] átmenetet csak ebben a formában szabad értelmezni, ekkor viszont a jelölés továbbra is megmaradhat. Amennyiben az így előállított  [image: Ionok és gerjesztett elektronállapotok] „gerjesztett” Slater-determinánst használjuk a gerjesztett állapot leírására, nem szabad szem elől téveszteni az alábbiakat:

        [image: Ionok és gerjesztett elektronállapotok]
        [image: Ionok és gerjesztett elektronállapotok] nem sajátfüggvénye a  [image: Ionok és gerjesztett elektronállapotok] operátornak, ezért felléphet a spinszennyeződés.

        [image: Ionok és gerjesztett elektronállapotok] A virtuális pálya fogalma és fizikai tartalma a HF-módszerben meglehetősen kérdéses (l. 6.1. pont), ezért nem lehet meglepő, ha az ílymódon számított gerjesztési energia nagyon gyenge eredményt ad.

        [image: Ionok és gerjesztett elektronállapotok] Degenerált spinpályák esetén a gerjesztés így nem számítható.
A fönti hibák és nehézségek részben korrigálhatók a CIS módszerrel. Amint a 7. fejezetben láttuk, a CIS hullámfüggvény az összes egyszeresen gerjesztett determináns lineáris kombinációja alakjában fejezhető ki:  
[image: Ionok és gerjesztett elektronállapotok]

 ahol a  [image: Ionok és gerjesztett elektronállapotok] koefficienseket a variációs elv segítségével lehet meghatározni. A módszer méretkonzisztens, és mivel az egyszeresen gerjesztett konfigurációk viszonylag kevesen vannak, könnyen végrehajtható. Ennélfogva elmondható, hogy a gerjesztési energiák meghatározásának ez a legegyszerűbb és egyben a mai napig legtöbbször alkalmazott módja. Természetesen hozzá kell tennünk azt is, hogy egyszerűsége miatt a módszertől pontos eredmények nem várhatók, használatával legfeljebb csak kvalitatív eredményeket kaphatunk – az is valami. Fontos megjegyezni, hogy ab initio számításokon kívül gyakran kombinálják félempírikus módszerekkel is. Pl. a 60-as években alkalmazott PPP-CI-módszer szerencsés parametrizációja folytán rendkívül sikeresen írta le számos konjugált szerves molekula gerjesztési spektrumát. A CNDO és INDO modellek spektrumszámításra módosított és parametrizált változatai (CNDO/S, INDO/S) ugyancsak népszerűek és – a CIS-módszerrel kombinálva – meglepően pontosak voltak. Az INDO/S módszert (mai változata az ún. ZINDO) még ma is gyakran, és viszonylag jó eredménnyel alkalmazzák nagy molekulák spektrumainak számítására. Ígéretesnek tűnik az NDDO-módszer spektrumszámításra kihegyezett NDDO-G nevű változata, melyet a 9. fejezetben már említettünk.
Gerjesztési energiák pontosabb számítására használható a CASSCF-módszer, mely természetesen már nem csak egyszeres gerjesztéseket, hanem az alkalmazott aktív tér méretétől függően több-kevesebb sokszorosan gerjesztett determinánst is tartalmaz. Amint tudjuk, a módszer rosszul veszi figyelembe a dinamikus korrelációt. Ezen javíthatunk, ha a CAS hullámfüggvényen még egy másodrendű perturbációs számítást végzünk (CASPT2-módszer). Végezetül, arzenálunk leghatékonyabb tagja, az MRCI módszer igen pontos gerjesztési energiákat ad, csakhogy alkalmazása nagyon kis molekuláris rendszerekre korlátozódik. Mindezekből viszont arra a sajnálatos következtetésre kell jutnunk, hogy gerjesztett állapotok energiájának a számítása nem tartozik ma a rutin feladatok közé, és általánosan alkalmazható de ugyanakkor pontos módszer jelenleg nem létezik.
Zárthéjú molekulák közelítő ionizációs energiáit legegyszerűbben a (6.6. pontban említett) Koopmans-tétel alapján nyerhetjük. Ugyanakkor, a virtuális pályákra mondottak értelmében elektronaffinitások így semmilyen körülmények között nem számíthatók. Mindkét fizikai mennyiség precízen a semleges molekula és a megfelelő ionállapot korrelációs módszerrel kapott energiájának a különbségeként adható meg.
Az elektronátmenet intenzitását a rezgési átmenet intenzitásához hasonlóan (l. 11.6. formula) az átmeneti momentum segítségével definiálhatjuk. Általában nagyon jó közelítés, ha feltételezzük, hogy az átmeneti momentum szétesik egy elektronikus és egy rezgési tagra1:1
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 ahol  [image: Ionok és gerjesztett elektronállapotok] és  [image: Ionok és gerjesztett elektronállapotok] az l-edik és m-edik elektronállapothoz tartozó hullámfüggvény,  [image: Ionok és gerjesztett elektronállapotok] és  [image: Ionok és gerjesztett elektronállapotok] pedig a kiindulási és végállapothoz tartozó rezgési hullámfüggvények. Mivel  [image: Ionok és gerjesztett elektronállapotok] és  [image: Ionok és gerjesztett elektronállapotok] egymásra ortogonálisak, a kifejezés második tagja kiesik. Az első tag baloldali tényezője az elektronátmenet intenzitását szabályozza. Az könnyen eldönthető, hogy az integrál értéke zérus, vagy nem. Mivel a dipólusmomentum-operátor úgy transzformálódik a molekula pontcsoportjában, mint a koordináta-komponensek, a dipólusátmenet akkor lesz megengedett, ha a  
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 direktszorzat a totálszimmetrikus irreducibilis reprezentációt tartalmazza, vagyis, ha  
[image: Ionok és gerjesztett elektronállapotok]

 ugyanabba az irreducibilis reprezentációba tartozik, mint a dipólusmomentum valamelyik komponense. Minthogy az alapállapot rendszerint totálszimmetrikus, ilyenkor a kiválasztási szabály az, hogy a gerjesztett állapot hullámfüggvénye ugyanabba a szimmetria speciesbe essék mint valamelyik koordinátakomponens.
A fotoelektron-spektroszkópiában a végállapotot a pozitív ion és az eltávozó kötetlen elektron együttesen képviselik. Ilyenkor a távozó elektron tetszőleges impulzusmomentumot hordozhat, ezért a fenti kiválasztási szabály mindig teljesül: minden (egyelektromos) fotoionizációs folyamat megengedett.
Az átmeneti momentum vektormennyiség, melynek négyzetét átmeneti valószínűségnek nevezzük, és segítségével kifejezhető az indukált abszorpció (és indukált emisszió) Einstein-féle koefficiense:  
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 Az abszorpciós kísérletben a besugárzó fény egy részét az anyag elnyeli és ezért kezdeti Io intenzitása lecsökken I-re. A spektroszkópiai mérés során az  
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        abszorbanciát mérjük. A (17.5) Lambert–Beer-törvény értelmében az abszorbancia arányos a c koncentrációval és a cella d hosszával, az arányossági tényezőt pedig moláris abszorpciós koefficiensnek nevezzük. A spektrum egyes sávjait a csúcshoz tartozó hullámhossz, vagy hullámszám és az  [image: Ionok és gerjesztett elektronállapotok] értékekkel szokták megadni. Nyilvánvaló azonban, hogy az átmenet intenzitása sokkal pontosabban jellemezhető a sáv alatti területtel. Ez az a mennyiség, amely összefüggésbe hozható a (17.4) Einstein-féle koefficienssel és ezen keresztül a számított intenzitással:  
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 ahol  [image: Ionok és gerjesztett elektronállapotok] az átmenet hullámszáma, N az Avogadro-szám, és h a Planck-állandó. Elektronállapotok közötti átmenet jellemzésére szokták még definiálni a dimenziómentes oszcillátorerősséget:  
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 ahol m, e és c az elektron tömege és töltése, c pedig a fény sebessége. Az oszcillátorerősség számítható az átmeneti valószínűség segítségével is:  
[image: Ionok és gerjesztett elektronállapotok]

 melynek a segítségével összehasonlítható sávok számított és megfigyelt intenzitása. Általában egy megengedett elektromos dipólusátmenet esetén az oszcillátorerősség értéke 1-hez közeli, tiltott átmenetekre pedig  [image: Ionok és gerjesztett elektronállapotok]. (Szimmetriaokok miatt bizonyos átmenetek tiltottak lehetnek, általában azonban különböző effektusok perturbációja miatt ilyenkor is mérhető az átmenet – ha kis intenzitással is.1)
Végezetül megjegyezzük, hogy ha már a gerjesztett állapot energiájának és intenzitásának a számításán túljutottunk, a különböző egyéb tulajdonságokat (pl. geometriákat, rezgési frekvenciákat, oldási effektusokat) az előző fejezetekben ismertetett módszerekkel számíthatjuk.
Spektrumok értelmezése során, midőn összevetjük a kísérleti és számított adatokat, alapvető célunk a kiindulási és végső elektronállapot azonosítása. Ilyenkor gyakran kell azonosítanunk a spektrum rezgési finomszerkezetét, mely a kiindulási és végállapothoz tartozó különböző rezgési állapotok következménye. Gerjesztési, ionizációs, vagy elektronbefogásos folyamatok során a molekularezgések is gerjesztődnek és a kétféle folyamat csatolódik. Adott elektronátmenet során a rezgési finomszerkezet intenzitás-eloszlása a (17.3) megmaradó tagjának jobboldali tényezőjétől, azaz a kiindulási és végállapot rezgési hullámfüggvényének átfedési integráljától függ. Ezt a mennyiséget Franck–Condon-faktornak nevezik.
Vajon honnan tudhatjuk a spektrum alapján, hogy a molekula a gerjesztés, vagy ionizáció során melyik rezgési állapotba került? A kísérleti spektrumokban a legvalószínűbb, azaz legnagyobb intenzitású átmenet az ún. vertikális átmenet, melyet a legnagyobb Franck–Condon-faktorú átmenettel azonosítanak. Ennek közismert elméleti háttere az, hogy az elektronátmenet több nagyságrenddel gyorsabb folyamat, mint a molekularezgések. Ennélfogva feltételezhető, hogy az elektronátmenet alatt a molekula geometriája nem változik: az alapállapothoz tartozó potenciálfelületről „vertikálisan” jutunk a gerjesztett állapothoz tartozó potenciálfelülethez. Ezt nevezik Franck–Condon-elvnek.
A vertikális átmenettől megkülönböztetjük az adiabatikus átmenetet, melynek során a  [image: Ionok és gerjesztett elektronállapotok] rezgési kvantumszámú alapállapotból  [image: Ionok és gerjesztett elektronállapotok] rezgési kvantumszámú gerjesztett állapotba jutunk. Könnyű belátni, hogy vertikális átmenethez tartozó gerjesztési (vagy ionizációs) energiát kapunk, ha a gerjesztett állapot energiáját az alapállapot geometriáján számítjuk. Adiabatikus gerjesztési (vagy ionizációs) energiát jó közelítéssel úgy számíthatunk, hogy az alap és gerjesztett állapotban is az egyensúlyi geometrián határozzuk meg az energiát. Ennek alapján egyértelmű, hogy a Koopmans-tétel szerint számított ionizációs energiák a vertikális ionizációs energiának feleltethetők meg.
17.1. A benzaldehid gerjesztett elektronállapotai [image: Ionok és gerjesztett elektronállapotok]
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           C.R. Silva és J.P. Reilly munkája nyomán (
          J. Phys. Chem
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          100
          , 17111–17123 (1996). ).
        
Elektronspektrumok analízise igen nehéz, mivel legtöbbször csak néhány széles, szerkezet nélküli sávot tartalmaznak, melyek esetleg számos elektronátmenet burkológörbéi. Ezért a gerjesztési energiák megbízható számítása nagyon megkönnyítheti a spektroszkópus életét. Általában a spektrum csúcsai az alapállapot és a különböző gerjesztett állapotok energiakülönbségeinek felelnek meg. A sávok intenzitásai arányosak az oszcillátorerősségekkel melyek az átmeneti dipólusmomentum segítségével ugyancsak számíthatók. Ennek alapján, ha ismerjük az egyes átmenetek energiáit és intenzitását, lehetségessé válik a teljes spektrum reprodukálása, és az eredmény összehasonlítása a gyenge felbontású és több, egymással átfedő sávot tartalmazó kísérleti spektrummal.
A jelen pontban bemutatásra kerülő munkával kettős célt szeretnénk elérni. Egyrészt a CIS módszer használatára mutatunk be példát, másrészt a benzaldehid molekula elektronspektrumának vizsgálatán keresztül az elektronspektrumok analízisének lehetséges szintjeit demonstráljuk.
A benzaldehid planáris,  [image: 17.1. A benzaldehid gerjesztett elektronállapotai \hbox{}^{*}] szimmetriájú molekula, melynek zárthéjú alapállapota a totálszimmetrikus  [image: 17.1. A benzaldehid gerjesztett elektronállapotai \hbox{}^{*}] szinglet állapot. A molekula erősen foszforeszkál, ezért spektroszkópiai szempontból a szinglet és triplett gerjesztett állapota is fontos. A foszforeszcencia során először egy sugárzás nélküli átmenet megy végbe szinglet állapotból triplet állapotba, majd emisszió a triplet állapotból a szinglet alapállapotba. Mivel a szinglet-triplet átmenet tiltott,1 a folyamat lassú.
A molekula alapállapotát a HF-módszerrel, a gerjesztett állapotokat a CIS-módszerrel számították. Minden esetben a 6-31G* bázist használták. Először az alap-, valamint a két legkisebb energiájú szinglet és triplett gerjesztett állapot egyensúlyi geometriáját számították ki. A geometriaoptimálás eredményeit minden optimált szerkezetre második derivált számításokkal ellenőrizték. A gerjesztési energiákat az alap- és gerjesztett állapotú molekulák egyensúlyi geometriáján számították, ennek megfelelően eredményül adiabatikus átmeneteket kaptak. Az egyensúlyi geometriákat a 17.1. ábrán, az adiabatikus gerjesztési energiákat a 17.1. táblázatban mutatjuk be.

          
	 	
                    
                      17.1. ábra. A benzaldehid optimált geometriája alapállapotban és a legalacsonyabb energiájú szinglet és triplett állapotokban. A kötéshosszak  [image: 17.1. A benzaldehid gerjesztett elektronállapotai \hbox{}^{*}]-ben értendők.
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A két legkisebb energiájú szinglet állapot szimmetriája  [image: 17.1. A benzaldehid gerjesztett elektronállapotai \hbox{}^{*}] és  [image: 17.1. A benzaldehid gerjesztett elektronállapotai \hbox{}^{*}] a legkisebb energiájú triplett állapotoké  [image: 17.1. A benzaldehid gerjesztett elektronállapotai \hbox{}^{*}] és  [image: 17.1. A benzaldehid gerjesztett elektronállapotai \hbox{}^{*}]. Ennek megfelelően az alap- és gerjesztett állapotok közötti átmenet egy lehetséges jelölése a két állapothoz tartozó speciest, valamint a kettőt elválasztó, és az átmenetet szimbolizáló nyilat tartalmazza. Meg kell jegyeznünk, hogy a benzaldehidhez hasonló alacsony szimmetriájú rendszerek esetében a csoportelméleti jelölésnek túl sok értelme nincs. Nagyobb szimmetria esetén azonban ez a jelölés a leginkább elfogadott. Egy másik, gyakran használt szimbólumrendszer alapja az MO-formalizmus. A molekula HOMO és LUMO szintjei a  [image: 17.1. A benzaldehid gerjesztett elektronállapotai \hbox{}^{*}] és  [image: 17.1. A benzaldehid gerjesztett elektronállapotai \hbox{}^{*}] pályák (a számozás a legbelső, azaz a legnagyobb energiájú pályával kezdődik), melyek  [image: 17.1. A benzaldehid gerjesztett elektronállapotai \hbox{}^{*}]-, ill.  [image: 17.1. A benzaldehid gerjesztett elektronállapotai \hbox{}^{*}]-típusú, a benzolgyűrűn lokalizált pályák. A  [image: 17.1. A benzaldehid gerjesztett elektronállapotai \hbox{}^{*}] és  [image: 17.1. A benzaldehid gerjesztett elektronállapotai \hbox{}^{*}] pályák ugyancsak  [image: 17.1. A benzaldehid gerjesztett elektronállapotai \hbox{}^{*}]-, és  [image: 17.1. A benzaldehid gerjesztett elektronállapotai \hbox{}^{*}]-típusúak (a  [image: 17.1. A benzaldehid gerjesztett elektronállapotai \hbox{}^{*}] pontcsoportban az  [image: 17.1. A benzaldehid gerjesztett elektronállapotai \hbox{}^{*}] pályák mindig  [image: 17.1. A benzaldehid gerjesztett elektronállapotai \hbox{}^{*}], az  [image: 17.1. A benzaldehid gerjesztett elektronállapotai \hbox{}^{*}] pályák mindig  [image: 17.1. A benzaldehid gerjesztett elektronállapotai \hbox{}^{*}]-típusúak), de a  [image: 17.1. A benzaldehid gerjesztett elektronállapotai \hbox{}^{*}] pálya főként az oxigénen lokalizálódik. Ez utóbbi pályát ezért az oxigén magányos elektronpárjának nevezhetjük.

          
	 	
                    
                      17.1. táblázat. A benzaldehid adiabatikus gerjesztési energiái eV-ban.

                  	 



        

          
	 	
                    [image: 17.1. A benzaldehid gerjesztett elektronállapotai \hbox{}^{*}]
                  	 



        
A benzaldehid legkisebb energiájú szinglet átmenete  [image: 17.1. A benzaldehid gerjesztett elektronállapotai \hbox{}^{*}] típusú, a következő pedig  [image: 17.1. A benzaldehid gerjesztett elektronállapotai \hbox{}^{*}] jellegű. Noha ez a jelölésmód nagyon elterjedt, ismételten hangsúlyozzuk, hogy az elektronátmenet feltételezése betöltött és virtuális pályák között nélkülözi a fizikai realitásnak még csíráját is. Ez esetben sem egyszerűen pályák közötti átmenetről van szó, hanem a 17.1. egyenlet alapján számított alap- és gerjesztett állapotok közötti átmenetről, ezt kell a jelölés mögött érteni. Még ezen is túl kell lépnünk, hiszen a gerjesztett determinánsok CIS-módszer szerinti lineáris kombinációi adják a megfelelő gerjesztett állapotokat, illetve azok energiáit. A táblázatból azt olvashatjuk ki például, hogy az első szinglet átmenet a  [image: 17.1. A benzaldehid gerjesztett elektronállapotai \hbox{}^{*}] és a  [image: 17.1. A benzaldehid gerjesztett elektronállapotai \hbox{}^{*}] „átmenetek” 58:37 arányú lineáris kombinációjaként adható meg és a HOMO-LUMO átmenet ([image: 17.1. A benzaldehid gerjesztett elektronállapotai \hbox{}^{*}]) csak a második, de ez is kombinálódik még néhány egyéb átmenettel. Ez a jelölésmód, mely formálisan „elemi” átmenetek lineáris kombinációjaként adja meg az elektronátmenetet, jellemző a CIS számításokra, de természetesen nem használható akkor, ha a CI-számításba magasabb gerjesztéseket is figyelembe veszünk.
Igen érdekes, hogy a benzaldehid minden vizsgált állapota a  [image: 17.1. A benzaldehid gerjesztett elektronállapotai \hbox{}^{*}] állapot kivételével planáris. Az  [image: 17.1. A benzaldehid gerjesztett elektronállapotai \hbox{}^{*}] állapotba való gerjesztés során a gyűrű geometriája szinte alig változik, a C = O kötés viszont jellegzetesen megnyúlik kb. 0,07  [image: 17.1. A benzaldehid gerjesztett elektronállapotai \hbox{}^{*}]-mel. A C = O kötés gyengülésére a spektrumok rezgési finomszerkezetéből is következtethetünk.
Az  [image: 17.1. A benzaldehid gerjesztett elektronállapotai \hbox{}^{*}] állapotba való gerjesztés során a gyűrű geometriája határozottan aszimmetrikussá válik. A gyűrűben két rövidebb és négy hosszabb C–C kötés található, a szerkezet a kinonra hasonlít. A C = O kötés valamivel kevésbé nyúlik meg, mint az előbbiekben, ugyanakkor a Ph–CHO kötés rövidül, jelezve ezzel a kettőskötés jelleget. A számított rezgési frekvenciák az említett változásokat jól tükrözik.
A számított gerjesztési energiák szisztematikusan nagyobbak, mint a kísérleti adatok. Az alkalmazott bázis használata mellett az eltérés a CIS-módszerre jellemző, nagysága tipikusnak mondható. Megjegyezzük, hogy a bázis növekedésével a hiba csökkenthető ugyan, de a CIS-módszertől pontos gerjesztési energiák nem várhatók el. Érdekes eredmény, hogy a triplet  [image: 17.1. A benzaldehid gerjesztett elektronállapotai \hbox{}^{*}] energia nagyobb, mint az  [image: 17.1. A benzaldehid gerjesztett elektronállapotai \hbox{}^{*}] energia. Ez ellentmondásban van az általános véleménnyel, mely szerint az  [image: 17.1. A benzaldehid gerjesztett elektronállapotai \hbox{}^{*}] átmenetek mindig kisebb energiájúak, mint a  [image: 17.1. A benzaldehid gerjesztett elektronállapotai \hbox{}^{*}] átmenetek. A jelenség egy lehetséges magyarázata, hogy az aromás gyűrűvel való konjugáció a  [image: 17.1. A benzaldehid gerjesztett elektronállapotai \hbox{}^{*}] állapotot jobban stabilizálja, mint a  [image: 17.1. A benzaldehid gerjesztett elektronállapotai \hbox{}^{*}] állapotot. A magyarázat (hmm) talán elfogadható, az eredmény viszont csak akkor, ha valóban sikerül megmérni a kérdéses átmenetet.


17.2. Az imidazol legkisebb energiájú gerjesztett állapota [image: 17.1. A benzaldehid gerjesztett elektronállapotai \hbox{}^{*}]
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           L. Serrano-Andrés, M.P. Fülscher, B.O. Roos és M. Merchán munkája alapján (
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          , 6484–6491 (1996). ).
        
Az imidazol a benzaldehidhez hasonlóan  [image: 17.2. Az imidazol legkisebb energiájú gerjesztett állapota \hbox{}^{*}] szimmetriájú planáris molekula. Biokémiai jelentőségét az adja, hogy a hisztidin nevű aminosav funkciós csoportja. Vizsgálatának az lehet a gyakorlati haszna, hogy segítségével a hisztidin-tartalmú anyagok fontos szerkezet-hatás összefüggéséhez nyerhető újabb adat.
Az imidazol abszorpciós spektrumát etanolos és vizes fázisban mérték. Ilyen körülmények között a spektrumban a rezgési finomszerkezet elmosódik, ezért a rezgési átmeneteket a számításokban sem szükséges figyelembe venni. A spektrumban két széles sáv figyelhető meg, a sávmaximumok 207 nm (6,00 eV) és 190 nm (6,5 eV) hullámhossznál találhatók. Korábbi spektroszkópiai munkák szerint mindkettő  [image: 17.2. Az imidazol legkisebb energiájú gerjesztett állapota \hbox{}^{*}] átmenethez rendelhető. A pirrol szerkezetével való analógia alapján egyébként négy  [image: 17.2. Az imidazol legkisebb energiájú gerjesztett állapota \hbox{}^{*}] átmenet, két  [image: 17.2. Az imidazol legkisebb energiájú gerjesztett állapota \hbox{}^{*}] átmenet, valamint további Rydberg-átmenetek várhatók a spektrumban. Mivel az adiabatikus átmenetek helye a lankás sávokon aligha azonosítható, a számítások is a vertikális átmenetet célozták meg. Ez azzal a könnyebbséggel jár, hogy a gerjesztett állapotokat az alapállapot geometriáján lehet számítani. Az így nyert vertikális gerjesztési energiák a kísérleti spektrum sávjaival összehasonlíthatók.
A vizsgálatokhoz a CASSCF-módszert használták, mely a nemdinamikus elektronkorrelációt jól írja le. A dinamikus korrelációt másodrendű perturbációs módszerrel közelítették (azaz a CASPT2-módszerrel dolgoztak). Amint tudjuk, bármely multikonfigurációs módszer sarkpontja és legfontosabb kérdése a megfelelő konfigurációk kiválasztása. Jelen példában az aktív tér tartalmazza az imidazol három legmagasabb betöltött pályáját – ezek a  [image: 17.2. Az imidazol legkisebb energiájú gerjesztett állapota \hbox{}^{*}],  [image: 17.2. Az imidazol legkisebb energiájú gerjesztett állapota \hbox{}^{*}] és  [image: 17.2. Az imidazol legkisebb energiájú gerjesztett állapota \hbox{}^{*}] pályák (az utóbbi képviseli a piridin-típusú nitrogén magányos elektronpárját) – valamint a  [image: 17.2. Az imidazol legkisebb energiájú gerjesztett állapota \hbox{}^{*}] és  [image: 17.2. Az imidazol legkisebb energiájú gerjesztett állapota \hbox{}^{*}] virtuális pályákat. Ezeken kívül a Rydberg átmenetek2 számításához még négy további, megfelelő szimmetriájú diffúz pályát (3s,  [image: 17.2. Az imidazol legkisebb energiájú gerjesztett állapota \hbox{}^{*}],  [image: 17.2. Az imidazol legkisebb energiájú gerjesztett állapota \hbox{}^{*}],  [image: 17.2. Az imidazol legkisebb energiájú gerjesztett állapota \hbox{}^{*}]) foglaltak az aktív térbe.
Az így leírt Rydberg-állapotok legtöbbje a HOMO-ról való gerjesztésnek felel meg. A Rydberg- és vegyértékállapotok leírásában a dinamikus korreláció hozzájárulása eléggé különbözik. Amennyiben ezt nem vesszük figyelembe a számítások során, a kétféle átmenet mesterséges keveredése fog bekövetkezni. E káros hatás elkerülése végett először egy CAS-számítással optimálták a Rydberg-pályákat, majd az optimált pályákat eltávolítva az aktív térből egy újabb CAS-számítással a gerjesztett vegyértékállapotokat optimálták.
A számítások során [4s, 3p, 1d] kontrahált ANO bázist használtak a nitrogénre és szénre, és [2s,1p] bázist a hidrogénekre. A nehézatomokat ezen kívül kiegészítették 1s, 1p és 1d Rydberg-függvényekkel, melyeket a  [image: 17.2. Az imidazol legkisebb energiájú gerjesztett állapota \hbox{}^{*}] kation töltésközéppontjába helyeztek. (Ez többé-kevésbé a gyűrű közepén található.) Az alap- és gerjesztett állapotok számításához is a mikrohullámú spektroszkópiai úton nyert geometriát használták.

          
	 	
                    
                      17.2. táblázat. A gázfázisú imidazol szinglet gerjesztési energiái (eV-ban) és oszcillátorerősségei.

                  	 



        

          
	 	
                    [image: 17.2. Az imidazol legkisebb energiájú gerjesztett állapota \hbox{}^{*}]
                  	 



        

          
	 	
                    
                      17.3. táblázat. A gázfázisú imidazol triplett gerjesztési energiái (eV-ban) és oszcillátorerősségei.

                  	 



        

          
	 	
                    [image: 17.2. Az imidazol legkisebb energiájú gerjesztett állapota \hbox{}^{*}]
                  	 



        
A számítások elsődleges eredménye az egyes állapotok (alapállapothoz viszonyított) energiája. Ezek közül a legkisebb energiájú néhány szinglet és triplett állapot a 17.2. és 17.3. táblázatban látható. Minthogy a szinglet-triplet átmenet tiltott és az ezekhez tartozó oszcillátorerősség zérus, a 17.3. táblázatból ezek az értékek hiányoznak. A gerjesztett állapotokat növekvő energia szerinti sorszámukkal, szimmetriájukkal és multiplicitásukkal jellemezzük. Zárójelben feltüntettük az átmenetek MO-jelölését is. A „val” jelölés vegyértékátmenetet jelent, a többi értelemszerűen Rydberg-átmenet. Jól látszik, hogy az utóbbiból sokkal több van. A  [image: 17.2. Az imidazol legkisebb energiájú gerjesztett állapota \hbox{}^{*}] jelölés pl. azt jelenti, hogy az  [image: 17.2. Az imidazol legkisebb energiájú gerjesztett állapota \hbox{}^{*}] szimmetriájú HOMO szintről gerjesztünk az  [image: 17.2. Az imidazol legkisebb energiájú gerjesztett állapota \hbox{}^{*}] főkvantumszámú p-típusú Rydberg-pályára.
Amint tudjuk, a számított oszcillátorerősségek az intenzitással arányosak, ennélfogva segítenek azonosítani a spektrum intenzív sávjait. A 17.2. táblázatból látható pl. hogy a „számított” spektrumban mindössze három intenzív átmenet várható a  [image: 17.2. Az imidazol legkisebb energiájú gerjesztett állapota \hbox{}^{*}], az  [image: 17.2. Az imidazol legkisebb energiájú gerjesztett állapota \hbox{}^{*}] és a  [image: 17.2. Az imidazol legkisebb energiájú gerjesztett állapota \hbox{}^{*}] állapotokba történő gerjesztéssel, és az ezekhez tartozó gerjesztési energia sorrendben 8,51, 7,15 és 6,72 eV. Persze az így számított gerjesztési energiák egyetlen elszigetelt molekula elektronátmeneteit jellemezhetik csupán, tehát legfeljebb csak a ritkított gázfázisú spektrummal hasonlíthatók össze – ilyen kísérleti adatunk sajnos nincs. Ismerjük azonban a viszonylag egyszerű SCRF-modellt (l. 15. fejezet), melyet éppen az ilyen esetekre találtak ki. Tudnunk kell azt is, hogy oldatspektrumokban a Rydberg-átmenetek elmosódnak és sohasem láthatók. Ez könnyítést jelent, hiszen az aktív térből kimaradhatnak a Rydberg-pályák és elegendő csak a vegyértéksávokkal foglalkozni. Az így számított átmeneti energiákat etanol és víz oldószerek esetében a 17.4. táblázatba gyűjtöttük. Amint látható, a gerjesztési energiák a tapasztalattal megegyezően azonosak a két oldószer esetén, csupán a sávintenzitásokban mutatkozik némi különbség. Az egyezés a kísérleti UV-spektrum első két sávjával igen jó, a harmadik, legnagyobb intenzitású sáv nem mérhető, mivel a távoli UV tartományba esik.3

          
	 	
                    
                      17.4. táblázat. Az imidazol gázfázisú, valamint vizes és etanolos fázisú (számított és kísérleti) gerjesztési energiái (eV) és oszcillátorerősségei.

                  	 



        

          
	 	
                    [image: 17.2. Az imidazol legkisebb energiájú gerjesztett állapota \hbox{}^{*}]
                  	 



        

          
          
          [image: 17.2. Az imidazol legkisebb energiájú gerjesztett állapota \hbox{}^{*}]
           Etanolra  
          [image: 17.2. Az imidazol legkisebb energiájú gerjesztett állapota \hbox{}^{*}]
          ,  
          [image: 17.2. Az imidazol legkisebb energiájú gerjesztett állapota \hbox{}^{*}]
          , vízre  
          [image: 17.2. Az imidazol legkisebb energiájú gerjesztett állapota \hbox{}^{*}]
          ,  
          [image: 17.2. Az imidazol legkisebb energiájú gerjesztett állapota \hbox{}^{*}]
          . A vizes és etanolos oldatban a sávok helyzete megegyezik.
        
A CAS számítás CI-koefficiensei segítségével azonosítható az átmenetek eredete, azaz a különböző HF-pályák relatív súlya. Ezt illusztrálja a 17.5. táblázat. Látható például, hogy amíg a  [image: 17.2. Az imidazol legkisebb energiájú gerjesztett állapota \hbox{}^{*}] gerjesztésben – azaz a  [image: 17.2. Az imidazol legkisebb energiájú gerjesztett állapota \hbox{}^{*}] átmenetben – a  [image: 17.2. Az imidazol legkisebb energiájú gerjesztett állapota \hbox{}^{*}] és a  [image: 17.2. Az imidazol legkisebb energiájú gerjesztett állapota \hbox{}^{*}] „egyelektronos átmenetek” szerepe döntő jelentőségű, az  [image: 17.2. Az imidazol legkisebb energiájú gerjesztett állapota \hbox{}^{*}] gerjesztés legnagyobbrészt a HOMO-LUMO átmenetet foglalja magában. A táblázat tartalmazza az aktív térben a természetes pályák betöltési számait is. A  [image: 17.2. Az imidazol legkisebb energiájú gerjesztett állapota \hbox{}^{*}],  [image: 17.2. Az imidazol legkisebb energiájú gerjesztett állapota \hbox{}^{*}] és  [image: 17.2. Az imidazol legkisebb energiájú gerjesztett állapota \hbox{}^{*}] pályák az MO modellben kétszeresen betöltöttek, az  [image: 17.2. Az imidazol legkisebb energiájú gerjesztett állapota \hbox{}^{*}] pedig virtuális, tehát „üres” pálya. A betöltési számok ehhez képest alapvetően változnak a CASSCF-számítás során: az első három pálya betöltési száma jóval kettő alatt van, de ugyanakkor az üres pálya populációja jelentőssé válik.

          
	 	
                    
                      17.5. táblázat. Az imidazol CASSCF hullámfüggvényei, betöltési számai és a  [image: 17.2. Az imidazol legkisebb energiájú gerjesztett állapota \hbox{}^{*}],  [image: 17.2. Az imidazol legkisebb energiájú gerjesztett állapota \hbox{}^{*}] és  [image: 17.2. Az imidazol legkisebb energiájú gerjesztett állapota \hbox{}^{*}] állapotok CASPT2 gerjesztési energiái. [image: 17.2. Az imidazol legkisebb energiájú gerjesztett állapota \hbox{}^{*}]
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          [image: 17.2. Az imidazol legkisebb energiájú gerjesztett állapota \hbox{}^{*}]
           A pályaenergiák SCF számítások alapján a következők (zárójelben a pálya jellege):  
          [image: 17.2. Az imidazol legkisebb energiájú gerjesztett állapota \hbox{}^{*}]
           eV,  
          [image: 17.2. Az imidazol legkisebb energiájú gerjesztett állapota \hbox{}^{*}]
           eV,  
          [image: 17.2. Az imidazol legkisebb energiájú gerjesztett állapota \hbox{}^{*}]
           eV,  
          [image: 17.2. Az imidazol legkisebb energiájú gerjesztett állapota \hbox{}^{*}]
           eV,  
          [image: 17.2. Az imidazol legkisebb energiájú gerjesztett állapota \hbox{}^{*}]
           eV,  
          [image: 17.2. Az imidazol legkisebb energiájú gerjesztett állapota \hbox{}^{*}]
           eV.
        
Az elmondottakból látható, hogy a CASSCF- és CASPT2-számításokból hatalmas mennyiségű információhoz jutunk. Az ismertetett munkában ebből csupán egy egész kis részt használtunk fel a kísérleti spektrum reprodukálásához és jellemzéséhez. Ennek legfőbb oka az, hogy csak egy kísérleti oldatspektrum állt rendelkezésre, mely maga is csak elenyésző információt szolgáltat a molekula gerjesztett állapotairól. Természetesen jobb felbontású kísérleti spektrum nagyobb elméleti „felbontást” igényel. Gőzfázisú spektrumban megtalálhatók lennének mindazon Rydberg- és egyéb sávok, melyeket az oldatspektrumokban hiába is keresnénk.

17.3. A HFCS ionizációs energiái [image: 17.2. Az imidazol legkisebb energiájú gerjesztett állapota \hbox{}^{*}]




          
          
          [image: 17.3. A HFCS ionizációs energiái \hbox{}^{*}]
           J. Baker, V.A. Butcher, J.M. Dyke és E.P.F. Lee munkája alapján (
          J. Phys. Chem
          . 
          99
          , 10147–10158 (1995). ).
        
A fluor reakciókészsége közismerten igen nagy; szinte alig van olyan anyag, mellyel ne lépne gyors és hatékony reakcióba. E tulajdonságát gyakran hasznosítják különböző vizsgálatok során. A reakciókban keletkezett érdekes szerkezetű, és gyakran igen rövid élettartamú termékek azután in situ tanulmányozhatók különböző spektroszkópiai módszerekkel.
A fluor molekula dimetil-szulfiddal (DMS) és dimetil-diszulfiddal (DMDS) való gázfázisú reakcióját az elmúlt évtizedben többen vizsgálták és a reakció fő termékeit meghatározták. Ezek a HF,  [image: 17.3. A HFCS ionizációs energiái \hbox{}^{*}], HCF,  [image: 17.3. A HFCS ionizációs energiái \hbox{}^{*}] és  [image: 17.3. A HFCS ionizációs energiái \hbox{}^{*}], melyek relatív aránya a reakció körülményeitől és a reagensek arányától függ. A termékek újabb, fotoelektronspektroszkópiás vizsgálata viszont azt sugalja, hogy bizonyos kísérleti körülmények között valamely másodlagos reakciótermék is keletkezik. A sávok jellegét és energiáját tanulmányozva, és ismert rokon származékok (pl. HFCO) spektrumaival összehasonlítva feltételezhető, hogy az eddig ismeretlen termék a HFCS-molekula. A számítások célja ennek a feltételezésnek a megerősítése, vagy elvetése.
A számításokhoz a standard G1/G2 módszereket használták. A HFCS nem lineáris molekula, szimmetriája (már megint)  [image: 17.3. A HFCS ionizációs energiái \hbox{}^{*}]. A semleges alapállapot  [image: 17.3. A HFCS ionizációs energiái \hbox{}^{*}], az ion alapállapota  [image: 17.3. A HFCS ionizációs energiái \hbox{}^{*}] szimmetriájú. A Koopmans-tétel alapján értelmezve a spektrumot, az első ionizáció a HOMO szintről, vagyis a kén magányos elektronpárjáról egy elektron eltávolítását jelenti. A második ionállapot úgy érhető el, hogy egy elektront a C = S kötésen lokalizált  [image: 17.3. A HFCS ionizációs energiái \hbox{}^{*}]-jellegű  [image: 17.3. A HFCS ionizációs energiái \hbox{}^{*}] pályáról szakítunk le. Amíg az első két sáv előre láthatóan a többi reakciótermék spektrumának „üres” területein jelenik meg és így jól azonosítható, a harmadik sáv várhatóan az egyéb termékek intenzív fotoelektron-sávjainak a tartományába esik, ezért analízise szinte reménytelen. Ennélfogva a harmadik ionállapottal a szerzők nem is foglalkoztak.
Elsőként, mint rendesen, a semleges molekula, valamint a két legkisebb energiájú ionállapot egyensúlyi geometriáját kell kiszámítani (17.6. táblázat). Természetesen mindhárom esetben második derivált számításokkal bizonyították, hogy a talált egyensúlyi szerkezet a potenciálfelület valódi minimuma. (A számított harmonikus rezgési frekvenciák ugyancsak a 17.6. táblázatban láthatók.)

          
	 	
                    
                      17.6. táblázat. A  [image: 17.3. A HFCS ionizációs energiái \hbox{}^{*}] és  [image: 17.3. A HFCS ionizációs energiái \hbox{}^{*}]([image: 17.3. A HFCS ionizációs energiái \hbox{}^{*}] és  [image: 17.3. A HFCS ionizációs energiái \hbox{}^{*}]) optimált geometriái és harmonikus rezgési frekvenciái UMP2/6-31G* számítások alapján. [image: 17.3. A HFCS ionizációs energiái \hbox{}^{*}]
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          [image: 17.3. A HFCS ionizációs energiái \hbox{}^{*}]
           Kötéshosszak  
          [image: 17.3. A HFCS ionizációs energiái \hbox{}^{*}]
          -ban, kötésszögek fokban, rezgési frekvenciák  
          [image: 17.3. A HFCS ionizációs energiái \hbox{}^{*}]
          -ben.
        
A 17.7. táblázatban az alapállapotú molekula és a két tanulmányozott ionállapot a különböző szinteken számított energiáit hasonlíthatjuk össze. Az adiabatikus ionizációs energiák pontos meghatározásához a rezgési zéruspont energiák figyelembe vétele is fontos, a két utolsó számítás ezt mutatja. A ZPE értékeket MP2/6-31g* szinten számított rezgési frekvenciákból nyerték, a szakirodalomban gyakran alkalmazott 0,93-as skálafaktort használva. Amíg a semleges alapállapot zárthéjú rendszer, ezért spinszennyeződés nem lép fel, a HFCS+ ionok esetén a spinszennyeződés problémát okozhat, ezért vizsgálata kötelező. Jelen esetben a pozitív ion X alapállapotára az UMP2 számításban  [image: 17.3. A HFCS ionizációs energiái \hbox{}^{*}] adódott, a spin projektálás ezt 0,752-re csökkentette, ami már elfogadható érték (dublett állapotra az elméleti érték  [image: 17.3. A HFCS ionizációs energiái \hbox{}^{*}]). A gerjesztett A ionállapoton spinszennyeződés nem volt kimutatható.

          
	 	
                    
                      17.7. táblázat. A  [image: 17.3. A HFCS ionizációs energiái \hbox{}^{*}] és  [image: 17.3. A HFCS ionizációs energiái \hbox{}^{*}] ([image: 17.3. A HFCS ionizációs energiái \hbox{}^{*}] és  [image: 17.3. A HFCS ionizációs energiái \hbox{}^{*}]) UMP2/6-31G* geometria optimumon számított energiái a.e.-ben. [image: 17.3. A HFCS ionizációs energiái \hbox{}^{*}]
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          [image: 17.3. A HFCS ionizációs energiái \hbox{}^{*}]
           A QCISD(T) számítások kívételével spin-projektált energiák.
        

          
	 	
                    
                      17.8. táblázat. A HFCS adiabatikus és vertikális ionizációs energiái (eV-ban).

                  	 



        

          
	 	
                    [image: 17.3. A HFCS ionizációs energiái \hbox{}^{*}]
                  	 



        
A számított energiák segítségével kapjuk meg az X és A állapotokhoz tartozó adiabatikus ionizációs energiákat (17.8. táblázat). Természetesen a vertikális ionizációs energiák is megadhatók, ezeket az ionoknak az alapállapot geometriáján számított energiáiból nyerhetjük.
A kísérleti fotoelektronspektrumot tanulmányozva egy jól kivehető vibrációs progresszió tünik fel a  [image: 17.3. A HFCS ionizációs energiái \hbox{}^{*}] sávban. Az egyes csúcsok közötti távolság 136060  [image: 17.3. A HFCS ionizációs energiái \hbox{}^{*}]. Amint tudjuk, rezgési finomszerkezetet különböző rezgési állapotok gerjesztése hozhat létre. A 17.8. táblázatból az is látszik, hogy e sávban az adiabatikus és vertikális ionizáció egybeesik, vagyis a semleges molekula rezgési alapállapotából az ion v [image: 17.3. A HFCS ionizációs energiái \hbox{}^{*}]0 rezgési alapállapotába történik a legvalószínűbb átmenet. Egy négyatomos nemlineáris molekulának 6 normálrezgése van. Kérdés, vajon melyik kombinálódik az ionizáció folyamatával? Vizsgáljuk meg ismét a 17.6. táblázat adatait! A legközelebb eső számított rezgési frekvencia 1505  [image: 17.3. A HFCS ionizációs energiái \hbox{}^{*}]. Tudjuk, hogy a számított harmonikus frekvenciák legtöbbször nagyobbak, mint a valódi anharmonikus értékek. Az eltérést csökkentendő alkalmazhatjuk a szokásos 0,93-as skálafaktort, így a kísérlettel jól egyező 1400  [image: 17.3. A HFCS ionizációs energiái \hbox{}^{*}] adódik. A rezgési képet vizsgálva megállapítható, hogy ez a rezgés jellegében az FCS-csoporthoz rendelhető és a csoport tengelyének az irányába mutat. A fenti rezgési analízist nem csak a számítási eredmények támasztják alá, hanem hasonló molekulák, mint a  [image: 17.3. A HFCS ionizációs energiái \hbox{}^{*}] és  [image: 17.3. A HFCS ionizációs energiái \hbox{}^{*}] fotoelektron-spektrumában észlelhető rezgési finomszerkezetek analízise is.
A második fotoelektron sáv rezgési finomszerkezete hasonló módon vizsgálható. Ebben a sávban két progresszió észlelhető, melyekre a csúcsok közötti távolságokból 145080  [image: 17.3. A HFCS ionizációs energiái \hbox{}^{*}] és 75080  [image: 17.3. A HFCS ionizációs energiái \hbox{}^{*}] adódik. A 17.6. táblázatból a számított (és skálázott) legközelebbi frekvenciák 1492 és 888  [image: 17.3. A HFCS ionizációs energiái \hbox{}^{*}]. Eszerint az A  [image: 17.3. A HFCS ionizációs energiái \hbox{}^{*}] ionizáció során a C = S és C–F vegyértékrezgések az ionizációval szimultán gerjesztődnek. Következtetéseinket ismételten megerősítik a  [image: 17.3. A HFCS ionizációs energiái \hbox{}^{*}] és  [image: 17.3. A HFCS ionizációs energiái \hbox{}^{*}] fotoelektron-spektrumából nyert adatok.

17.4. A vaskloridnak és ionjainak termokémiája [image: 17.3. A HFCS ionizációs energiái \hbox{}^{*}]
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           R.D. Bach, D.S. Shobe, H.B. Schlegel és C.J. Nagel munkája alapján (
          J. Phys. Chem
          . 
          100
          , 8770–8776 (1996)).
        
A most következő példa annyiban különbözik az előzőktől, hogy nem kötődik közvetlen spektroszkópiai megfigyelésekhez. Célja a címbéli vegyületek termodinamikai adatainak számítása – ebből a szempontból akár a 12. fejezethez is kapcsolhatnánk. Ahhoz azonban, hogy ezeket megkapjuk, az egyes molekulák és ionok különböző állapotaihoz tartozó ionizációs energiák számítása elengedhetetlen, ezért érdemesebb a példát a jelen fejezetben tárgyalnunk. További fontos szempont, mely ugyancsak e megoldás felé billenti a mérleget, hogy az átmeneti fém vegyületeknek számos kisenergiájú állapota létezik, melyek közül a pontos adatok meghatározásához ki kell választani az alapállapotot, ez pedig nem mindig egyszerű és egyértelmű.
Ez utóbbi probléma kihat a termodinamikai mennyiségek számíthatóságára is. Amint láttuk, termodinamikai adatok statisztikus mechanikai számításához alapvető fontosságú az állapotösszeg definiálása. A 12. fejezetben megmutattuk, hogy az elektronikus állapotösszeg egyenlő az illető állapot degenerációjának a fokával azaz szerves anyagok nagyrészénél 1-gyel (l. 12.8. formula). Ez azonban csak akkor igaz, ha az alapállapot jól definiált és a legközelebbi gerjesztett szint energiája az alapállapothoz képest elég nagy ahhoz, hogy termodinamikai valószínűsége elhanyagolható legyen. Átmeneti fém vegyületeknél a helyzet sokkal bonyolultabb: ekkor minden, az alapállapothoz energiában közeleső, és ezért statisztikusan betölthető állapotot figyelembe kell venni az összegzésben, és így az átlagos energia kifejezésében. Emiatt az entrópia-tag, és vele együtt a többi termodinamikai állapotfüggvény is változni fog.
Átmeneti fémek pontos termokémiai – termodinamikai adatainak ismerete nem csak a különböző kémiai folyamatok megértéséhez fontos, de komoly gyakorlati haszna van pl. a metallurgiában is. Mivel e vegyületek közül is kiemelkedő jelentőségűek a vas és sói, nagyon fontos, hogy megismerjük ezeknek az anyagoknak a sajátságait és e sajátságok változását a hőmérséklettel. A számítások ehhez nyújtanak adalékokat. A 17.9. táblázat az ismert kísérleti termodinamikai adatokat listázza.

          
	 	
                    
                      17.9. táblázat. A  [image: 17.4. A vaskloridnak és ionjainak termokémiája \hbox{}^{*}] molekulák kísérleti termokémiai adatai. [image: 17.4. A vaskloridnak és ionjainak termokémiája \hbox{}^{*}]
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           KDE: kötés disszociációs entalpia, KDSZ: kötés disszociációs szabadentalpia.
        
A kvantumkémiai számításokhoz a szerzők kétféle bázist használtak. A kisebb, és a továbbiakban B1-gyel jelölt bázis a vasatomhoz (15s,11p,6d,3f)/[9s,6p,3d,3f], a klórhoz (13s,9p,1d)/[7s,5p,1d] kontrakciós sémát rendel. A nagyobb, B2-es bázis a B1 bázis további polarizációs függvényekkel való kiegészítése. Az új kontrakciós séma a vasnál (15s,11p,8d,3f)/[9s,6p,5d,3f], a klórnál pedig (14s,11p,3d,1f)/[7s,6p,3d,1f]. A kisebb bázis 63 függvényt tartalmaz a vason és 27-et a klóratomon, a nagyobb pedig 73-at illetve 47-et. A számításokhoz speciális módszert alkalmaztak, mely filozófiájában rokon a 8.4. pontban bemutatott összetett kémiai modellekkel. A számítás célja a QCISD(T)/B2 szint becslése – jóval kisebb költséggel. Ehhez először a geometriát, valamint a harmonikus rezgési frekvenciákat számították MP2/B1 szinten, majd az eredményt újraoptimálták a QCISD/B1 szinten. Ez már egészen biztosan igen jó geometriai adatokat ad. Megtartva ezt a geometriát ezután energiaszámítás következett a QCISD(T)/B1, MP2/B1 és az MP2/B2 szinteken. Az adatokból az energiakülönbségeket úgy számították, hogy a QCISD(T)/B1 energiához hozzáadták a QCISD/B1 geometrián számított MP2/B2 és MP2/B1 energiák különbségét, vagyis feltételezték, hogy a nagyobb bázis, valamint a magasabb korrelációs szint hatása additív. Az ilyen módon becsült eredmények a QCISD(T)/B2//QCISD(T)/B1 szintet közelítik. Az ismertetett sémához képest az egyik kivétel a  [image: 17.4. A vaskloridnak és ionjainak termokémiája \hbox{}^{*}] anion, melynek mérete nem tette lehetővé a magas szintű számításokat, ezért ennek geometriáját és frekvenciáját csak az MP2/B1 szinten számították, tehát csak a QCISD(T)/B2//MP2/B1 szintet közelítették. A másik kivétel a  [image: 17.4. A vaskloridnak és ionjainak termokémiája \hbox{}^{*}] kation, melyben a nemdinamikus korreláció az előzetes vizsgálatok szerint különösen fontos. Mivel a legtöbb fontos konfiguráció egyszeresen gerjesztett, kézenfekvő a BD-elméletet használata az ion megfelelőbb leírására. Ekkor az  [image: 17.4. A vaskloridnak és ionjainak termokémiája \hbox{}^{*}] energiáját a QCISD(T)/B2//QCISD(T)/B1 szint helyett a következő kacifántos úton számították:

        
[image: 17.4. A vaskloridnak és ionjainak termokémiája \hbox{}^{*}]

Átmeneti fém vegyületek számítása során meg kell találnunk a molekula megfelelő spinállapotát is. A spinállapot kvalitatív leírására felhasználható az ún. ligandumtér-elmélet,4 melynek a segítségével megjósolható, hogy mely ligandumokkal várható nagyspinű, ill. kisspinű alapállapot. Ennek alapján az Fe(II) és Fe(0) alapállapotok várhatóan kvintettek, az Fe(III) és Fe(I) alapállapotok pedig szextettek. Minthogy a nyílthéjú rendszereknek megfelelő „unrestricted” hullámfüggvényeket használunk, vizsgálni kell a spinszennyeződést is. Ez általában elhanyagolhatónak mutatkozott, azaz kvintet esetén  [image: 17.4. A vaskloridnak és ionjainak termokémiája \hbox{}^{*}], szextet esetén pedig  [image: 17.4. A vaskloridnak és ionjainak termokémiája \hbox{}^{*}]. Az egyetlen nagyobb, de még mindig elfogadható eltérés az  [image: 17.4. A vaskloridnak és ionjainak termokémiája \hbox{}^{*}]-nél mutatkozott, melynél  [image: 17.4. A vaskloridnak és ionjainak termokémiája \hbox{}^{*}].
Az entalpiák 0 K-ről 298,15 és 2000K-re való konvertálására MP2/B1 számítások alapján kapott termikus energiákat és entrópia értékeket használhatjuk. A termikus energiák a transzlációs, forgási és rezgési járulékokból, az entrópiák a transzlációs, forgási, rezgési és elektronikus járulékokból számíthatók. Az entrópia elektronikus hozzájárulása az FeCl és  [image: 17.4. A vaskloridnak és ionjainak termokémiája \hbox{}^{*}] esetében a kísérleti spektroszkópiai adatokból nyert energiaszintekből kapható meg. Mindkét esetben 3-3 szintet vettek figyelembe (az FeCl-hez a  [image: 17.4. A vaskloridnak és ionjainak termokémiája \hbox{}^{*}] alapállapotot, valamint a  [image: 17.4. A vaskloridnak és ionjainak termokémiája \hbox{}^{*}] és  [image: 17.4. A vaskloridnak és ionjainak termokémiája \hbox{}^{*}] alacsonyan fekvő gerjesztett állapotokat, előbbit 1211  [image: 17.4. A vaskloridnak és ionjainak termokémiája \hbox{}^{*}], utóbbit 2515  [image: 17.4. A vaskloridnak és ionjainak termokémiája \hbox{}^{*}] energiával, az  [image: 17.4. A vaskloridnak és ionjainak termokémiája \hbox{}^{*}]-hez a  [image: 17.4. A vaskloridnak és ionjainak termokémiája \hbox{}^{*}] alapállapotot és a  [image: 17.4. A vaskloridnak és ionjainak termokémiája \hbox{}^{*}] és  [image: 17.4. A vaskloridnak és ionjainak termokémiája \hbox{}^{*}] állapotokat 4800  [image: 17.4. A vaskloridnak és ionjainak termokémiája \hbox{}^{*}], és 7140  [image: 17.4. A vaskloridnak és ionjainak termokémiája \hbox{}^{*}] energiával). Az így számított elektronikus hozzájárulás az FeCl-nél még 2000K-en is csak 1,3 cal  [image: 17.4. A vaskloridnak és ionjainak termokémiája \hbox{}^{*}], az  [image: 17.4. A vaskloridnak és ionjainak termokémiája \hbox{}^{*}]-nél pedig csupán 0,3 cal  [image: 17.4. A vaskloridnak és ionjainak termokémiája \hbox{}^{*}]. Mivel a kationok számításához a megfelelő kísérleti adatok hiányoztak, ezt a hozzájárulást elhanyagolták a továbbiakban. Az emiatt fellépő hiba a fentiek alapján 1-2 cal  [image: 17.4. A vaskloridnak és ionjainak termokémiája \hbox{}^{*}] körül lehet. Az atomi adatok számításához az atom-spektroszkópiai adatok hasonló módon használhatók fel. Mivel az  [image: 17.4. A vaskloridnak és ionjainak termokémiája \hbox{}^{*}]-nak nincsenek az alapállapothoz közel eső kisenergiájú állapotai, ezért ebben az esetben a fönti bonyolult eljárásra nincs szükség.

          
	 	
                    
                      17.10. táblázat. Az alapállapotú vaskloridok számított egyensúlyi geometriái. [image: 17.4. A vaskloridnak és ionjainak termokémiája \hbox{}^{*}]
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                      17.11. táblázat. Számított harmonikus rezgési frekvenciák, zéruspont energiák, termikus energiák és entrópiák 298.15 K-en és 2000 K-en. [image: 17.4. A vaskloridnak és ionjainak termokémiája \hbox{}^{*}]
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           Kötéstávolságok  
          [image: 17.4. A vaskloridnak és ionjainak termokémiája \hbox{}^{*}]
          -ben, kötésszögek fokban. QCISD/B1 számítási adatok, kivéve az  
          [image: 17.4. A vaskloridnak és ionjainak termokémiája \hbox{}^{*}]
          -t, melynek az adatai BD(T)/B1 szintűek és az  
          [image: 17.4. A vaskloridnak és ionjainak termokémiája \hbox{}^{*}]
          -t, melynek az adatai MP2/B1 szintűek.
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           MP2/B1 számítási adatok. Frekvenciák  
          [image: 17.4. A vaskloridnak és ionjainak termokémiája \hbox{}^{*}]
          -ben, ZPE, és termikus energiák kcal/mol-ban, entrópiák cal/(molK)-ban.
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           Kétszeresen degenerált rezgés.
        
A 17.10. táblázat az egyes molekulák számított geometriai adatait tartalmazza. A számított eredmények összehasonlításához csupán egyetlen kísérleti adatot ismerünk, az  [image: 17.4. A vaskloridnak és ionjainak termokémiája \hbox{}^{*}] molekulából elektrondiffrakciós módszerrel meghatározott Fe-Cl = 2,151  [image: 17.4. A vaskloridnak és ionjainak termokémiája \hbox{}^{*}] kötéstávolságot. Érdekes tény, hogy a klóratomok száma az Fe-Cl távolságot az egyetlen FeCl kivételével alig befolyásolja. Ugyanakkor a kötéshosszra komoly befolyást gyakorol a molekula töltése.
A 17.11. táblázat a számított harmonikus frekvenciákat és a termodinamikai adatokat tartalmazza. A táblázatban néhány releváns atomi adat is található, mivel ezekre szükség van egyéb tulajdonságok számításához. A rezgési adatokat ismét összehasonlíthatjuk az  [image: 17.4. A vaskloridnak és ionjainak termokémiája \hbox{}^{*}] kísérleti kísérleti spektrumával. (A kísérleti értékek: 88, 350 és 492  [image: 17.4. A vaskloridnak és ionjainak termokémiája \hbox{}^{*}], míg a skálázatlan számítási eredmények: 86, 362 és 528  [image: 17.4. A vaskloridnak és ionjainak termokémiája \hbox{}^{*}].)

          
	 	
                    
                      17.12. táblázat. Az Fe-Cl és Cl-Cl kötések számított disszociációs energiái ([image: 17.4. A vaskloridnak és ionjainak termokémiája \hbox{}^{*}] és  [image: 17.4. A vaskloridnak és ionjainak termokémiája \hbox{}^{*}]), kötés disszociációs energiái (KDE) és kötés disszociációs szabadentalpiái (KDSZ). [image: 17.4. A vaskloridnak és ionjainak termokémiája \hbox{}^{*}]
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           QCISD(T)/B2//QCISD/B1 szinten, kivéve az  
          [image: 17.4. A vaskloridnak és ionjainak termokémiája \hbox{}^{*}]
           és  
          [image: 17.4. A vaskloridnak és ionjainak termokémiája \hbox{}^{*}]
           molekulákat (l. a szövegben). Minden adat kcal/mol-ban.
        
Az Fe–Cl kötés disszociációs energiája, azaz a kötés felszakításához szükséges energia az adott molekula és disszociációs termékei energiakülönbsége formájában számítható. A 17.12. táblázat tartalmazza a fenti definició alapján értelmezhető  [image: 17.4. A vaskloridnak és ionjainak termokémiája \hbox{}^{*}] és  [image: 17.4. A vaskloridnak és ionjainak termokémiája \hbox{}^{*}] értékeket is. Az előbbi a potenciálfelület minimumaiból számított disszociációs energia, az utóbbi viszont a zérusponti szintek alapján nyerhető. Ennek megfelelően  [image: 17.4. A vaskloridnak és ionjainak termokémiája \hbox{}^{*}] fiktív, csak kvantumkémiai úton számítható mennyiség, míg  [image: 17.4. A vaskloridnak és ionjainak termokémiája \hbox{}^{*}] a kötés 0 K-en való disszociációjához rendelhető. A táblázatban ugyancsak látható a termikus hozzájárulás és az entrópia segítségével megkapható kötés disszociációs entalpia (KDE) és kötés disszociációs szabadentalpia (KDSZ) is. Megfigyelhető, hogy a különböző vegyületek disszociációs energiái 37,0 és 109,6 kcal/mol között, tehát meglehetősen széles tartományban, oszlanak meg. Az Fe-Cl kötés a semleges molekulák között az  [image: 17.4. A vaskloridnak és ionjainak termokémiája \hbox{}^{*}]-ben a legerősebb, az  [image: 17.4. A vaskloridnak és ionjainak termokémiája \hbox{}^{*}]-ban a leggyengébb. A kötés az ionokban gyengül, a negatív ionokban gyengébb, mint a pozitív ionokban. Ez az MO-elmélet alapján egyszerűen megérthető, hiszen a negatív ionban egy elektron lazító pályára kerül. A KDSZ fontossága főként a magas hőmérsékletre számított adatokból derül ki. Miután 2000 K-en az entrópia-faktor már jelentőssé válik, a pozitív KDE-értékek ellenére ezen a hőmérsékleten néhány molekula már darabjaira esik szét. Erre utalnak a negatív illetve nagyon kis KDSZ-értékek.

          
	 	
                    
                      17.13. táblázat. Adiabatikus ionizációs energiák és elektronaffinitások. [image: 17.4. A vaskloridnak és ionjainak termokémiája \hbox{}^{*}]
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           QCISD(T)/B2//QCISD/B1 szinten, kivéve az  
          [image: 17.4. A vaskloridnak és ionjainak termokémiája \hbox{}^{*}]
           és  
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           molekulákat (l. a szövegben). Minden adat kcal/mol-ban.
        
A semleges molekulák és a megfelelő ionok energiáiból ionizációs energiák, és elektronaffinitások számíthatók (17.13. táblázat). Minthogy a molekulákat és ionokat is egyensúlyi geometriájukon veszünk figyelembe, a 17.13. táblázatban adiabatikus adatok szerepelnek. Összehasonlítva a fellelhető kísérleti adatokkal, az eredmények ugyan kielégítő pontosságúak – ám még tovább is pontosíthatók. A vasatom esetében ha pl. figyelembe vesszük a relativisztikus korrekciókat, a számított érték (7,86 eV) már csak 0,04 eV-tal tér el a mérttől. Ugyanakkor az összehasonlítás során figyelemmel kell lennünk a mérés pontatlanságára is. Ionizációs energiák tömegspektroszkópiás mérése esetén a „megjelenési” potenciált mérjük: ez a legkisebb elektronenergia, mely mellett az illető ion észlelhető. A mérésből következően ilyenkor a valódi ionizációs energiának csupán a felső határát tudjuk megadni. Ugyanígy, fotoelektronspektroszkópiás mérés esetén is legtöbbször csak a vertikális ionizációs energiát tudjuk megadni. Pontos adiabatikus értékek csak akkor mérhetők, ha a rezgési finomszerkezet látható, vagy pedig az adiabatikus és vertikális ionizációs energiák megegyeznek. A táblázatban szereplő esetekben erre a spektrumok nem adnak garanciát. Ennélfogva a kísérleti értékek az adiabatikus ionizációs energiák felső határának tekinthetők csak.
A számítási eredmények alapján további fontos termokémiai paraméterek adhatók meg. Ismerve a vaskloridok és a  [image: 17.4. A vaskloridnak és ionjainak termokémiája \hbox{}^{*}] KDE és KDSZ értékeit, valamint a vas kísérleti párolgáshő ([image: 17.4. A vaskloridnak és ionjainak termokémiája \hbox{}^{*}] kcal/mol) és párolgási entrópia ([image: 17.4. A vaskloridnak és ionjainak termokémiája \hbox{}^{*}] cal/mol,K) értékeit, a vaskloridok képződéshőit, valamint képződési szabadentalpiáit számíthatjuk. Hasonló módon nyerhetjük az ionok képződéshőit, és képződési szabadentalpiáit is.5 Ezeket az adatokat, valamint az ugyancsak számított molhőket és standard entrópiákat a 17.14. táblázatba gyűjtöttük. A táblázat adatait szobahőmérsékletre adtuk meg, de könnyen átszámíthatók más hőmérsékletekre is. Összehasonlítva a kísérleti és számított eredményeket, az egyezés az FeCl kivételével kitűnő, erre az egy vegyületre azonban meglehetősen gyengének tűnik. Az alkalmazott számítási szint a nagy eltérést semmiképpen sem indokolja, ezért célszerű a kísérleti adatok forrásainak utánajárni. Valóban, az FeCl instabilitása miatt nem kísérleti, hanem csupán becsült értékekről van szó és a becslés hibáját 20 kcal/mol-ra teszik. Ennélfogva a 17.14. táblázat számított adatai bizonyosan sokkal közelebb állnak a valósághoz. Az  [image: 17.4. A vaskloridnak és ionjainak termokémiája \hbox{}^{*}]-re és  [image: 17.4. A vaskloridnak és ionjainak termokémiája \hbox{}^{*}]-ra talált adatok már sokkal pontosabbak. Ezek már valóban méréseken alapultak, és a megadott hibahatár ennélfogva jóval kisebb, mindössze 1 kcal/mol.

          
	 	
                    
                      17.14. táblázat. Vaskloridok gázfázisú hőkapacitásai ([image: 17.4. A vaskloridnak és ionjainak termokémiája \hbox{}^{*}]), standard entrópiái (S), képződéshői ([image: 17.4. A vaskloridnak és ionjainak termokémiája \hbox{}^{*}]) és képződési szabadentalpiái ([image: 17.4. A vaskloridnak és ionjainak termokémiája \hbox{}^{*}]) 298.15 K-en. [image: 17.4. A vaskloridnak és ionjainak termokémiája \hbox{}^{*}]

                  	 



        

          
	 	
                    [image: 17.4. A vaskloridnak és ionjainak termokémiája \hbox{}^{*}]
                  	 



        

          
          
          [image: 17.4. A vaskloridnak és ionjainak termokémiája \hbox{}^{*}]
           A kísérleti adatok zárójelben.  
          [image: 17.4. A vaskloridnak és ionjainak termokémiája \hbox{}^{*}]
           kcal/(molK)-ban,  
          [image: 17.4. A vaskloridnak és ionjainak termokémiája \hbox{}^{*}]
           és  
          [image: 17.4. A vaskloridnak és ionjainak termokémiája \hbox{}^{*}]
           kcal/mol-ban, S cal/(molK)-ban.
        

          
            Megjegyzések
          
        
	
               A Born–Oppenheimer-tétel értelmében a molekuláris rendszerek hullámfüggvénye szétesik a magmozgást és az elektronmozgást leíró függvények szorzatára. (Az egyszerűség kedvéért a magmozgást most a molekularezgésekkel azonosítjuk, de természetesen nincs elvi akadálya a forgómozgás kezelésének sem.) Amennyiben a spinfüggvényt is elkülönítjük, az átmeneti momentum az alábbi formába írható:  
[image: 17.4. A vaskloridnak és ionjainak termokémiája \hbox{}^{*}]

 ahol a „nagy”  [image: 17.4. A vaskloridnak és ionjainak termokémiája \hbox{}^{*}] a rendszer teljes hullámfüggvényét szimbolizálja. Mivel a rezgési hullámfüggvények különböző elektronállapotokhoz tartoznak, a kifejezés második integrálja nem tűnik el, a spinfüggvények ortogonalitásából viszont következik a spinekre vonatkozó kiválasztási szabály: csak azonos multiplicitású állapotok között megengedett az átmenet. Minél kevésbé igaz a fenti egyenlőség, vagyis minél kevésbé választható szét a spinfüggvény az elektron hullámfüggvényétől (vagyis minél nagyobbak a relativisztikus effektusok), annál kevésbé szigorú ez a kiválasztási szabály. Ilyenkor tehát megjelenhetnek pl. szinglet-triplett átmenetek, de az ilyen interkombinációk intenzitása mindig kicsi.

	
               Rydberg-állapotoknak nevezik a molekulák olyan magasan gerjesztett állapotait, melyek hasonlítanak az atomi állapotokhoz. Az ezekhez tartozó hullámfüggvények egyre nagyobbak, és egyre inkább gömbszimmetrikusak lesznek. Ezért az ide történt gerjesztések ugyanolyan sorozatokba rendezhetők, mint amilyenekkel pl. a hidrogénatom spektrumánál találkozhatunk:  
[image: 17.4. A vaskloridnak és ionjainak termokémiája \hbox{}^{*}]

 Ahol  [image: 17.4. A vaskloridnak és ionjainak termokémiája \hbox{}^{*}] az ionizációs határ, mely a sorozat végét jelenti, és amelyhez a sorozat konvergál, R a Rydberg-állandó, melynek értéke 109737,1  [image: 17.4. A vaskloridnak és ionjainak termokémiája \hbox{}^{*}], n egész szám (mely a H-atom esetén a főkvantumszámnak felel meg). A Rydberg-állapotokat éppen ezzel az n-számmal, és a megfelelő „atompályával” jelöljük – pl. 3d, 4p, stb. Rydberg-állapotok. A formulában  [image: 17.4. A vaskloridnak és ionjainak termokémiája \hbox{}^{*}] az ún. kvantum-defektus, értéke ns-Rydberg-állapotokhoz 0,95-1,1, np-állapotokhoz 0,6-0,8, nd-állapotokhoz pedig –0,05-0,15 közötti érték. Régebben Rydberg-átmeneteket általában éles csúcsok alakjában vártak a molekulák gőzspektrumában – elsősorban azért, mert először ezeket, illetve ezek konvergenciáját sikerült megfigyelni. Ma már tudjuk, hogy az abszorpciós spektrum széles sávjai között is számos Rydberg-átmenet lehetséges, és pusztán a sáv alakjából nem lehet azonosítani az átmenet jellegét. A Rydberg-átmenetek intenzitása általában közepes, vagy kicsi, és a Rydberg-pályák nagy mérete miatt a környezettől erősen függenek. Ezért kondenzált fázisban a spektrumban szétmosódnak, eltűnnek; kimutatásuk is elsősorban e tulajdonságukon alapul. Megjegyezzük viszont, hogy multifoton ionizációs spektrumokban a Rydberg-állapotok intenzitása igen nagy, ott ezért könnyen tanulmányozhatók.
A Rydberg-átmenetekről részletesebben l. M. B. Robin: Higher Excited States of Polyatomic Molecules, Vol. I-III. Acad. Press, N. Y. 1974, 1975, 1985.

	
               Meg kell jegyeznünk, hogy a vizes oldat kísérleti spektrumának analízise kissé bonyolultabb annál, amit a szöveg sugall. Ugyanis két anyag, az imidazol és az imidazolinium kation együtt található az oldatban, tehát a kísérleti spektrum a kettő spektrumának szuperpoziciója lesz. Az alábbi táblázat a protonált imidazol spektrumára végzett számítás eredményét, valamint a kísérleti spektrumból leolvasható sávmaximumok helyét tartalmazza.

              
	 	
                        [image: 17.4. A vaskloridnak és ionjainak termokémiája \hbox{}^{*}]
                      	 



            
A 6,9 eV-os sáv pH = 2 oldatban figyelhető meg, tehát a protonált formára jellemző. A kísérleti spektrum első sávja ugyanakkor lehet az imidazol  [image: 17.4. A vaskloridnak és ionjainak termokémiája \hbox{}^{*}] sávja, de hozzárendelhető a protonált forma  [image: 17.4. A vaskloridnak és ionjainak termokémiája \hbox{}^{*}] állapotához is. A kísérleti spektrumból nyerhető információ nem elegendő ahhoz, hogy a két lehetőség között egyértelműen döntsünk.

	
               A ligandumtér-elmélet részletes leírása számos elemi kémiakönyvben megtalálható, pl. F.A. Cotton, G. Wilkinson és P.L. Gaus: Basic Inorganic Chemistry, 2nd edition, Wiley, New York, 1987, vagy magyar nyelven: Lakatos Béla: Bevezetés a komplex molekulák kristály- és ligandumtér elméletébe. Akadémiai Kiadó, Budapest, 1965.

	
               A számításokhoz ismerni kell a standard referencia állapot fogalmát. Eszerint az elemek képződéshője és képződési szabadentalpiája standard állapotban, azaz 298,15 K-en és atmoszferikus nyomáson a legstabilisabb előfordulási állapotukban zérus. Mivel a vas legstabilisabb állapota a szilárd á-kristályfázis, ezért a számításhoz a szublimációhoz tartozó megfelelő mennyiségek is szükségesek. A konvenció kiterjesztése, hogy a szabad elektron is standard állapotban van, tehát képződéshője és képződési szabadentalpiája zérus. Ennek az elvnek a segítségével lehet ionok termodinamikai tulajdonságait számítani. 




A. függelék - FÜGGELÉK




      
	 	
                
                  1. A lineáris algebra alapjai
                

              	 



    

      1. Vektorok a háromdimenziós térben
    
A vektor rendezett számhármas:  
[image: FÜGGELÉK]

 ahol  [image: FÜGGELÉK],  [image: FÜGGELÉK],  [image: FÜGGELÉK] a vektor komponensei vagy koordinátái. A vektorokat e könyvben kövér kisbetűkkel jelöljük. A vektorok összeadását és konstanssal való szorzását a következőképpen értelmezzük:  
[image: FÜGGELÉK]


    
[image: FÜGGELÉK]

 Ha egy vektort koordinátáival megadunk, azzal automatikusan egy koordinátarendszert is megadunk. A koordinátatengelyek az egységvektorok irányába esnek:  
[image: FÜGGELÉK]

 E három vektor segítségével a háromdimenziós tér bármely vektora kifejezhető, ha pl.  
[image: FÜGGELÉK]

 Azt mondjuk, hogy  [image: FÜGGELÉK]-t az  [image: FÜGGELÉK] és  [image: FÜGGELÉK] vektorok lineáris kombinációjával fejeztük ki.
Tegyünk most az  [image: FÜGGELÉK] vektorokhoz egy negyedik vektort,  [image: FÜGGELÉK]-t. E négy vektorral is kifejezhető minden  [image: FÜGGELÉK] vektor (pl.  [image: FÜGGELÉK]). Azt mondhatjuk, hogy az  [image: FÜGGELÉK] vektorok ugyanazt a teret generálják, mint az  [image: FÜGGELÉK] vektorok. Ha az  [image: FÜGGELÉK]-ből elveszünk egy vektort, a maradék (pl.  [image: FÜGGELÉK]) már nem generálja a háromdimenziós teret, csak annak egy kétdimenziós alterét (ez esetben az x-y síkot). Úgy mondjuk, hogy  [image: FÜGGELÉK] a háromdimenziós tér egy bázisát adja. Bázis végtelen sokféle lehet, pl.:  
[image: FÜGGELÉK]


    
[image: FÜGGELÉK]

 De például a  
[image: FÜGGELÉK]

 vektorok már csak kétdimenziós teret generálnak, mivel a harmadik vektor az első kettő összege.

      2. Vektorok az n dimenziós térben
    
A háromdimenziós térre követett gondolatmenetünket általánosíthatjuk. Vektor: rendezett szám n-es. Elemei a vektor komponensei vagy koordinátái:  
[image: FÜGGELÉK]


      Definíció: Vektorok egy L halmazát lineáris vektortérnek (vagy vektortérnek vagy lineáris térnek) nevezzük, ha teljesülnek a következők:
1. Értelmezve van az összeadás művelete és

      [image: FÜGGELÉK] esetén

      [image: FÜGGELÉK]
    

      [image: FÜGGELÉK] (asszociativitás)

      [image: FÜGGELÉK] (kommutativitás)

      [image: FÜGGELÉK] elem és  [image: FÜGGELÉK]-ra  [image: FÜGGELÉK]

      
      
      [image: FÜGGELÉK]
       A  
      [image: FÜGGELÉK]
       szimbólum jelentése „minden egyes”, „bármely”, a  
      [image: FÜGGELÉK]
       szimbólumé „létezik”.
    

      [image: FÜGGELÉK] inverz:  [image: FÜGGELÉK]-ra  [image: FÜGGELÉK].
2. Értelmezett a skalárral való szorzás és ha  [image: FÜGGELÉK],  [image: FÜGGELÉK] skalár, akkor  [image: FÜGGELÉK] esetén:

      [image: FÜGGELÉK]
    

      [image: FÜGGELÉK]
    

      [image: FÜGGELÉK]
    

      [image: FÜGGELÉK]
    

      [image: FÜGGELÉK]
    
Megjegyezzük, hogy nemcsak vektorok adhatnak lineáris teret. Természetesen ekkor a definícióban  [image: FÜGGELÉK] és  [image: FÜGGELÉK] nem vektort, hanem általánosságban a vizsgált halmaz elemeit jelenti. Pl. az [a, b] véges, zárt intervallumon folytonos függvények halmaza lineáris teret ad. De pl. a pozitív függvények osztálya nem ad lineáris teret, ugyanis, ha f eleme ennek a térnek, akkor inverze (–f) már biztosan nem eleme.
Definiáljuk a vektorok lineáris kombinációját:  
[image: FÜGGELÉK]

 Ezek szerint minden lineáris kombináció eredménye egy vektor. Láttuk, hogy a háromdimenziós térben a három egységvektor lineáris kombinációjaként a tér összes vektora generálható. Ugyancsak láttuk, hogy nem választható tetszőlegesen a három bázisvektor. Hasonló a helyzet az n dimenziós térben: az  [image: FÜGGELÉK],  [image: FÜGGELÉK] ...  [image: FÜGGELÉK] rögzített vektorok egy teret generálnak, azaz e vektorok lineáris kombinációjával a tér bármely vektora előállítható. A generált tér dimenziója n, vagy annál kisebb lehet. Az n darab vektor az n dimenziós teret akkor generálja, ha a vektorok lineárisan függetlenek. Lineárisan összefüggő vektorok esetén a generált tér dimenziója n-nél kisebb.

      Definíció: Az  [image: FÜGGELÉK] vektorok lineárisan függetlenek, ha a  
[image: FÜGGELÉK]

 összefüggés akkor és csak akkor ([image: FÜGGELÉK]) áll fenn, ha  
[image: FÜGGELÉK]

 Azaz a  [image: FÜGGELÉK] vektort csak triviális lineáris kombinációval tudjuk előállítani. Ellenkező esetben a fenti vektorokat lineárisan összefüggőnek mondjuk.

      Definíció: Egy tér véges dimenziójú, ha véges sok elem generálja.

      Definíció: Ha  [image: FÜGGELÉK], (ahol  [image: FÜGGELÉK] az  [image: FÜGGELÉK] vektorok által generált teret jelenti), akkor az n dimenziós tér generátorrendszerének nevezzük.

      Definíció: Ha  [image: FÜGGELÉK] generátorrendszer és lineárisan független, bázisnak nevezzük.
Tehát:
bázis + vektor = generátor rendszer (de nem lineárisan független, tehát nem bázis)
bázis – vektor = lineárisan független (de nem generátor rendszer, tehát nem bázis)

      Definíció: Egy tér n dimenziós, ha létezik n elemű bázisa.
Például:
1. Lineárisan független-e a következő vektorrendszer:  [image: FÜGGELÉK],  [image: FÜGGELÉK],  [image: FÜGGELÉK],  [image: FÜGGELÉK],  [image: FÜGGELÉK]
Megoldás: nem, mivel  
[image: FÜGGELÉK]

 esetén k tetszőleges szám mellett is előállítottuk a zérusvektort.
2. Írjuk fel az n dimenziós tér egy bázisát!
Megoldás: az n dimenziós tér egy bázisa pl. a következő:  
[image: FÜGGELÉK]


(Az ilyen típusú vektorokat egységvektoroknak nevezzük.)

      3. Lineáris egyenletrendszerek
    
Tekintsük a következő egyenletrendszert:  
[image: FÜGGELÉK]

 A fenti kifejezést lineáris inhomogén egyenletrendszernek nevezzük. Ha  [image: FÜGGELÉK], akkor az egyenletrendszer homogén.
Az ([image: FÜGGELÉK],...,  [image: FÜGGELÉK]) rendezett szám n-esről azt mondjuk, hogy az egyenletrendszer megoldása, ha kielégíti a fenti egyenletrendszert.
Vezessük be a következő jelöléseket:  
[image: FÜGGELÉK]

 Ekkor az egyenletrendszer alakja:  
[image: FÜGGELÉK]

 Vegyük észre, hogy ez nem más, mint a  [image: FÜGGELÉK] vektor előállítása az  [image: FÜGGELÉK] vektorok lineáris kombinációjával. A lineárkombinációs együtthatók éppen a keresett ismeretlenek. Megfordítva: ha  [image: FÜGGELÉK] lineáris kombinációja az  [image: FÜGGELÉK], ...,  [image: FÜGGELÉK] vektoroknak, akkor a lineáris egyenletrendszer megoldható, és a megoldást a lineárkombinációs együtthatók adják. A következő tétel éppen ezt fejezi ki vektortérbeli ismereteink segítségével.

      Tétel: Egy lineáris egyenletrendszernek akkor és csak akkor van megoldása, ha  
[image: FÜGGELÉK]

 A következő tétel a megoldások számáról nyújt felvilágosítást.

      Tétel: Ha  [image: FÜGGELÉK], akkor az egyenletrendszernek egy megoldása van.
Ha  [image: FÜGGELÉK], akkor  [image: FÜGGELÉK] megoldás létezik.
Ez utóbbi szemléletesen azt jelenti, hogy az  [image: FÜGGELÉK] vektorok között lineáris összefüggés van, azaz kevesebb az egyenlet, mint az ismeretlen.
A fentiekből következik a  
[image: FÜGGELÉK]

 homogén egyenletrendszer megoldásának feltétele:
Ha  [image: FÜGGELÉK] lineárisan függetlenek, akkor csak a triviális megoldás létezik. (Éppen ez a lineáris függetlenség feltétele!)
Ha  [image: FÜGGELÉK] lineárisan összefüggők,  [image: FÜGGELÉK] számú megoldás van.
Tegyük fel, hogy az n-edik egyenlet összefügg a többivel, és az első n–1 lineárisan független. Elhagyva az n-edik egyenletet, átrendezés után kapjuk a következőt:  
[image: FÜGGELÉK]


    
[image: FÜGGELÉK]

 Ez az egyenletrendszer lineáris és inhomogén. Mivel a feltétel szerint  [image: FÜGGELÉK], ezért egy megoldás van. A megoldás természetesen  [image: FÜGGELÉK] függvényeként adódik, azaz csak akkor egyértelmű, ha  [image: FÜGGELÉK]-nek valamilyen értéket adunk. Tehát csak az  
[image: FÜGGELÉK]

 arányok ismertek.
Ha  [image: FÜGGELÉK], akkor hasonló gondolatmenettel adódik, hogy k db ismeretlen választható szabadon.

      4. Mátrixok, műveletek mátrixokkal
    
Mátrixnak az n sorból és m oszlopból álló számtáblázatot nevezzük. A vektorfogalom általánosításának is tekinthető: az n dimenziós térben megadunk egy vektorsorozatot. Ha rögzítjük a vektorok sorrendjét, mátrixhoz jutunk. Pl. a lineáris egyenletrendszer  [image: FÜGGELÉK] vektorait egymás mellé írva mátrixot kapunk. Ha ezt  [image: FÜGGELÉK]-val jelöljük, akkor a lineáris egyenletrendszer a következő alakú lesz:  
[image: FÜGGELÉK]

 Könyvünkben a mátrixokat kövér nagybetűkkel jelöljük.

      Elnevezések
    
– Az ([image: FÜGGELÉK])-es mátrixot kvadratikus, vagy négyzetes mátrixnak nevezzük.
– A mátrix  [image: FÜGGELÉK] és  [image: FÜGGELÉK] elemét összekötő átlót a mátrix fődiagonálisának nevezzük.
– Ha egy mátrix fődiagonálisa alatti (feletti) összes elem zérus, felső (alsó) háromszög mátrixról beszélünk.
– A diagonális elemek kivételével 0-elemű mátrix: diagonális mátrix.
– Ha a fődiagonális minden eleme 1, és az összes többi elem zérus, egységmátrixról beszélünk. Jelképe  [image: FÜGGELÉK], vagy az ún. Kronecker-delta-szimbólum:  
[image: FÜGGELÉK]

 – Ha egy mátrix sorait és oszlopait megcseréljük (a mátrix elemeit a diagonálisára tükrözzük), a mátrix transzponáltjához jutunk.

      – Szimmetrikus egy mátrix, ha megegyezik a transzponáltjával.
Az  [image: FÜGGELÉK]-es mátrixot oszlopmátrixnak, az  [image: FÜGGELÉK]-es mátrixot sormátrixnak nevezzük. Az előbbiek szerint egy oszlopmátrix transzponáltja sormátrix.

      – Adjungált mátrix: a mátrix transzponáltjának a konjugáltja.
– Ha a mátrix minden eleme valós, akkor a mátrix transzponáltja megegyezik az adjungálttal.
– Egy mátrix önadjungált, vagy hermitikus, ha adjungáltja megegyezik az eredeti mátrixszal.
– Ha a mátrix elemei valósak, akkor az önadjungált mátrix szimmetrikus.

      Műveletek mátrixokkal
    

      a) Összeadás:
    
Azonos típusú mátrixok összegén olyan mátrixot értünk, melynek elemei egyenlők az egyes mátrixok megfelelő elemeinek összegével. Pl.  
[image: FÜGGELÉK]

 Tulajdonságok:
– kommutatív
– asszociatív
–  [image: FÜGGELÉK] nulla-elem:  [image: FÜGGELÉK]
–  [image: FÜGGELÉK] inverz:  [image: FÜGGELÉK]

      b) Szorzás skalárral:
    
Mátrix szorzása (komplex) számmal olyan mátrixot ad, melynek eleme az adott mátrix megfelelő elemének szorzata a (komplex) számmal.
Tulajdonságok:
–  [image: FÜGGELÉK]
–  [image: FÜGGELÉK]
–  [image: FÜGGELÉK]
–  [image: FÜGGELÉK]
ahol  [image: FÜGGELÉK],  [image: FÜGGELÉK] skalárok.
E tulajdonságokból következik, hogy a mátrixok is lineáris teret adnak.

      c) Mátrixok szorzása:
    
Az m sorból és p oszlopból álló  [image: FÜGGELÉK] mátrix és a p sorból és n oszlopból álló  [image: FÜGGELÉK] mátrix szorzata alatt olyan ([image: FÜGGELÉK])-es  [image: FÜGGELÉK] mátrix értendő, melynek  [image: FÜGGELÉK] elemét az  [image: FÜGGELÉK] mátrix i-edik sorának és a  [image: FÜGGELÉK] mátrix j-edik oszlopának szorzatösszege adja:  
[image: FÜGGELÉK]

 pl.  [image: FÜGGELÉK]
Nagyon fontos megjegyezni, hogy a mátrixszorzás nem kommutatív.

      d) A mátrix inverze:
    
Ha egy kvadratikus  [image: FÜGGELÉK] mátrixhoz hozzárendelhető olyan  [image: FÜGGELÉK] mátrix, hogy az  
[image: FÜGGELÉK]

 kifejezés teljesül (ahol  [image: FÜGGELÉK] az egységmátrix), akkor  [image: FÜGGELÉK]-t invertálhatónak,  [image: FÜGGELÉK]-et pedig  [image: FÜGGELÉK]inverzének nevezzük. (Az inverzet  [image: FÜGGELÉK]-gyel jelöljük.)

      Tétel: Egy ([image: FÜGGELÉK])-es mátrixnak akkor és csak akkor létezik inverze, ha a belőle képzett oszlopvektorok lineárisan függetlenek (azaz  [image: FÜGGELÉK]).
Az ilyen mátrixot nem szingulárisnak nevezzük. Ha a mátrixnak nem létezik inverze, szingulárisnak mondjuk.

      Tétel: Az inverzzel való szorzás kommutatív, azaz egy mátrix jobb- és baloldali inverze megegyezik.

      Bizonyítás:
    

      [image: FÜGGELÉK] szorozzuk mindkét oldalt  [image: FÜGGELÉK]-gyel balról:

      [image: FÜGGELÉK]
    

      [image: FÜGGELÉK]
    

      [image: FÜGGELÉK]
    
Azokat a mátrixokat, melyeknek az inverze megegyezik az adjungálttal unitér mátrixoknak nevezzük.

      5. A determináns
    
A determináns egy ([image: FÜGGELÉK])-es számtáblázat. Alapvetően abban különbözik a mátrixtól, hogy értéke van. Jele:  [image: FÜGGELÉK].
Kiszámítása a következőképpen történik. Minden sorból vegyünk egy tetszőleges elemet, de úgy, hogy egy oszlopból is csak egyet válasszunk. Képezzük ezek szorzatát. Az összes lehetséges ilyen szorzatot (permutációt), előjelesen összegezzük. Ha a permutációból az eredeti sorrendet páros számú elempár cseréjével el tudjuk érni, akkor az előjel pozitív, máskülönben negatív. Pl.  
[image: FÜGGELÉK]

 Tulajdonságok:
– Ha a determináns egy sorának összes eleme zérus, a determináns értéke zérus.
– Ha a determináns egy sorát tetszőleges konstanssal szorozzuk, a determináns értéke is konstansszorosa lesz.
– Ha két sort felcserélünk, a determináns értéke előjelet vált.
– Ha két sor azonos, a determináns értéke nulla.
– Ha a determináns egy sorához hozzáadjuk egy másik sor k-szorosát, a determináns értéke nem változik.
– Ha a determináns valamelyik sora a többi lineáris kombinációja, a determináns értéke nulla. Ebből következően szinguláris mátrix determinánsa nullával egyenlő.
– A transzponált mátrix determinánsa egyenlő az eredetiével. Ebből következik, hogy a fenti tulajdonságok nemcsak sorokra, hanem oszlopokra is igazak.
Mindezek a tulajdonságok a determináns definíciója, ill. kiszámítása alapján egyszerűen bizonyíthatók.

      6. Skalárszorzat
    
A lineáris terek definíciója alapján még nem tudjuk kiszámítani pl. a vektorok közötti szöget, vagy a vektorok hosszát, stb. Háromdimenziós térben e mennyiségeket az alábbiak szerint kaphatjuk meg:  
[image: FÜGGELÉK]

 ahol  [image: FÜGGELÉK] az  [image: FÜGGELÉK] és  [image: FÜGGELÉK] vektorok által bezárt szög. Így pl.  
[image: FÜGGELÉK]


      [image: FÜGGELÉK], Tehát ez a két vektor egymásra merőleges.
Vektor abszolút értéke:  
[image: FÜGGELÉK]

 Fogalmazzuk meg mindezt általánosan az n dimenziós térben!

      Definíció: A lineáris tér  [image: FÜGGELÉK] a, b elempárjához rendelhetünk egy valós számot, melyet skalárszorzatnak nevezünk, és  [image: FÜGGELÉK] -vel jelölünk, ha az alábbi feltételek teljesülnek:
1.  [image: FÜGGELÉK]
2.  [image: FÜGGELÉK]
3.  [image: FÜGGELÉK]
4.  [image: FÜGGELÉK]

      Definíció: az olyan n dimenziós lineáris teret, melyben a skalárszorzat definiálva van, euklideszi térnek nevezzük.
Megjegyzés:
a) A skalárszorzat értéke komplex, ha a tér elemeinek komponensei között komplexek is vannak. Ekkor az első és harmadik tulajdonság módosul:
1.  [image: FÜGGELÉK]
3. [image: FÜGGELÉK]
b) A definícióban szándékosan nem vastagítottuk meg az a, b térelemeket, ezzel is utalva arra, hogy ugyanúgy, ahogy a lineáris tér sem csak vektorok által kifeszített teret jelenthet, a skalárszorzat is létezhet más lineáris terek esetén.
Vektorok esetén a skalárszorzat megadási módja a következő. Ha

      [image: FÜGGELÉK], és  [image: FÜGGELÉK] akkor  [image: FÜGGELÉK]
A már említett [a, b] véges, zárt intervallumon folytonos függvények terében skalárszorzat tulajdonságú a következő művelet:  
[image: FÜGGELÉK]

 Könnyen belátható, hogy a fenti négy tulajdonság ebben az esetben is teljesül.

      Definíció: Azt mondjuk, hogy  [image: FÜGGELÉK] ortogonálisak egymásra, ha skalárszorzatuk zérus.

      Definíció: Az  [image: FÜGGELÉK],  [image: FÜGGELÉK], ...,  [image: FÜGGELÉK] rendszer ortogonális, ha  [image: FÜGGELÉK],  [image: FÜGGELÉK] páronként ortogonálisak.

      Tétel: Ha az  [image: FÜGGELÉK],  [image: FÜGGELÉK], ...,  [image: FÜGGELÉK] vektorok az n dimenziós térben ortogonálisak, akkor lineárisan függetlenek is.

      Bizonyítás: A lineáris függetlenség feltétele:

      [image: FÜGGELÉK]
    
Szorozzuk az egyenletet  [image: FÜGGELÉK]-vel skalárisan:

      [image: FÜGGELÉK]
    
Az ortogonalitás miatt csak az i-edik tag marad:

      [image: FÜGGELÉK]
    
de a skalárszorzás definíciója miatt

      [image: FÜGGELÉK] tehát  [image: FÜGGELÉK].

      Definíció: Vektorok hossza vagy normája alatt a következő kifejezést értjük:

      [image: FÜGGELÉK]
    
Az egységnyi hosszúságú vektorokat normáltaknak nevezzük. A normálás azt jelenti, hogy a vektort elosztjuk a normájával.

      Definíció: Ha az ortogonális bázis elemei normáltak, akkor ortonormált bázisról beszélünk.

      Tétel:
      [image: FÜGGELÉK] n dimenziós euklideszi térben  [image: FÜGGELÉK] ortonormált bázis. Bizonyítás helyett egy példát adunk:  
[image: FÜGGELÉK]



      7. Transzformációk
    

      Definíció: Legyen adva az  [image: FÜGGELÉK] n dimenziós tér. E tér egy transzformációjának nevezünk egy olyan leképezést, amely a tér  [image: FÜGGELÉK][image: FÜGGELÉK] elemét ugyanezen tér  [image: FÜGGELÉK] (nem szükségképpen más) elemébe viszi át:

      [image: FÜGGELÉK],
ahol  [image: FÜGGELÉK] a transzformáció művelete, vagy másnéven operátor. Megjegyezzük, hogy a definíció általános, nemcsak vektorok transzformációját jelenti.

      Definíció: Az n dimenziós lineáris tér lineáris transzformációjának (vagy lineáris operátorának) nevezzük  [image: FÜGGELÉK]-t, ha teljesülnek a következők:
1.  [image: FÜGGELÉK]
2.  [image: FÜGGELÉK]
ahol  [image: FÜGGELÉK], és  [image: FÜGGELÉK] tetszőleges (komplex) szám.
Pl.: jelentse  [image: FÜGGELÉK] a háromdimenziós térben az xy síkra való tükrözést. Ekkor  
[image: FÜGGELÉK]

 a  [image: FÜGGELÉK] pontnak a tükrözését jelenti, melyben a pont a  [image: FÜGGELÉK] pontba kerül. A

      [image: FÜGGELÉK]
    
transzformáció ugyanazt jelenti az  [image: FÜGGELÉK] parabolánál.

      Műveletek operátorokkal
    
– Összeadás:  [image: FÜGGELÉK]
– Szorzás skalárral:  [image: FÜGGELÉK]
– Operátorok szorzása:  [image: FÜGGELÉK]
ahol  [image: FÜGGELÉK] az  [image: FÜGGELÉK], majd a  [image: FÜGGELÉK] egymásutáni elvégzését jelenti. Fontos tulajdonság, hogy az operátorok szorzása nem kommutatív:  
[image: FÜGGELÉK]

– Inverz operátor:  [image: FÜGGELÉK], ahol  [image: FÜGGELÉK] az azonosság (identitás) operátor. Ha egy operátornak létezik inverze, nem szingulárisnak mondjuk.
– Operátor adjungáltja: Legyen  [image: FÜGGELÉK]. Ekkor az  [image: FÜGGELÉK] operátort az  [image: FÜGGELÉK]adjungáltjának nevezzük, ha  [image: FÜGGELÉK] a, b esetén teljesül a következő:  
[image: FÜGGELÉK]

 – Hermitikus vagy önadjungált egy operátor, ha megegyezik az adjungáltjával:  [image: FÜGGELÉK]
– Unitér operátor, melynek inverze megegyezik az adjungáltjával.

      Operátor és reprezentációja
    
Oldjuk meg a következő feladatot. Legyen ([image: FÜGGELÉK]) egy bázis  [image: FÜGGELÉK]-ben, és legyen ugyancsak  [image: FÜGGELÉK]-beli egy ([image: FÜGGELÉK]) másik bázis. Kérdés, mi a két bázis (koordinátarendszer) között a kapcsolat és hogyan transzformálható egyik a másikba?
Legyen a transzformáló operátor  [image: FÜGGELÉK], tehát  [image: FÜGGELÉK].
Másrészt egy bázis a tér tetszőleges vektorát előállítja lineáris kombináció formájában: 
[image: FÜGGELÉK]

Ezek szerint  [image: FÜGGELÉK] egy mátrixszal reprezentálható:  
[image: FÜGGELÉK]

 Ugyanis az  [image: FÜGGELÉK] és az  [image: FÜGGELÉK] vektorokat sorvektor alakban írva és mátrixszá rendezve kapjuk:  
[image: FÜGGELÉK]

 Legyen  [image: FÜGGELÉK] egy tetszőleges vektor, melynek alakját a kétféle koordinátarendszerben meg akarjuk adni: 
[image: FÜGGELÉK]

és 
[image: FÜGGELÉK]

ahol  [image: FÜGGELÉK], ill.  [image: FÜGGELÉK] a kétféle koordinátarendszerben a koordinátákat jelölik. Felhasználva az előző összefüggést:  
[image: FÜGGELÉK]

 Ebből:  
[image: FÜGGELÉK]

 illetve mátrix alakban:  
[image: FÜGGELÉK]

 Ámbár a fenti példa nem helyettesíti a bizonyítást, mégis – bizonyítás nélkül – kimondjuk a következő tételt:

      Tétel: Létezik kölcsönösen egyértelmű megfeleltetés az n dimenziós lineáris tér összes lineáris operátora és az n-ed rendű négyzetes mátrixok között: 
[image: FÜGGELÉK]

esetén.
Hangsúlyozzuk, hogy az operátor nem egyenlő a mátrixszal, a mátrix az operátor egy reprezentációja csupán. Az operátor egyértelmű. Konkrét reprezentációja, a mátrix alakja azonban függ a bázistól. A következő tétel ezzel a megállapítással foglalkozik.

      Tétel: Ha az  [image: FÜGGELÉK] tér  [image: FÜGGELÉK] lineáris transzformációjának a mátrixa az ([image: FÜGGELÉK]) vektorokkal adott bázisban.  [image: FÜGGELÉK], és az ([image: FÜGGELÉK]) vektorokkal adott bázis esetén  [image: FÜGGELÉK], valamint a két bázis közötti kapcsolatot  
[image: FÜGGELÉK]

 összefüggéssel definiált  [image: FÜGGELÉK] mátrix közvetíti, akkor fennáll az 
[image: FÜGGELÉK]

összefüggés, és az eljárást hasonlósági transzformációnak nevezzük.

      8. Sajátérték egyenletek
    

      Definíció: Egy  [image: FÜGGELÉK] (komplex) számot az  [image: FÜGGELÉK] operátor sajátértékének nevezzük, ha az 
[image: FÜGGELÉK]

egyenletnek létezik  [image: FÜGGELÉK] megoldása. Az  [image: FÜGGELÉK] megoldásvektort az  [image: FÜGGELÉK] operátor sajátvektorának nevezik.
Megjegyzés:
1. A fenti sajátérték egyenletet szokás a következő formában is használni: 
[image: FÜGGELÉK]

2. Ismét utalunk arra, hogy a definíció minden lineáris térre alkalmazható. Pl. a már említett függvényterekre a következő: 
[image: FÜGGELÉK]

Tulajdonságok:
– Egy n dimenziós lineáris térben egy lineáris operátornak maximum n darab különböző sajátértéke van.
– Ha egy lineáris operátor sajátértékei mind különbözőek, akkor a hozzájuk tartozó sajátvektorok lineárisan függetlenek.
– Azt a sajátértéket, melyhez több különböző sajátvektor tartozik, degeneráltnak mondjuk.
– A sajátértékek összességét spektrumnak nevezzük.
A fizika szempontjából legfontosabbak az önadjungált vagy hermitikus operátorok. (Emlékeztetőül:  [image: FÜGGELÉK]).
Önadjungált operátorok sajátértékei mindig valósak, a különböző sajátértékeihez tartozó sajátvektorok pedig egymásra ortogonálisak.
Az előző pontban láttuk, hogy bármely lineáris operátorhoz négyzetes mátrixot rendelhetünk, melynek „hatása” ugyanolyan lesz, mint az operátoré, azaz 
[image: FÜGGELÉK]

Írjuk most a definiáló egyenletbe az operátor helyébe a megfelelő mátrixot: 
[image: FÜGGELÉK]

Látható, hogy egy homogén, lineáris egyenletrendszerhez jutottunk, melynek akkor lesznek nem triviális megoldásai, ha az  [image: FÜGGELÉK] mátrix szinguláris, tehát

    
[image: FÜGGELÉK]


A determináns kifejtésekor  [image: FÜGGELÉK]-ra n-ed fokú polinomot nyerünk, melyet az A mátrix karakterisztikus polinomjának nevezünk. Ennek megoldásai adják a  [image: FÜGGELÉK] sajátértékeket. A sajátértékeket rendre behelyettesítve a homogén lineáris egyenletrendszerbe, a megfelelő sajátvektorokat kapjuk. Megjegyezzük, hogy a homogén lineáris egyenletrendszer csak a komponensek arányát rögzíti, ezért az egyértelműség biztosítására még egy összefüggés szükséges. Ez általában a normálási feltétel szokott lenni:  
[image: FÜGGELÉK]

 Képezzünk mátrixot a sajátvektorokból olymódon, hogy a vektorokat egymás mellé írjuk sorrendben. Képezzünk a sajátértékekből úgy egy diagonális mátrixot, hogy a k-adik diagonális elem éppen  [image: FÜGGELÉK]k legyen. Ekkor a következő mátrixegyenletet írhatjuk fel:  
[image: FÜGGELÉK]

 illetve röviden:  [image: FÜGGELÉK]
szorozva balról  [image: FÜGGELÉK]-gyel: 
[image: FÜGGELÉK]

Tehát az  [image: FÜGGELÉK]-t egy hasonlósági transzformációval diagonális alakra hoztuk. Ezek szerint a sajátérték feladat úgy is megfogalmazható, hogy keressük azt a koordinátarendszert, melyben az  [image: FÜGGELÉK] diagonális alakú. Belátható, hogy ha  [image: FÜGGELÉK] normált sajátvektorokból áll, akkor unitér és ekkor 
[image: FÜGGELÉK]

Az ilyen transzformációt unitér transzformációnak nevezzük.

      9. A négyzetesen integrálható függvények tere
    

      Definíció: A ([image: FÜGGELÉK],  [image: FÜGGELÉK]) intervallumban értelmezett olyan valós változójú és komplex értékű folytonos függvények összességét, melyek abszolút értékének négyzetintegrálja véges, azaz  
[image: FÜGGELÉK]

 négyzetesen integrálható függvényeknek nevezzük.
A négyzetesen integrálható függvények összességét, „terüket”  [image: FÜGGELÉK]-tel jelöljük.
Ha  [image: FÜGGELÉK]-ben definiáljuk az összeadást és a skalárral való szorzást, könnyen belátható, hogy lineáris térhez jutunk. Definiáljuk  [image: FÜGGELÉK]-ben a skalárszorzást a következőképpen. Legyen  [image: FÜGGELÉK], akkor  
[image: FÜGGELÉK]

 Egyszerűen bebizonyítható, hogy ez a definíció eleget tesz a skalárszorzás négy követelményének, azaz  [image: FÜGGELÉK] euklideszi tér. Különbsége az  [image: FÜGGELÉK] vektorterekkel szemben az, hogy  [image: FÜGGELÉK] végtelen dimenziós tér.

      Definíció: A négyzetesen integrálható függvények terét melyben a fenti skalár- szozat érvényes Hilbert térnek nevezzük.
Felfoghatjuk tehát e függvényeket, mint absztrakt vektorokat, és tárgyalhatjuk a Hilbert tereket az euklideszi terek sajátságai alapján is. Minthogy a kettő között sok az analógia, a következőkben a Hilbert-terek tulajdonságait, a részletesebb tárgyalást mellőzve, inkább csak felsoroljuk.
– Lineáris függetlenség: A  [image: FÜGGELÉK] dimenziónak megfelelően  [image: FÜGGELÉK] sok lineárisan független elem létezik.
– Bázis: A teret  [image: FÜGGELÉK] lineárisan független függvény generálja.
– Norma:  [image: FÜGGELÉK]
Normálás:  [image: FÜGGELÉK]
– Ortogonális függvények:  [image: FÜGGELÉK]
– Ortonormált bázis:  [image: FÜGGELÉK]
– Teljes ortonormált bázisrendszer:

      Definíció:
      [image: FÜGGELÉK] ortonormált rendszer teljes, ha  [image: FÜGGELÉK] esetén

      [image: FÜGGELÉK] ha  [image: FÜGGELÉK] ([image: FÜGGELÉK]).
– Lineáris kombináció:

      Tétel: Legyen  [image: FÜGGELÉK] és  [image: FÜGGELÉK] teljes ortonormált rendszer. Akkor  [image: FÜGGELÉK] előállítható a következő alakban:  
[image: FÜGGELÉK]

 ahol 
[image: FÜGGELÉK]

A fenti sort  [image: FÜGGELÉK]Fourier sorának nevezzük.
– Lineáris operátorok az  [image: FÜGGELÉK] térben:

    
[image: FÜGGELÉK]



    
[image: FÜGGELÉK]
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– Inverz operátor:
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Pl. legyen  [image: FÜGGELÉK] az x szerinti differenciálás operátora és legyenek az  [image: FÜGGELÉK],  [image: FÜGGELÉK] függvények értelmezve a Hilbert-téren. Akkor 
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tehát  
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 – Operátor adjungáltja:  [image: FÜGGELÉK]-hoz  [image: FÜGGELÉK], hogy
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– Önadjungált operátor:  [image: FÜGGELÉK]
– Unitér operátor  [image: FÜGGELÉK]
– Önadjungált operátorhoz rendelhető mátrix:
Legyen  [image: FÜGGELÉK] önadjungált és  [image: FÜGGELÉK] teljes ortonormált rendszer. Akkor definiálhatunk egy ([image: FÜGGELÉK]) mátrixot, melynek elemei  
[image: FÜGGELÉK]

Bizonyítható, hogy az így nyert mátrix is önadjungált lesz.
–  [image: FÜGGELÉK]-beli lineáris operátor spektruma:
Az  [image: FÜGGELÉK] összefüggést sajátérték-egyenletnek,  [image: FÜGGELÉK] függvényeket sajátfüggvényeknek,  [image: FÜGGELÉK] (komplex) számokat sajátértékeknek nevezzük. A sajátértékek összessége a spektrum.
Egyszerűen bebizonyítható, hogy hermitikus operátorok sajátértékei valósak, és sajátfüggvényei teljes ortonormált rendszert adnak.
– Operátor diagonalizálása:
A hermitikus operátorok ortonormált sajátfüggvényeik bázisán
diagonalizálhatók, azaz a bázison mátrixaik diagonális alakúak: 
[image: FÜGGELÉK]


      
	 	
                
                  2. Válogatott karaktertáblázatok
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                  3. Fontos fizikai mennyiségek és egységek
                

              	 



    

      
	 	
                
                  A1. táblázat. Az energia különböző egységei. [image: FÜGGELÉK]
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       A táblázat néhány adata nem valódi energiaegység, csak az energiával kapcsolatban álló mennyiségek. Ennek megfelelően a hőmérséklet az E = kT, a hullámhossz a  
      [image: FÜGGELÉK]
       összefüggés alapján konvertálható energiává.
    

      
	 	
                
                  A2. táblázat. Atomi egységek.
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                  A3. táblázat. Alapvető fizikai állandók.
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W. G. Richards and D. L. Cooper: Ab initio Molecular Orbital Calculations for Chemists, 2nd ed. Oxford University Press, Oxford, 1983. – Rövid, könnyen olvasható könyv az ab initio számításokról.
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